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Siissnng  vom  18.  Januar  1900. 

1.  Herr  A.  Bothpletz  hält  einen  Yoiirag:  »Ueber  eigen- 
thfimliche  Deformationen  jurassischer  Ammoniten 
durch  Drucksuturen  und  deren  Beziehungen  zu  den 

Stylolithen.« 

2.  Herr  F.  Lind£mann  legt  eine  Abhandlung  der  Herren 
Professoren  C.  Cranz  und  K.  R.  Kocit  nn  der  technischen  Hoch- 
schule in  Stuttgart  als  Fortsetzung  ihrer  in  den  AbhiuHllungen 
der  Akademie  yeröffentlichten  Untersuchung  Ober  die  Vibra- 
tion des  Gewehrlaufes  wahrend  des  Durchgangs  des 
Geschosses  vor.  Die  Arbeit  ist  fOr  die  Abhandlungen  der 
Akademie  bestimmt. 

3.  Herr  Ai».  v.  Baeyek  hält  einen  Vortrag:  „Ueber  die 
Einwirkung  des  Caro'schen  Reagens  auf  Ketone."  Der- 
selbe wird  anderweit  veröffentlicht  werden. 
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Ueber  eigenthümliche  Deformationen  juiassischer  Am- 
moniten  durch  Drucksutaren  und  deren  Beziehungen 

zu  den  Stylolithen. 

Von  A.  Rotlipleti. 

Für  die  hier  in  Betracht  kommenden  Druckerscheinungen 
habe  ich  *  18860  den  Xamen  ,»Drucksaturen*  gewählt  ün- 
regelmässig  yerlaufende,  unebene,  zackige  Flachen  durchsetzen 

die  Kalksteine,  besonders  häufig  in  stark  aufgerichteten  oder 
getulteten  Ablagerungen.  Sie  unttrsclK^itltn  sich  leicht  von 
den  Gangspaltr-n ,  die  niemals  s(»lc1i('  A iis/iickungcii  liiihon, 
währtind  die  Drucksuturen  keine  Aiuslüliuii»^  dunli  (i:iii<^niiine- 
ralien  besitzen.  Nur  ein  dünner,  je  nacii  der  Farbe  der  Ge- 
steine gelblicher,  bräunlicher,  roth»  r  oder  schwanger  Thonbelag 
trennt  die  rauhen  und  mit  ihren  spitzen  Yorsprttngen  zahnartig 
ineinandergreifenden  Seitenflächen. 

Die  Qangspalten  sind  aus  Zerreissungen  des  Kalksteines 
entstanden.  Wo  diese  Zerreissungen  ein  im  Kalkstein  einge- 
schlossenes Gerölle  oder  Petrefact  mitbetroffen  haben,  findet 
man  die  zwei  Theile  derselben  zu  beiden  Seiten  der  Spalte 
und  wenn  man  dieselben  wieder  zusammenfCIgtf  so  erhält  man 
das  Object  in  seiner  ursprünglichen  Vollständigkeit.  Wo  hin- 
gegen ein  solcher  Körper  von  einer  Drucksutur  angeschnitten 
ist,  da  sucht  man  vergebens  auf  der  anderen  Seite  der  Sutur 


')  Moiir><rrapbie  der  Vilser  Alpen  in  PaUeoniographica,  Bd.  SS,  3. 66, 
Taf.XV.  Fig.  ll~16. 


Digitize^y  Google 


4 


SUeung  der  malh.-phys,  Claase  vom  13.  Januar  liiOO, 


nach  seiner  ergänzenden  Hälfte  oder  es  findet  sich  davon  uur 
noch  ein  kleiiK-r  Hnichiheil. 

Der  Gebir;4S(lnu  k  hat  ;iui"  der  Sutuiiliiclie  eine  Aufh'isuni^ 
des  Kalksteines  bewirkt,  von  der  auch  die  eingeschlossenen 
KalkgenUle  und  Petrefacten  mitbetroffen  worden  sind.  Xur 
die  unlöslicheren  I^i  standtheile  wie  Thon,  Eisen  etc.  sind  zu- 
rückgeblieben und  liegen  als  farbiger  Besteg  auf  der  Fläche. 
Das  Wasser,  wie  es  in  den  Gesteinen  stets  vorhanden  ist,  be- 
sitzt die  Fähigkeit  kohlensauren  Ealk  aufzulösen,  besonders 
wenn  es  Kohlensäure  enthalt  Der  Druck,  welcher  bei  Ge- 
steinsaufrichtungen eine  enorm  grosse  Stärke  erlangt,  erhöht 
die  Lösungsfiiliigkeit  des  Wassers  und  bedingt  dadurch,  dass 
auf  allen  Stellen  im  Gestein,  zu  denen  das  Wasser  Zugang  hat, 
Kalk  in  Lr)suiit>-  geht.  Als  solche  Stellen  koinnien  in  erster 
Linie  Druckrisse,  Absonderujigsklütte  und  Schichttiächen  in 
Betracht. 

Der  Betrag  der  Auflösung  richtet  sich  aber  nicht  allein 
nach  der  Stärke  des  Druckes,  der  Menge  und  chemischen  Be- 
schaffenheit des  Wassers  und  der  Geschwindigk«  it  d«  i-  Wnsser- 
bewegung,  sondern  auch  nach  der  Löslichkeit  des  Kalksteines. 
Dieser  kann  selbst  im  gleichen  Gestein  sehr  verschieden  sein 
je  nach  der  Grösse  der  Kalkkrystalle,  deren  chemischen  Zu- 
sammensetzung und  der  Beimengung  anderer  Mineralien.  Die 
Erfahrung  lehi-t,  dass  auch  da,  wo  der  Druck  auf  eine  ursprüng- 
lich glatte  TrennuTig??flHche  gewirkt  hat,  dieselbe  uneben  wird, 
indem  die  Kalkkörmr  zu  lj<  i<lt  ii  Seiten  nicht  gleichmässig  und 
gleich  rasch  aufgelöst  wrr<li'n.  So  erit>t<  hon  die  liaiihlieiten 
und  Vor.spriinge,  die  in  ihrer  iMaiuuglaiiigkeit  oft  erst  unter 
dem  Mikroskope  genau  erkannt  werden  können. 

Die  Breite  der  Kalkzone,  welche  auf  diese  Weise  zwischen 
zwei  Druckflächen  aufgelöst  worden  und  jetzt  verschwunden  ist, 
lässt  sich  in  vielen  Fällen  bestimmen.  Wo  zwei  Kalkgerölle 
sich  ineinander  gebohrt  haben,  gibt  die  Tiefe  der  dadurch  er- 
zeugten Eindrücke  auf  den  GeröUen  das  Ausmass  daftlr  an. 
Wo  grössere  Petrefacten  von  Drucksuturen  angefressen  sind, 
lässt  sich  durch  deren  fehlende  Thefle  wenigstens  ein  Minimal- 


A.  Bothi^etM:  Veher  Deformationen  jurassUdter  ÄrnmonUen  ete.  5 


betrag  fOr  die  Auflösungszone  berechnen,  der  zuweilen  auf 
mehrere  Centimeter  aosteigt. 

Zieht  man  die  Häufigkeit  der  Bracksuturen  in  Betracht, 

so  ergibt  sich,  tlass  (hirch  sie  in  stark  auigt  rit  htetem  Kulk- 
gobirgo  ungehtMiro  Massen  (\or  iirsprinitrlicbon  Kalksedimeiite 
in  Lr»siint(  gegangen  .sein  uiiissen.  tSie  iiir.L{oii  /um  Theil  mit 
den  Quell  wassern  den  Meeren  oder  anderen  Gebieten  zuge- 
führt worden  sein,  aber  oin  guter  Theil  derselben  ist  im  Ge- 
birge selbst  zurückgeblieben,  nur  auf  anderer  Lagerstätte,  in- 
dem er  sich  als  Calcit  auf  den  stets  vorhandenenen  Gangspalten 
oder  in  sonstigen  Hohlräumen  wieder  ausschied. 

Den  bis  1886^)  Yon  mir  beschriebenen  Fällen  habe  ich 
1894*)  und  1899^)  weitere  hinzugefügt,  welche  zeigen  wie 
Foraminiferen,  Beleroniten  und  Animoniten  yon  den  Druck- 
suturen  angefressen  erscheinen  und  dadurch  üusscrliche  Dü- 
fornuiti<mtii  erleiden. 

Der  Fall  hing-egen,  den  icli  in  diesem  Aufsätze  beschreiben 
will,  gehört  zu  mehr  innerliclier  Deformation.  Oppel  hat  18Gfi 
bei  Uuhpolding,  südlich  von  Traunstein,  aus  rothem  jurassischem 
Kalk  einen  Anunoniten  erhalten,  der  sich  gegenwärtig  in  der 
paläontologisclien  Staatssammlung  befindet.  Soweit  er  von  der 
Gesteinshülle  befreit  ist,  tragt  er  die  äussere  Form  eines  Am- 
moniten  deutlich  zur  Schau  und  an  einigen  Stellen  des  letzten 
Umganges  kann  man  die  Lobenlinien  noch  theilweise  erkennen. 
Meritwür<liger  Weise  erscheint  der  Araroonit  jedoch  wie  seitlich 
zusammengedrückt  und  zwar  so,  als  ob  der  normal  eingerollte 
letzte  Umgang  an  einer  Stelle  einen  Knick  erhalten  hätte. 

Bei  flüchtiger  Betraciitung  könnte  man  vermutiien,  dass 
CS  sich  um  eine  einfache  Streckung  handle,  wie  sie  so  häufig 
in  thonigen  Gesteinen  anzutreffen  ist,  iu  denen  die  Ammoniten- 
AusfUUungen  dann  in  einer  lUchtung  in  die  Länge  gezogen 
sind,  während  die  Schale  selbst  entweder  zertrümmert  oder 

')  Siehe  aii.h  Zeit.schrift  .Icr  Deutsch.  Geol.  Ges.  1880,  S.  101. 

-)  Goolonr.  QuoiHclinitt  duivli  die  Ostulpen,      212—217,  Fig.  9G— 'J8. 

')  Die  Entstcbutig  der  Alpcu,  im  Bayer.  Iii<1o«trie-  und  Gewerbeblalt. 
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aufgelöst  ist.  Hier  indefisen  liegt  die  Sache  anders.  Zwar 
fehlt  die  äussere  Schale,  aber  die  inneren  Seheidewände  sind 
theilweise  noch  Yorhanden  und  die  äussere  Form  zeigt  keine 
Streckung  nach  einer  bestimmten  Richtung.    Zu  beiden  Seiten 

des  grössten  liun  iniiessers  besclireiben  die  Hälften  des  Um- 
ganges einen  Bogen,  der  die  jenem  Dureluuesser  entsprechende 
Krümmung  besitzt,  so  dass  man  eine  Del'orniation  ül)erliaupt 
gar  nicht  vermuthen  kiiunte,  wenn  beide  Hälften  isolirt  wären. 
So  aber  stossen  beide  Bogenabschnitte  auf  der  Ebene  des 
grössten  Durchmessers  unter  einem  stumpfen  Winkel  zusammen, 
wie  die  Bögen  zweier  Abschnitte  eines  Kreises,  die  nach  Ent- 
fernung des  Kreis-Mittelstückes  direct  aneinander  geschoben 
worden  sind. 

Berechnet  man  den  Durchmesser  des  ganzen  Gehäuses, 

welches  diesen  «wei  Ammoniten -Hälften  entsprechend  ihrer 
Rundung  bei  normaler  Ausbildunn^  zukommen  würde,  so  erhält 
mau  eine  Länge  von  lOV»  cm,  wo  er  jetzt  nur  8  7a  misst. 
Es  macht  so  den  Eindruck,  nls  ob  von  dem  iirsprihiglichen 
Ammoniten  ein  2  cm  breites  Mittektück  verschwunden  sei,  und 
da  sich  in  der  That  in  dieser  ßichtuTiinf  einige  Drucksuturen 
hinziehen,  so  erschien  es  mir  längst  schon  äusserst  wahrschein- 
lich, dass  dieselben  eine  Auflösung  dieser  fehlenden  Mittelzone 
bewirkt  haben  möchten.  Um  jedoch  eine  wohlbegründete  Ueber- 
zeugung  zu  erlangen,  war  es  nothwendig  den  Ammoniten  der 
Symmetrieebene  nach  zu  durchschneiden.  Hierbei  war  mir  Herr 
Dr.  Grünling  erfolgreich  behülflich,  woftlr  ich  ihm  meinen 
Dank  ausspreche. 

Die  eine  der  so  erhaltenen  Schnittflächen  ist  in  neben - 
stellender  Figur  abcfebildet  auf  (rrund  einer  photographiseiien 
Aufnahme,  in  welcher  nur  die  Drucksutnrlinien  durch  Ueber- 
zeichnung  stärker  hervorgehoben  sind.  Der  Kalk,  welcher  das 
Animoniten-Gohäuse  ausfüllt,  ist  roth,  aber  von  verschiedener 
heller  bis  dunkler  Färbung.  Die  Kammern  sind  nur  noch  zum 
Theü  erkennbar,  nemlich  im  letzten  Umgang  und  einem  klei- 
neren inneren  Theil.  Das  letzte  Drittel  des  Umganges  gehört 
zur  Wohnkammer,  weiter  zurück  liegen  die  stark  convexen 
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Septen,  Ton  denen  aber  nur  zwei  noch  ganz  iniact  sind.  Die 
anderen  zeigen  mehr  oder  minder  scharf  auageprigie  kleine 
Zacken,  wie  sie  bei  den  Drucksuturen  Torkommen.  Die  Füll- 
masse der  Kammern  ist  durch  heUrothe  Färbung  ausgezeichnet, 

in  den  Partien  aber,  wo  die  Septen  verschwunden  sind,  herrscht 
dunkelrothe  Farbe  vur,  d.  h.  der  Kalk  ist  dort  tkoii-  und 
eisenreicher.  Zugleich  wird  er  von  zahlreichen  SutuiHiklien 
durchsetzt,  die  sich  verzweigen  und  bald  enger  bald  weiter 
scliaaren.  Während  in  den  hellrothen  Partien  diese  Suturen 
auf  die  iSepten  beschränkt  sind  und  darum  auch  weit  aus- 
einanderstehen, liegen  sie  in  den  dunklen  Theilen  dicht  ge- 
schaart  aber  zunächst  mehr  oder  weniger  zur  längeren  Axe 
parallel.  Sie  stehen  aber  keineswegs  alle  vertikal  zur  abge- 
bildeten Symmetrie-Ebene  und  viele  schneiden  dieselbe  unter 
sehr  spitzen  Winkeln. 

Die  Erhaltung  und  Sichtbarkeit  der  Kammern  steht  im 
unigekehrten  Vcihiiltniss  zur  llätifigkeit  der  Suturen.  Im 
äusseren  Unigang  gehen  diese  Druckerscheinungen  fast  nur 
von  den  Septen  aus,  von  denen  blos  zwei  ihre  glatte  Fläche 
noch  nicht  eiugebüsst  haben.  Der  Druck  hat  hier  also  haupt- 
siu  hlich  die  von  der  Natur  schon  geüeiertcn  Trennungsflächen 
für  seine  chemische  Thätigkeit  ausgesucht. 

Die  inneren  Umgänge  zeigen  ein  viel  engeres  Netz  von 
Suturen,  das  nur  stellenweise  noch  eine  Beziehi^ng  zu  den 
Septen  erkennen  lässt.  Doch  liegen  geAvisse  Partien  inselartig 
darin  eingeschlossen,  die  durch  hellere  Farbe  hervortreten  und 
die  nur  von  wenig(  n  Suturen  durchzogen  werden.  Auch  die 
Kamuierung  wird  daiin  wieder  sichtbar,  während  sie  ringsum 
fast  ganz  versclnvunden  ist. 

Die  von  Drucksuturen  stark  erfüllte  Zone  ist  im  Allge- 
meinen im  oberen  Theil  der  inneren  Umgänge  (oben  im  Sinne 
der  beigegebenen  Abbildung  genommen)  breiter  als  unten  und, 
da  die  von  ihnen  ausgehende  Auflösung  somit  oben  ebenfalls 
starker  gewesen  sein  wird  als  unten,  so  ist  die  rechte  Hälfte 
des  Ammoniten  (ebenfalls  im  Sinne  der  Zeichnung)  nicht 
gleichmässig  gegen  die  linke  heran gcpresst  worden,  sondern 
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oben  stärker  als  unten,  d.  h.  die  Bewegimg  ging  wie  um  ein 
Scharnier,  dessen  Bolle  die  drei  besonders  stark  zerfressenen 
Septen  unten  auf  der  Abbildung  übernommen  zu  haben  seheinen. 
Erst  später,  wohl  lange  nach  diesen  DruckrorgSngen,  ist  eine 
Zerreiasung  —  eine  Gangspalte  —  inmitten  des  Ammoniten 
entstanden  und  zum  Theil  von  weissem  Calcit  wieder  ausgefüllt 
worden.  Daüs  dies  eine  jüngere  Bildung  ist,  geht  daraus  her- 
vor, dass  die  Suturflächen  alle  an  der  Spalte  enden  und  keine 
bindurchsetzt. 

Durch  das  Zerscljiiciflt  n  des  AnnuonitLn  ist  es  also  niög- 
hch  geworden  ein  khires  Bild  des  Vorganges  zu  erlangen, 
durch  welchen  die  Deformation  hervorgerufen  worden  ist. 
Gemä.ss  der  Anordnung  der  Drucksuturen  hat  die  damit  in 
Verbindung  stehende  Kalkauflösung  hauptsächlich  eine  mittlere 
Zone  betroffen,  die  dadurch  yerkfirzt  wurde  und  ein  näheres 
Aneinanderrücken  der  äusseren  Theile  gestattete,  wodurch  der 
ganze  Ammonit  ein  längliches  Aussehen  erlangte.  Er  ist  aber 
nicht  gestreckt  und  in  die  Länge  ge/ogen,  sondern  ylelmehr 
gestaucht  und  versclmiült  rt  worden. 

Es  ist  die  gegenwärtig  kürzere  Achse,  welche  verkür/t 
wurde,  während  bei  den  gestreckten  i'ossiiien  die  grössere  Achse 
die  verlängerte  ist. 

Die  Formveränderung  unseres  Petrefacten  ist  also  keine 
äusserliche,  sondern  recht  eigentlich  eine  innere.  Die  Masse 
im  Innern  hat  sich  verändert,  ist  geschwunden  und  dem  hat 
sich  dann  die  äussere  Form  angepasst.  Aber  allerdings  sind 
die  bewirkenden  Drucksuturen  nicht  auf  dem  Ammoniten  be- 
schrankt gehlieben.  Zum  Theil  wenigstens  setzen  sie  in  das 
Gestein  hinein  fort  und  haben  auch  darin  Deformationen  her- 
vorgerufen.  Es  ist  das  selbstverständlich,  da  ja  die  Druck- 
kräfte auf  das  ganze  (jebirge  gewirkt  haben  und  auch  das  den 
Aiiinioiiiton  uni<,«'t'b(Miile  Gestein  v»  riiiidei  n  nnisstcn.  Aber  im 
bltteiöfii  (»estt'iu  ist  es  schwer  eine  ric1iti;jr  \  ürsteliuii«^  von  der 
Grösse  der  eingetretenen  Veränderungen  zu  erlangen,  weil  die 
ursprüngliche  BeschaÖenheit  desselben  unbekannt  ist,  während 
die  normale  Form  des  Ammoniten  in  unserem  Falle  als 
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Maassfcab  für  den  Grad  der  FormveränderuTvj-f  n  und  Auf- 
lösungen dient.  Darin  liegt  der  besondere  Werth  des  abge- 
bildeten Stttekes. 

Die  Beziehungen  der  Drucksuturen  zu  den  Stylolitheu. 

Zwei  Jahre,  nachdem  ich  den  Namen  „Drucksuturen''  auf- 
gestellt hatte,  schrieb  Suess  (Antlitz  der  Krde.  Bd.  11,  S.  335), 
das.s  diese  „Sutiirnn*  nicht  durch  Dnuk  entstniiden,  sondern 
wahre  Stylolithenbildungen  seien,  d.  h.  zahlreiche  Theilcheu 
eines  oberen  Sedimentes  wären  zapfeniormig  in  das  untere 
eingesunken. 

Nach  weiteren  acht  Jahren,  hingegen  erklarte  Th.  Fuchs 
(Sitzber.  d.  Akad.  d.  Wissensch.  Wien,  Bd.  103,  1894  Ueber 
die  Natur  und  Entstehung  der  Stylolithen),  dass  die  Stylo- 
litheu eine  besondere  Form  der  Drucksuturen  und  wie  diese 
nicht  im  weichen,  sondern  im  bereits  erhärteten  Gestein  durch 
mit  chemischer  Auflösung  verbundenem  Druck  entstanden  seien. 

Bestimmend  für  die  letzte  Auft'assuni;  war  ^noIiI  das 
kurz  vorher  erschienene  Capitel  über  die  Drucl\siituren  in 
meinem  Querschnitt  durch  die  Ostalpen,  welches  ausdrücklich 
darauf  hinwies,  da&s  diese  Suturen  nicht  auf  die  Schicht- 
grenzen beschränkt  bleiben,  was  durch  eine  Reihe  von  Ab- 
bildungen deutlich  gemacht  werden  konnte,  und  dass  ihre  Ent- 
stehung nothwendig  mit  chemischer  Auflösung  des  Kalkes  ver- 
bunden gewesen  sein  muss.  Ich  glaube  deshalb,  dass  es  nicht 
nothwendig  ist,  hierauf  nochmab  zurOckzukommen.  Dahin- 
gegen bedarf  ein  anderer  Punkt  weiterer  Aufklärung.  Jene 
beiden  eben  aiit^oliilirten  Urtheile  sind,  obwohl  sie  sich  in  der 
genetischen  AulTassung  direct  widersprecht']i.  dariTi  doch  einig, 
dass  den  Drucksuturen  und  Stjloiithen  gleiche  Entstehung  zu- 
komme. Nach  Suess  sind  Drucksuturen  wahre  Stylolithen- 
büdung,  nach  Fuchs  sind  die  Stylolithenbänder  nur  eine  be- 
sondere Form  der  Drucksuturen  und  er  meint,  dass  ich  die 
Identität  beider  Bildungen  auszusprechen  noch  nicht  gewagt 
habe,  offenbar  unter  dem  Einfluss  der  landläufigen  Meinung 
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und  vielleicbt  s;peclell  unter  dem  Einflüsse  von  Gümbels 
letzter  Pubiication  (von  1882). 

leli  hatte  nemlich  1894  (8.  213)  ausdrilckUcli  erklärt: 
,die  Drucksuturen  unterscheiden  sich  von  den  echten  Stjlo- 
lithen,  wie  sie  Ottmbel  1882  beschrieben  und  erklärt  hat,  da- 
durch, dass  sie  nicht  auf  die  Schichtgrenzen  beschrankt  und 
nicht  schon  vor  der  Verfestigunpf  des  Kalksedimentes  entstanden 
sind*.  Dass  ick  tial>ei  hrs()ii(l«'r.>  auf  (Ui  in  bri  s  Ai  lieit  ver- 
wiesen habe,  geschah  deslialb,  wo\\  ich  dadurch  einer  beson- 
deren Begriii'suuigreiizuug  iÜr  die  »Stylolithen  ent}iol)eii  wurth^ 
und  es  damals  vermeiden  wollte,  auf  gewisse  Unzulänglich- 
keiten hinzuweisen,  die  unseren  Erklärungen  der  Stjlolithen- 
bildung  noch  immer  anhaften.  Heute  will  ich  dies  nachholen. 

Die  morphologischen  Unterschiede  zwischen  den  Druck- 
suturen und  Stylolithenbändern. 

Die  Auszaekungen  der  Brucksuturflächen  sind  nie  sehr 

hoch  und  schwanken  zwischen  Bruchtlioilen  eines  Milhmcters 
11 11(1  etwa  1  — 2  cm.  Sie  sind  niemals  stielfiirmig,  sondern  mehr 
oder  wtnji^er  konisch  zii<;P8pit'/.t,  dabei  nhor  auf  den  beiten- 
flächen  fein  ausgezackt  oder  un regelmässig  gerieft. 

Die  YorsprUnge  auf  den  Stylolithenbändern  hingegen 
erreichen  gar  nicht  selten  Höhen  von  melireren  cm  bis  1  dm, 
manchmal  sogar  bis  3  dm.  Ihre  Seitenflächen  sind  von  der 
Basis  bis  zum  meist  abgestumpften  Ende  zu  einander  parallel 
gerichtet  oder  doch  nur  schwach  couTergirend.  Zugleich  sind 
diese  Wände  deutlich  gerieft,  und  zwar  yon  untereinander 
parallelen,  bald  breiten  und  flachen,  bald  schmalen  und  tiefen 
Furchenstreifen,  die  von  unten  bis  oben  heraufgehen  und  dem 
ganzen  Vorsjuung  Aehnhclikoit  mit  emtni  Iiui/4(llock  geben, 
der  in  (hr  liichtinig  der  }UA7Ansor  £r«.schnitten  ist.  Deshalb 
hat  Eaton  dafür  den  Namen  Lignilites  ircwühlt.  Das  Mmle 
der  Vorsprünge  ist  stets  flach  und  entweder  ziemlich  eben  von 
einer  Thonschicht  oder  einem  Fetrefact  begrenzt  oder  von 
kleineren  Kauhigkeiten  bedeckt.   Die  Seitenwände  sind  bald 
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kerzengerade,  bald  schwach  gekriuuuit,  mauchmal  sogar  so 
stark,  dass  ihr  Ende  der  Basis  sieh  zukehrt. 

Der  Kr.rper  dieser  Vorsprttnge  ist  sehr  vei  schieden  gestaltet. 
Häufig  besitzt  er  einen  mehr  oder  weniger  kreisrunden  bis 
polygonalen  Querschnitt  und  damit  zugleich  eine  ausgesprochene 
Pfeilerform.  Das  sind  die  aufi^lligsten  Stylolithen  und  zu- 
gleich diejenigen,  welche  in  den  Sammlungen  am  meisten  Yer* 
treten  und  oft  genug  allein  bei  Erklärun ^versuchen  berück- 
sichtigt worden  sind,  E])en80  hüulig  sind  aber  solche  Vorsprilnge, 
deren  Grundriss  tranz  unregelmiissig  ist  und  nicht  selten  in 
ciiitT  Kichtunir  starke  Vertänirernng  aui'v.ci-t.  >  )  dass  das 
Ganze  nicht  melir  zaplen-,  sondern  eher  nuiucrtönnig  crsclieint. 
Solche  Mauern  sind  ebenso  wie  die  Zapfen  mit  volikoiumen 
senkrechten  und  parallel  gestreiften  8eiteuwänden  yersehen, 
die  aber  in  vielen  Fällen  eine  Art  von  Terrassirung  zeigen, 
indem  die  Seiten  treppenartig  von  der  Basis  bis  zur  Oberfläche 
des  Yorsprunges  aufsteigen.  Dabei  sind  die  Oberflächen  dieser 
Terrassen  nicht  gerieft,  sondern  nur  ihre  Wände. 

Wo  im  Kalkstein  eingeschlossene  Fremdkörper,  insbesondere 
Petrefacten,  die  Drucksuturen  berühren,  reichen  sie  fifewOhn- 
lich  nicht  von  einer  auf  die  andere  Seite  herüber,  oder  wenn 
dies  doch  der  Fall  ist,  ergän/t  n  sich  die  beiderseitigen  Tbeilc 
niemals  vollkommen.  Sie  sind  zusamuieii  kleiner  als  d;is  nr- 
sprünglichf^  ijnnzo  Petrefact.  Wo  die  Sutur  ein  s(dclies  an- 
schneidet, fehlt  also  die  Ergänzung  desselben  auf  der  anderen 
Seite  in  der  Kegel  vollständig.  Bei  den  Styl olithen  hingegen 
werden  die  Fremdkörper  ri*innls  durchschnitten,  virlmeUr 
richten  sich  die  Wandungen  der  Zapfen  sehr  genau  n;ich  deren 
Form,  80  dass  die  das  Ende  derselben  so  häufig  krönenden 
Schalen  von  Pecten,  Lima  oder  die  Gehäuse  von  Seeigeln  und 
Ästenden  nicht  nur  vollkommen  erhalten  sind,  sondern  dass 
sich  auch  die  Umrisse  der  Zapfen  ganz  genau  nach  der  Form 
dieser  Petrefacten  richten. 

Die  Drucksutun  n  sind  \<\n  einer  düimen  Thonhaut  be- 
gleiti't.  deren  Fnrl»e  jrdm-li  stets  von  der  des  Kalkst*  itics  ab- 
hängig, in  gelbem  Kalk  bräunlich,  in  röthiichem  tiefroth,  in 
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grauem  schwarzlicli  ist.  Auch  die  Stylolitlienbänder  lassen 

meist  eine  thonige  Zwiscbeiiscliicht  erkennen,  die  .iber  in  der 
F.arbe  nicht  immer  mit  dem  Kalkstein  üben  instimmt.  z.  B.  grün- 
lich bei  gelbem  Kalkstein  iüt  und  in  drr  lu-orl  uur  auf  den 
flachen  oberen  Enden  der  Zapfen  liegt,  während  die  längs- 
gerieften  Soitenwände  frei  davon  zu  sein  pflegen. 

Die  Drucksuturen  sind  eine  weit  verbreitete  und  sehr 
häufige  £rscheiDUDg  in  allen  Kalksteinen  aller  Fortnationen, 
aber  nur  da,  wo  mehr  oder  weniger  starke  Aufrichtung  und 
Faltung  des  Sediments  stattgefunden  hat.  In  den  noch  hori- 
zontal gelagerten  Kalkbänken  fehlen  sie  ganz  oder  sind  doch 
nur  äusserst  selten. 

Die  Stylülitlicn  kingcufeii  kommen  davon  <;.iiiz  liiiab- 
hängig  vor  und  die  schönsten  Exemplare  sind  gerade  aus  Hach- 
geljigt  rtt  n  Bänken  bekannt  geworden.  Sie  sind  aber  verliiilt- 
nissmässig  sehr  selten,  und  auf  bestimmte  Bezirke  und  Hori- 
zonte beschränkt.  Sie  wurdep  bisher  aus  dem  Silur-,  De?on- 
und  Carbon-Kalk  Nord-Ajnerikas,  dem  Zechst*  in.  Rogenstein, 
Muschelkalk,  oberen  Jura  und  der  oberen  Kreide  Europas  be- 
schrieben. Sie  gehen  zumeist  von  Schichtflächen  aus  und  zwar 
so,  dass  ihr  Ende  nach  oben  gerichtet  ist,  gleichgiltig  ob  sie 
gerade  oder  verbogen,  vertikal  oder  schiefstehend  sind.  Seltener 
ist  ihr  Ende  nach  unten  gerichtet  und  noch  seltener  ent- 
springen sie  nicht  den  Schichtflächen,  sondern  nehmen  ihren 
Anl'iing  inmitten  ciin  r  KalkKank.  wobei  die  Zapfen  dann  mehr 
oder  weniger  horizontal  liegen.  Die  Drucksuturen  durch- 
setzen im  Gegensatz  dazu  die  Bänke  in  allen  möglichen  Rich- 
tungen und  sind  ganz  unabli;in<rig  vom  Verlauf  der  Schicht- 
flächen. Wo  sie  gleich\\  ohl  dieseiljen  eine  Strecke  weit  begleiten, 
beweisen  sie  ihre  Unabhängigkeit  dadurch,  dass  sie  plötzlich 
aus  dieser  Fläche  herausspringen  und  in  eine  andere  Schicht- 
fläche flbergehen  (s.  Fig.  95,  Ostalpen-Querschnitt,  S.  212).  So- 
dann durchkreuzen  sie  sich  und  verbinden  sich  miteinander 
ganz  regellos,  was  bei  den  echten  Stylolithenbändem  bisher 
nicht  Ijfobuchtet  worden  ist. 
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Die  geneüachen  Unterschiede  zwischen  den  Dracksatarea 
und  den  Stylolithenbftndern. 

Wenn  wir  zunächst  noch  berücksichtigen,  da  ^  die  beidcu 
Bildungen  ausschliesslich  aul  Kalksteine  und  Doloinite  be- 
schränkt sind,  so  ergibt  sich  aus  den  morphologischen  Eigen- 
schaften mit  Noth wendigkeit,  dass  die  Dr ucksuturen  erst 
längere  Zeit  nach  Ablagerung  der  von  ihnen  betroffenen  Sedi- 
mente entstanden  sein  können,  als  letztere  bereits  feste  Ge- 
steine geworden  waren.  Der  Gebirgsdruck  fand  keine  weiche, 
in  sich  bewegliche  Masse  mehr  vor,  wohl  aber  eine  solche,  die 
g(  g(  nüber  der  lösenden  Kraft  der  unter  hohem  Druck  stehenden 
(Testeinsfeuchtigkeit  keinen  vollkommenen  Widerstand  leisten 
konnte.  Die  chemische  Wirkung  des  Boden wassers  bethätigt* 
sich  natürlich  am  stärksten  auf  den  Druck-  und  ScliichtHächen 
und  von  da  aus  sehen  wir  denn  auch  die  Autlösung  des  Kalkes 
ausgehen.  Langsam  werden  die  Wände  angefressen  und,  wo 
Petrefacten  im  Kalk  liegen,  werden  auch  sie  angegriffen  und 
allmählich  aufgezehrt.  Da  aber  die  Widerstandsföhigkeit  gegen 
die  lösende  Kraft  nicht  überall  eine  gleichmSssige  ist,  so  ist 
es  auch  die  Auflösung  nicht  —  es  bleiben  kleinere  Partien 
erhalten,  die  als  Yorsprünge  auf  den  Flächen  stehen  bleiben, 
während  andere  Partien  rasch  verschwinden  und  Vertieftingen 
zurücklassen.  So  muss  man  sich  denken,  dass  das  zackige  In- 
einandergreifen der  Suturflächen  entstand.  Aber  nur  der 
kohlensaure  K:ilk  war  löslich  —  nicht  der  Thon,  das  Eisen 
und  manche  andere  Substanzen,  die  jeder  Kalkstein  in  mehr 
oder  minder  grossen  Mengen  einschliesst  und  denen  er  zum 
Theil  seine  Färbung  verdankt.  Diese  blieben  also  auf  den 
Druckflächen  zurttck,  wo  sie  sich  zu  einer  dünnen  aber  inten- 
siver gefärbten  Haut  ansammelten. 

Die  Stylolithen  lassen  nichts  erkennen,  was  aiif  eine 
irgendwie  wesentliche  chemische  Thätigkeit  hindeutete,  und 
hierin  liegt  ein  hauptsächlicher  genetischer  Unterschied  gegen 
die  Drucksuturen.  Die  Versteinrrungen,  welche  die  Za]>feii  ver- 
iiältnissmässig  nicht  selten  krönen,  sind  stets  ebenso  voli- 
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kommen  erhalten  wie  andere  im  normalen  EalkBtein  einge- 
schlossene. Es  ist  mir  kein  Fall  bekannt,  wo  grossere  Petre- 
facten  von  den  Stjlolithenbfindem  durchschnitten  oder  gar  an- 
gefressen wären.  Wenn  wir  die  gewöhnlichste  Form  der  auf- 
recht stehendeu  Stylolithen  zuuüclist  ins  Auge  fassen,  so  er- 
scheint f'^  sü,  als  ob  die  untere  Hank  Zapfen  iu  die  obere 
Bank  «'nusLiide.  aber  (Vu-  kleinen  Thonkappen  der  Zapfen  sind 
nur  abgerissene  Theile  einer  allgemeinen  dünnen  Lettenlage, 
welche  die  zwei  Kalkbänke  trennt.  Dies  beweist,  doss  nicht 
eigentlich  die  Zapfen  von  unten  heraufgeiricbon  worden,  son- 
dern nor  stehen  geblieben  sind,  während  die  obere  Bank  durch 
ihr  eigenes  Gewicht  und  das  der  noch  weiter  auslagerten 
Sedimente  die  untere  Bank  zusammengepresst  und  ihre  Ober- 
fläche um  mindestens  Zapfenlänge  heruntergedrückt  hat.  Da- 
mit dies  aber  ohne  chemische  Auflösung,  die  dabei  keine  Rolle 
gespielt  hat,  möglich  war,  muss  die  Masse  noch  weich  oder, 
vielleicht  besser  ausgedrückt,  nüch  locker  gewesen  sein.  Dieser 
Zustand  kann  aber  nur  verhältnissniässio;  kurze  Zeit  nach  l*^nt- 
stviiuug  des  Kalkabsatzes  bestanden  liabeu,  ö<>  lanj/e  das  Moeres- 
wasser  mit  seinen  leicht  löslichen  Salzen  nocii  den  Kalksand 
und  Schlamm  durchdrängte  und  ilio  kleinen  Kalkkömer  sich 
noch  nicht  fest  aneinander  angeschlossen  hatten,  so  wie  das 
jetzt  der  Fall  ist.  Später  war  eine  wirkliche  Stylolithenbildung 
nicht  mehr  möglich. 

Wenn  auf  diese  Weise  eine  lockere  Schicht  um  einige 
Centimeter  zusammengedruckt  wurde,  so  konnte  dies  doch  nur 
dann  in  ganz  gleichmSssiger  Weise  geschehen,  wenn  die  Festig- 
keit detselben  fiberall  gleich  gering  war.  Hatten  sich  aber 
irgendwo  schon  Verfestigungen  vielleicht  durch  Ausscheid lUig 
eines  krvstallinen  Bindenuttels  oder  durch  concretionäre  Bil- 
dungen eingestellt,  dann  trat  dort  keine  Kompression  oder  doch 
nur  eine  geringere  als  ringsherum  ein,  und  diese  Theile  blieben 
dann  als  Zapfen  stehen,  während  daneben  die  obere  Schicht 
heruntersank  und  mit  ilir»  n  festeren  Kalkkömem  die  Wände 
der  Zapfen  in  der  Itichtung  der  Bewegung,  also  vertikal  ab- 
wärts in  ähnlicher  Weise  riefte,  wie  das  auf  glatten  Flächen 
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(liutsclitläclu  ii)  bei  Verwerfungen  häufig  geschieht.  Wenn  also 
eine  Asteride  auf  einen  fünt kantigen  Pfeiler  mit  fünf  ein- 
sprinixondeu  Nischen  oder  ein  Seeigel  auf  einen  ejlinderrörnii^en 
Pfeiler  zu  stehen  gekoninieii  ist,  so  ist  an/-niu'hnu>ri,  chiss  diese 
Petrefacten  bei  Entstehung  der  Stylolithen  zufällig  einen  etwas 
festeren  Theil  der  Kalkbank  unter  sieh  hatten,  der  aber  heute, 
wo  die  ganze  Bank  erhärtet  ist,  als  solcher  nicht  mehr  erkannt 
werden  kann. 

NatOrlich  ist  aber  nicht  nur  diese  eine  Bank  Ton  d^ 
Compression  betro£Een  worden  sondern  auch  die  darüber  liegende, 
und  wenn  in  dieser  ebenfalls  festere  Theile  sich  befanden,  so 
konnte  der  Gegendruck  der  unteren  Bank  an  diesen  Stellen 

nicht  so  wirksam  sein  und  es  erklärt  sich  daraus  warum,  wenn 
auch  viel  seltener,  Zapfen  vorkümnien,  die  von  oben  nach 
unten  «reriditet  sind,  \s  ie  das  von  verschiedenen  i'orschern  be- 
obachtet und  beschrieben  worden  ist. 

Der  Druck  der  auf  lastenden  Massen  erzeugt  in  lockeren 
Massen  aber  nicht  nur  eine  Bewegung  in  vertikaler  Kichtung, 
da  ja  die  Compression  nach  jeder  Richtung  möglich  ist,  und 
so  ist  es  denkbar,  dass  bei  verschiedenartiger  Festigkeit  der 
einzekien  Theile  der  Sedünentlager  auch  Zapfen  in  schrSger 
oder  sogar  horizontaler  Richtung  entstanden,  wenn  schon 
dieselben  nicht  so  häufig  eintreten  konnten,  weil  die  Schwer- 
kraft dabei  nicht  mehr  mitwirkte.  So  wird  es  begreif- 
lich, ^varuui  auch  schiefgestellte,  gebogene  un<l  unigekiiimnite 
neben  den  senkrechten  und  geraden  Zapfen  vorkonnii.  n 
und  wjirum  auch  innerhalb  d(r  Kalkbünke  sell).st  ganz 
horizontal  liegende  Stylolithen  aiigetroö'en  \\('r(ltn,  die  also 
nicht  vou  den  Schichtflächen  ausgehen.  Bei  letzteren,  deren 
Vorhandensein  schon  Schmid  1846^)  und  Thurmann  1856 
ausdrücklich  behaupten,  scheinen  Thon-  und  Petrefactenkappen 
zn  fehlen,  was  auch  ganz  begreiflich  ist 

Während  die  Compression  tieferer  Sedimente  durch  die 


1)  .Schmiil  und  Schleiden.  Die  geognost.  Verhiütuisse  des  Saal thalcs 
bei  Jena,  1846,  ö.  47. 
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darQber  entstehenden  jüngeren  Ablagerungen  wohl  ein  ziemlich 
aUgemein  Terbreiteter  Vorgang  war,  blieb  die  Bildung  von 
Stjlolithen  nur  auf  solche  Fälle  beschränkt,  wo  die  Erhärtung 
der  noch  lockeren  Schichten  nicht  gleichmSssig  Tor  sich  ging- 
Wir  begreifen  deshalb  leicht,  warum  die  Stylolithen  Tcrhältniss- 
massig  selten  und,  wo  sie  vorkommen,  gewöhnlich  nur  auf 
bestimmte  Bänke  oder  Horizonte  beschränkt  sind,  dort  aber 
oft  eine  grosse  Hüntigkeit  halten. 

Wir  sind  sonnt  zu  dem  Ergebniss  gelangt,  dass  Drnck- 
suturen  und  Stylolithen  zwei  morphologisch  und  genetisch  recht 
verschiedene  Erscheinungen  sind  —  die  ersteren  Wirkungen 
des  Gebirgsdruckes  auf  festen  Kalkstein,  die  letzteren  Wirkungen 
des  Druckes  der  Sedimentdecke  auf  noch  grSsstentheils  unver- 
festigte  Kalkablagerungen. 

Zur  Erforschungsgescbichte  der  Styloiitheu  und 

Drucksuturen. 

Ein  reiches  Verzeichnisü  der  Stylolithen-Litorntnr  hat  1872 
H.  Eck  in  den  Abhandl.  z.  gpolog.  S'iiezialkarte  i'reiissens, 
Bd.  1,  S.  81,  gegeben.  Duss  es  jedoch  aut  Vollständigkeit  keinen 
Anspruch  machen  kann,  geht  schon  daraus  hervor,  da^  die 
amerikanischen  Arbeiten  ganz  darin  fehlen.  Ich  will  keines^ 
wegs  versuchen  ein  vollständiges  Verzeichniss  hier  zu  geben, 
sondern  nur  die  hauptsächlichsten  Ergebnisse  dieser  Forsch- 
ungen, soweit  sie  mir  bekannt  sind  und  von  allgemeinerer  Be- 
deutung eiBcheinen,  zusammenstellen. 

Stylolithen  sind  beschrieben  aus  Kalk-  und  Dolomitbänken 
des  Silur.  Devon,  Carbon,  Zechstein,  Buntsandstein  (iiogenstein), 
Muschelkalk,  vveisben  Jura  und  der  oberen  Kreide. 

Drucksuturen  sind  erwähnt  aus  Silur,  Carbon,  Trias,  Jura 
und  Kreide. 

Gewöhnlich  wird  Freiesleben  als  derjenige  erwähnt,  der 
die  Stylolithen  zum  ersten  Mal  1807  beschrieben  habe 
(Geognost.  Arbeiten  1,  S.  69).  Aber  nach  dem  Auszug,  den 
H.  Eck  1872  (1.  c.)  gegeben  hat,  gebührt  diese  Ehre  Mjlius, 
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(3t  r  in  seinen  Physikal.  Belustigungen,  Berlin  1751,  aus  don 
Küdendorfer  Brüchen  Schwielen,  welche  die  Arbeiter  Mahle 
nennen,  «wie  versteinert  Holz'  scliiidert,  was  sich  wohl  nur 
auf  die  dort,  wie  Quenstedt  sagt,  zu  Millionen  Torkommenden 
Stylolithen  beziehen  kann.  In  Amerika  hat  sie  Eaton  (in 
Report  on  the  district  adjoining  the  Erie  Canal  S.  134)  1824 
unter  dem  Namen  Lignilites  (wegen  der'  Aehnliehkeit  mit 
Holzfaser)  beschrieben.  In  Deutschland  gab  Kl  öden  1828 
(Beiträge  z.  min.-geognost.  Kenntniss  der  Mark  Brandenburg) 
für  die  Rüdersdorfer  Vorkommnisse  den  Namen  Stjlolitlies 
Silicat  US,  während  Vanuxem  1842  (Geology  of  New- York, 
Part  III,  S.  107)  den  Namen  Epsomites  aufstellte.  Gegen- 
wärtig hat  sich  die  Klöden'schc  Heztichnung  Stylolith  allge- 
mein auch  in  Amerika  eingebürgert.  Thnrmann  hat  dafür 
1856  (Essai  d^orographie  jurassique)  das  Wort  diap^rasmea 
gebildet,  abgeleitet  Ton  ^ume^cD,  durchdringen. 

Von  den  Drucksuturen  hat  Hall  1843  (Geol.  of  New- 
York,  Part  IV)  eine  charakteristische  Abbildung  (Fig.  53, 
Seite  131)  gegeben.  Eingehend  hat  sie  Thür  manu  (I.  c.) 
1856  beschrieben  unter  dem  Namen:  sjncollemes  diaclivairos 
und  thlasmes  diaclivaires,  worauf  ich  nachher  tiocIi  zurück- 
komme. Ich  habe  sie  dann  als  Drucksuturen  1886,  1894  und 
1899  benannt  und  gedeutet  und  Th.  Fuchs  hat  sie  (I.e.)  1894 
als  Stylohthenbänder  bezeichnet.  Trotz  ihrer  ungemeinen  Häufig- 
keit sind  die  Lehrbücher  der  Geologie  und  Petrographie  bisher 
stillschweigend  an  ihnen  Torttbergegangen. 

Die  Deutung  der  Stylolithen  hat  den  Scharfsinn  der 
Forscher  auf  die  verscliiedensteii  A\  t  ^e  geführt.  Nicht  weniger 
ah>  sieben  Theorien  sind  aufgestellt  worden. 

1.  Die  Fetrifications-Theorie  ist  die  älteste,  die  Ton 
den  anderen  aber  bald  aus  dem  Feld  geschlagen  und  dann 
gänzlich  aufgegeben  worden  ist.  Eaton  (1824)  sah  in  den 
Stjlohthen  fossile  Corallen  und  Klöden  (1828)  Abdrücke  von 
Quallen,  wofür  er  aucli  noch  1834  (die  Versteinerungen  der 
Mark  Brandenburg)  eintrat. 
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2.  Die  Erystallisations-Theorie  hat  in  Amerika  die 
Yorhererwahnte  abbald  abgelöst  und  bis  1867  die  MeinungeQ 
beheiTBclit.  Vanuzem  (1.  c.  S.  107)  betrachtet  1842  die  Kty* 
staUisation  von  Magnesiumsulphat  in  dem  noch  weichen  Sedi* 
ment  als  die  üisache  der  cylindrischen  Zapfen.  J.  Hall 
(1.  c.  1843)  glaubt,  dass  auch  Kochsalz  und  Emmons  (Geol. 
of  New- York,  Part  II,  1842,  S.  III)  dass  Strontiuin-Sulpliafc 
gleiche  Erscheinungen  erzeugen  konnten,  während  aber  die 
Coelestinkrystalle  noch  erhalten  sind,  seien  die  Bittersalzkrystalle 
aufgelöst  worden  und  hätten  nur  ihre  Eindrücke  hinterlassen. 
Hunt  stellte  deshalb  für  diese  Bildungen  1863  (Geology  of 
Canada,  S.  6^2)  den  Xamen  Crystallites  auf. 

In  Deutschland  hat  sich  diese  Anschauung  ebenfalls,  aber 
ganz  nnabhSngig  von  Amerika  entwickelt,  wie  es  scheint  sogar 
in  Unkenntniss  der  dortigen  Arbeiten.  Rossmä ssler  und 
Cotta  (Grundriss  der  Geognosie  1845 — 46,  S.  128)  brachten 
die  Stylolithen  in  Verbindung  mit  den  stängeligen  Eiskrystallen, 
die  sich  im  Winter  im  feuchten  Schlamm  bilden,  und  H. 
Von  Meyer  (N.  Jahrb.  1862)  hält  sie  tür  (irnppen  von  nadel- 
torniigen  Krvstallen.  hauptsächlich  von  (lyps.  die  meist  von  dem- 
«»elben  Uebtem  aubgefüllt  seien,  in  welchem  sie  sich  entwickelt 
haben. 

Diese  Theorie  ist  durch  Marsh  1867  in  Amerika  erfolg- 
reich widerlegt  worden,  in  Deutschland  hat  sie  überhaupt  nie- 
mals aUgwneineren  Anklang  gefunden. 

3.  Die  Exhalations- Theorie  mag  hier  nur  der  Voll- 
ständigkeit und  der  Ouriosität  wegen  einen  Platz  finden. 
Alberti  nimmt  1858  (WUrttemb.  Jahreshefte  d.  Katurw.,  Bd.  14, 
S.  292)  aufsteigendes  Petroleum,  Zeiger,  der  den  Stylolithen 
sogar  einen  laugen  Aufsatz  im  N.  Jahrb.  (S.  833,  Bd.  22,  1870) 
widmete,  entweichendes  Gas  als  die  causa  movens  an. 

4.  Die  Regeu-Thcorie  wurde  1  .S52  von  <,)ut'nstedt 
eingefühi-t  (Handb.  der  Petrefactenkunde,  I.  Aufl.)  und  is:)3 
(Württemberg.  Jahresb.,  Bd.  9,  S.  71)  eingehender  besprochen. 
Er  wurde  dazu  verführt  durch  die  Aehniichkeit  der  kleinen 
Erdpyramiden,  welche  der  Kegen  unter  gewissen  Bedingungen 

2» 


20 


Sitiui^  der  mathrphys.  Classe  wm  13,  Januar  1000. 


an  vegelationslosen  Böschungen  erzeugt.  Wie  bei  den  grossen 
EFdpyraoiiden  liegt  auch  da  nicht  selten  ein  grosseres  Stein- 
chen als  Schutz  obendrauf.  Die  Deckebehalen  der  Stjlolithen 
wurden  damit  verglichen,  und  obwohl  Quenstedt  selbst  die 

Schwierigkeiteil  erkannte,  welche  dieser  Aulfusjsuiig  entgegen- 
stehen, so  hat  er  sie  doch  mit  den  Worten  eingetührt:  .ulle 
anderen  Ansichten  diuiibur  sind  falsch",  und  selbst  dann 
noch,  nachdem  er  lS(il  eine  ganz  andere  und  jedenfalls  viel 
richtigere  Jlirkiärung  mit  den  Worten  abgeschlossen  hatte  «dies 
nach  langem  Schwanken  meine  jetzige  Ansicht",  hat  er  seine 
frühere  Auffassung  ^vr>rt1i(  h  in  der  Petrefactenkunde  1867  in 
der  n.  und  1885  in  der  III.  Auflage  wiederholt.  Für  eben 
solche  Entstehung  hat  auch  £.  Weiss  ISeS  (N.  Jahrb.,  S.  729) 
das  Wort  eigriffen. 

5.  Die  Oontractions- Theorie.  Schon  1849  schrieb 
Strombeck  (Zeitschr.  Deutsch.  Geol.  Ges.  S.  178)  ,eine  ge- 
wisse ungleichfiirmige  Contraction  des  Gesteines,  die  nach  seiner 
Ablagerung  erfolgte,  iai  die  1  hiuptbcdingung  gewesen*.  Aber 
erst  1852  hat  Plieninger  (Württemberg,  uaturvv.  Jahre.sh., 
Bd.  8,  S.  78)  dieser  Yurstellung  eingehendere  Aufmerksamkeit 
gewidmet.  Nach  Ablagerung  und  Trockenlegung  sollen  sich 
im  Ealkschlamm  Trockenrisse  gebildet  haben,  die  durch  nieder- 
rieselndes Begenwasser  gestreifte  W^ände  erhielten  und  aus 
denen  dann  bei  der  Gesteinserhärtung  die  gerieften  Stjlolithen- 
waade  wurden. 

Dass  diese  Theorie  so  wenig  wie  eine  der  vorher  be- 
sprochenen im  Stande  ist,  die  Entstehung  der  Stjlolithen  in 
zufriedenstellender  Weise  zu  erklären,  steht  heutigen  Tages 
wohl  fest. 

0.  Die  Druck- Theorie  bleibt  somit  als  einzige  Zu- 
flucht übrig  und  sie  erfreut  sich  ja  auch  gegenwärtig  allge- 
meinster Anerkennung,  wenn  sdion  im  iMiizelneii  die  Mei- 
nungen auch  da  recht  weit  auseinaudergelu  n.  Zuerst  ist  sie 
von  (Quenstedt  1837  (Wiegmauns  Archiv  f.  Naturgesch., 
Bd.  2,  S.  223)  angedeutet  worden.  .Stjlolithen  sind  durch  orga- 
nische Wesen  geleitete  Absonderungen.*    Die  Muschelschalen 
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ttüterbrachen  den  ZusammenliaDg  der  Qoch  weichen  Gesteins- 
masse  in  Tertikaler  Richtung,  in  der  sich  diese  Masse  zusammen- 
zog und  niedersetzte,  und  machten  eine  schnellere  Zusammen* 
Ziehung  der  aufrecht  darunter  oder  dartlber  liegenden  Gesteins- 
massen möglich,  was  dann  die  seitlichen  Absonderungen  dieser 
Masse  von  dem  sich  langsamer  setzenden  Nebengestein  bedingte. 

So  bedeutsam  diese  Aeiisserung  auch  wirkte,  da  sie  der 
Kltiden'schen  Theorie  den  Todesstnss  versetzte,  so  begreift 
man  doch  leicht,  dass  sie  nicht  einmal  ihren  Autor  auf  die 
Dauer  befriedigen  konnte.  Schon  1^43  suchte  Quenstedt 
(Flotzgebirge  Württembergs)  nach  einer  besseren  Begründung, 
Er  nahm  an,  die  «leitenden  Versteinerungen*  hätten  ein  an- 
deres specifisches  Gewicht  wie  der  sie  umgebende  Schlamm 
gehabt  und  waren,  je  nachdem  dasselbe  grosser  oder  kleiner 
war,  langsam  niedergesunken  oder  aufgestiegen,  wobei  der  zu- 
rOck^»elegte  Weg  durch  die  vertikale  Streifung  im  Schlamm 
iiKtikirt  worden  sei.  Mit  guten  Gründen  wurde  diese  Erklärung 
von  Plieninger  (I.  c.  1852)  bekämpft  und  .ilsbald  .aich  von 
Quenstedt  se!bf?t  aufgegeben,  der  sicli  inzwischen  der  Kegen- 
theorie  zugewandt  hatte.  Dann  aber  machte  er  1861  (Epochen 
der  Natur  S.  200)  einen  neuen  Versuch,  der  bisher  den  meisten 
Anklang  gefunden  hat*  Wenn  zwei  Kalkschichten  übereinander 
abgelagert,  aber  yon  einer  dünnen  Thonschicht  von  einander 
getrennt  waren,  so  «mochte  schon  der  yerschiedenzeitige  Nieder- 
schlag gewisse  Differenzen  in  der  Harte  der  oberen  und  unteren 
Masse  henrorbringen.  Als  nun  die  darauf  lagernde  Masse 
immer  mehr  drückte,  riss  die  Lettenschicht,  die  untere  Kalk- 
bank dran«j^  in  die  obere  und  umgekehrt." 

Diese  Erklärung  war  nicht  neu.  wenn  schon  sie  von  den 
meisten  als  solche  hingeaonnn.  n  worden  i>t.  Neu  war  darin  nur, 
da««:  a'if  »las  Zerreissen  der  Thonschicht  ein  besonderer  Werth 
gelegt  wurde,  als  ob  dieselbe  härter  oder  fester  wie  <h  r  Kalk 
gewesen  wäre,  was  doch  bei  dem  Torausgesetzten  weichen  und 
durchfeuchteten  Zustand  der  Ablagerungen  gar  nicht  der  E nll 
sein  konnte.  Nach  Mittheilung  von  H.  £ck  (L  c.  1872)  soll 
Bejrich  eine  ahnliche  ErklSrung  mttndlich  schon  früher  mit- 
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getheilt  haben.  Ganz  sicher  ist  aber  jedenfalls,  dass  Thur- 
mann die  literarische  Priorität  hat  (1.  c.  1856).  Die  Stylo- 
lithen  sind  ihm  die  eannellirten  Zahne,  mit  denen  die  Kalk- 
massen im  weichen  Zustande  ineinanderdrängen,  wenn  local 
sich  Massen  gegenfiberliegen,  die  sich  in  ihrer  Widerstands- 
föhigkeit  gegen  Druck  Terschiedenartig  Terhalten.  Die  ein- 
sinkende Masse  wird  durch  die  Bewegung  an  den  SeitenwSnden 
gerieft.  Der  Druck  ist  meist  vertikal  nach  unten,  manchmal 
auch  horizontal  gerichtet,  durcli  crsteren  entstehen  die  verti- 
knlcn  Stylolithen  auf  den  Schichtfliiclien,  durch  letzteren  hori- 
zontale, in  dt'ii  Bänken  von  den  KluftÜäehen  ausgehende.  AVie 
weit  Beyrich  und  Quenstedt  durch  diese  Ideen  Thur- 
manns beeinflusst  waren,  ist  nie  bekannt  geworden.  Dass 
aber  auch  in  der  gnn/on  späteren  Stylolithen-Literatur  der 
Arbeit  dieses  vortreMichen  Beobachters,  die  erst  nach  seinem 
Tode  Yer5ffentlicht  worden  ist,  keine  Erwähnung  gethan  wird, 
ist  sehr  merkwürdig,  erklärt  sich  jedoch  zum  Theil  aus  ihrer 
Schwerfälligkeit  und  einigen  Absonderlichkeiten,  auf  die  ich 
weiterhin  zurückkommen  werde.  Unter  allen  Umständen  gc- 
bührt  aber  Thurmann  das  Verdienst,  die  erste  physikalisch 
wohl  begründete  Erklärung  der  Stylolithen  oder,  wie  er  sie 
nennt,  Diasperasmen,  als  Druckerscheinungen  gegeben  zu 
haben. 

0.  C.  Marsh  veröffentlichte  1867  (Proc.  Americ.  Assod. 
Sciences,  Vol.  16,  S.  135 — 143)  einen  Aufsatz  ,on  the  origin 
of  the  so  called  Lignilites  or  Epsomites",  indem  er  auf  Grund 
eii^ehender  Studien  Über  die  Stylolithen  Deutschlands  und 
Nord-Amenkas  die  KrystaUisations-Theorie  bekämpfte  und  der 
Druck-Theorie  in  Amerika  erfolgreichen  Eingang  yerschaffte. 
Er  lehnte  sich  vollständig  an  die  Auffassung  Quenstedts  yon 
1B61  an,  ergänzte  sie  aber  in  mehreren  Punkten.  Freilich 
legt  auch  er  das  Hauptgewicht  auf  die  gedeckelten  Stylolithen 
und  nennt  den  Deckel  geradezu  den  Schlüssel  des  Mysterinnis. 
Er  meint,  das.s  eine  kSchale  unter  der  düuuüU  Tliunbchiclit 
zwischen  zwei  weichen  Knlkla^fn  dem  Driiek  von  oben,  der 
die  untere  Lage  im  Ganzen  hinunterdrückt,  grösseren  Wider- 
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stand  leisten  müsse,  so  dass  sie  sich  langsamer  als  die  übrige 
Oberfläche  senke  und  meist  wie  oiiie  Säule  stolien  bleibe.  Als 
Uisachen  dieser  grösseren  Widerstandskraft  zählt  er  auf  1 .  dass 
nach  oben  gewölbte  Schalen  wie  Keile  die  Gohäeion  der 
aufliegenden  Massen  Qberwimden  haben,  2.  daas  das  Gewicht 
des  Deckels  die  Masse  unter  ihm  bereits  verdichtet  habe,  3.  dass 
die  organische  Substanz  des  Deckels  im  Kalkschlamm  darunter 
bereits  Kalkconcretionen  veranlasst  habe,  deren  Zustandekommen 
nach  oben  die  hangende  Thonschicht  verhinderte.  Liegen  die 
Schalen  .statt  unter  über  der  Thonschicht,  daiin  bilden  sich 
Zapfen  nach  unten  aus.  Wo  solche  Deckel  fehlen,  kann  die 
Ursache  in  anderweitigen  Ungleichheiten  der  Dichtigkeit  in  der 
plastischen  Kalkmasse  hegeui  aber  die  Säulen  werden  dann 
nicht  so  regelmässig  geformt. 

Der  Ueberzug  von  Caicit-,  Dolomit-,  Gyps-  oder  Coelestin- 
Krjstallen,  der  sich  öfters  auf  den  geriefton  Wänden  der  Zapfen 
findet,  sei  nicht  primär,  sondern  erst  nachträglich  durch  In- 
filtration entstanden. 

Gttmbel  hat  sich  1882  (Z.  D.  geoL  Ges.,  Bd.  84,  S.  642) 
über  diesen  Gegenstand  geäussert.  Er  sehliesst  sich  ausdrücklich 
an  die  Auffassung  von  Beyrich  und  Quenstedt  an,  verrath 
aber  in  keiner  Weise  eine  Kenntniss  der  wichtigen  Arbeiten 
von  Thurniann  und  Marsh. 

Er  gibt  zunächst  eine  genaue  Beschreibung  der  Stylolithen, 
in  der  besonders  auftallt,  dass  er  das  Vorkommen  horizontaler 
Stylolithen  bezweifelt.  Den  Vorgang  der  Entstehung  schildert 
er  folgendermassen :  ^Die  Stylolithen  sind  innerhalb  mehrerer 
aufeinander  lagernder,  in  Form  eines  Kaikschlammes  abgesetzter, 
durch  thonige  oder  mergelige  Zwischenlagen  abgetrennter 
Schichten  dadurch  entstanden,  dass  bei  dem  ungleichen  Ver- 
halten, bei  dem  Austrocknen  oder  Verfestigen  die  Thon-  oder 
Mergellage  sich  zusammenzog,  rissig  wurde,  in  kleine  Stückchen 
klültete  und  dass  dadurch  die  bisher  bestehende  Gleichgewichts- 
lage der  zwei  aufeinandornilienden  iv.ilkschichtcn  prestört  wurde, 
die  auflagernde  Kalkmasse  einen  Druck  auf  die  unterliegende 
ausübte,  der  bei  dem  Austrocknen  entstandenen  liaumvermiu- 
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deruug  eutsprecheiid  sick  senkte  und  dadurch  einzelne  kleinere, 
durcli  das  Zersprengen  der  Thonlage  abgetrennte  ParUea  der 
unterliegenden  Masse  zu  einer  anzeigenden  Bewegung  veran- 
lasste. Die  kleinere  Masse  wurde  nemlich  dadurch  gezwungen, 
dem  Druck  der  grosseren  nachzugeben,  was  nur  durch  eine 
Bewegung  nach  aufwärts  möglich  war,  da  die  Unterlage  jede 
Bewegung  in  dieser  Richtung  verhinderte.  Durch  diese  wechsel- 
seitige Bewegung,  nemlich  einer  sich  senkenden  in  der  Haupt- 
masse und  einer  aufsteigenden  in  den  zerstückelten  kleinen 
raitien.  entstand  die  zapleiiiörniii^(^  Verkeilung  der  Stylolithen 
mit  dem  einiscljliossendrn  (je&tein  und  durch  die  B«'\v<'frung 
selbst  nach  dem  Uniii^s  der  hicrlni  l);i]inl»rec]ic'ndea  Schale 
oder  Thonschieferscholle  bildete  sich  dio  Caniielünint?  und 
Längsstreifung  der  Stylolithen.  Das  durch  Zerreissung  der 
unteren  Thonlage  abgetrennte  Thonstück  erscheint  als  die 
Kappe  des  Stylolithen,  die  während  des  Aufsteigens  sich  ab- 
trennenden Thontheilchen  als  thoniger  Ueberzug  des  Stylo- 
lithen." Gümbel  hat  diesen  Vorgang  experimentell  nachzu- 
ahmen versucht,  indem  er  eine  mit  LSchem  versehene  Blei- 
platte zwischen  zwei  plastische  aus  Thon  und  Malerkreide  ge- 
mischte Lagen  einschaltete.  Durch  den  Druck  der  Platte  wur- 
den dann  stylolithenähnliche  Zapfen  der  unteren  Masse  heraus- 
und  in  die  obere  Masse  hineingepresst. 

Nach  Gümbel  läge  also  das  Ursäc  Ii  liehe  in  dem  A  oi- 
haii<1ensriii  einer  trennenden  Thon.scliieht  und  deren  ZeiTeissen 
in  Fülf^e  dor  Austrocknung.  Im  Experiment  soll  deshalb  die 
Bleiplatte  die  Rolle  der  zerrissenen  Thonseliicht  spielen.  Auf 
das  Mangelhafte  dieser  Veranstaltung  hat  bereits  Th.  Fuchs 
(1894)  hingewiesen,  wenn  schon  er  hierbei  in  einer  Hinsicht 
Gümbel  Unrecht  that,  nemlich  mit  Bezug  auf  «die  niemals 
fehlende  Thonkappe*,  die  ja  auch  bei  Oümbels  Experiment 
erhalten  wurde.  Viel  anfechtbarer  als  das  Experiment  erscheint 
mir  die  physikalische  Begründung.  '  Der  dünnen  Thonlage 
wird  hier  eine  Rolle  zugeschrieben,  die  sie  gar  nicht  spielen 
konnte.  Wenn  die  aufliegende  noch  weiche  ida.stische  Kalk- 
masse  einen  i, grossen  Druck*  ausübte,  so  konnte  die  dünne 
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Thonschiclit  nicht  zerreissen,  höclistens  zusammengepresst  tver* 
den,  was  aber  in  diesem  Falle  gerade  das  Gegentheil  von  Zer- 
reissen bedeutet.    Aueb  brauchte  die  obere  Kalkmassc  keines- 

wegs  auf  (»in  Zerreissen  der  Thonstliicht  zu  warten,  um  auf 
die  untere  Kalkniusse  einen  Dnick  auszuüben,  der  sich  ja 
durch  die  tlünne  Thonschicht  liindurrh  liin<^t  fortgepflanzt 
hatte.  Ein  weiterer  Mangel  dieser  Auffassung  besteht  auch 
darin,  dass  sie  die  horizontalen  Stylolithen  nicht  erklären  kann. 
Bereits  1S8P>  habe  ich  Günibel  horizontale  Stylolithen  Über- 
bracht,  die  ich  in  Begleitung  von  £b.  Fr  aas  beim  Aufstieg 
Ton  Spaichingen  nach  der  Dreifaltigkeitskircbe  im  weissen  Jura 
ß  anstehend  getroflen  hatte.  Auf  seinen  Wunsch  ttberliess  ich 
ihm  das  eine  der  zwei  Stficke,  welche  einem  yertikal  die  Kalkbank 
durchsetzenden  Stylolithenband  entnommen  waren.  Die  Zapfen 
haben  zum  Theil  eine  Länge  von  1  2^11  und  zeigen  scharfe 
Cannellirung.  Aber  erst  1888  (Zeitschr.  D.  geol.  Ge.s.  S-  187) 
gab  Güriibel  seinen  Zweifel  am  Bestellen  horizontaler  Stylo- 
lithen auf.  als  er  solclie  im  Jurakalk  von  Bnr<jlenQfenfeld  in 
der  Oberpfalz  aufgefunden  hatte.  Er  suchte  gleichwohl  seine 
frühere  Erklärung  aufrecht  zu  erhalten,  indem  er  annahm, 
ursprünglich  vertikale  Zapfen  seien  durch  Ablenkung  nach 
vorhandenen  Spalten  in  horizontale  Richtung  gebracht  worden. 
Wie  freilich  in  dem  weichen  plastischen  und  noch  nicht  aus- 
getrockneten Ealkschlamm,  der  unter  hohem  Druck  stand, 
Spalten  bestehen  konnten,  darüber  gibt  er  uns  keine  Auf- 
klSrung. 

Die  beste,  auch  heute  noch  stichlniltige  Erklärung,  ist 
jedenfalls  diejeni^n-  Thür  mann«.  Liegen  zwei  Kalkschieliten 
in  weichem  (peloniorphem)  Zustand  übereinander,  so  drückt  die 
obere  auf  die  untere,  einerlei  ob  eine  thonige  Zwischenschicht 
vorhanden  ist  oder  nicht.  Ist  die  untere  Schicht  irgendwo 
stärker  comprimirbar  als  sonst  ringsum,  oder  wird  ein  stärkerer 
Druck  auf  sie  ausgeübt,  so  .sinkt  die  obere  Masse  dort  zapfen- 
förmig  ein  und  erhält  dabei  seitliche  Striemung.  Die  hori- 
zontalen Stgriolithen  sind  durch  Seitendruck  entstanden,  der 
aber  gewöhnlich  zu  schwach  war  oder  erst  eintrat,  ab  das 


biyuized  by  Google 


2(>        Sünmg  der  math^'^s,  O/owe  vom  IS.  Jatnuar  1900, 


Gestein  uicht  mehr  plastisch  genug  war,  so  dass  diese  Stylo- 
lithen  sich  nicht  so  häufig  und  wohl  charakterisirt  outwickehi 
konnten. 

AufiföUig  erscheint  dabei  nur,  dass  Thür  mann  den  yerti- 
kalen  Drack  und  den  seitlichen  als  von  einander  unabhängig 
und  auch  zeitlieh  getrennt  ansieht  und  nicht  die  Consequenz 

zo^,  dass  vertikaler  Druck  iiu  Gcistein  von  so  weicher  und 
phistischer  Beschaffenheit  sich  auch  in  seitlicher  liichtung  fort- 
ptianzcn  niuss. 

Darüber,  warum  die  Massen  an  einigen  Stellen  nicht  so 
stark  oder  stärker  comprimirbar  waren,  finde  ich  bei  Thur- 
mann keine  weiteren  Angaben,  und  diejenigen,  welche  Marsh 
gegeben  hat,  sind  gewiss  ungenügend  und  erklären  für  die 
deekelfreien  Stylolithen  gar  nichts. 

7.  Die  Auf lösungs-Tlieorie.  So  weit  die  bisher  be- 
sprochenen Ausichteu  auch  unter  sich  auseinandergehen,  so 
haben  sie  alle  doch  das  gemeinsame,  dass  sie  die  Stylolitlien- 
bihlung  in  eine  Zeit  versetzen,  in  der  die  Kalksteine  noch  nicht 
ihre  heutige  feste  Beschaffenheit  besassen,  sondern  noch  weich 
und  plastisch  waren. 

Th.  Fuchs  ist  der  einzige,  der  ihre  Entstehung  in  festem 
Gestein  Yor  sich  gehen  Ifisst  und  zwar  in  der  gleichen  Weise, 
wie  sieh  die  Drueksuturen  bilden,  durch  Druck  und  chemische 

Auflösung,  eine  Annahme,  die  mir  aus  den  schon  früher  er- 
wähnten Gründen  nicht  haltbar  erscheint. 

Die  Drucksuturen-Literatur  ist  sehr  viel  kleiner  als 
die  Uber  Stylolithen.  Hall  hat  1843  eine  Abbildung  derselben 
gegeben  (l.  c.  Fig.  53),  sie  aber  zu  den  Ligniliten  oder  Epso- 
miten  gestellt  und  ebenso  wie  bei  diesen  in  Eiystallisationen 
ihre  Entstehung  gesucht. 

Thurm  an  n  hingegen  hat  sie  sehr  eingehend  beschrieben 

und  abgebildet,  aber  in  einer  r<-clit  merkwürdigen  Weise  erklärt, 
die  in  der  späteren  Literatur  fa^jt  keine  weitere  Beachtung  ge- 
funden hat,  zum  Theil  wohl  deshalb,  weil  hie  niemanden  reclit 
einleuchten  wollte,  zum  Theil  auch,  weil  seine  Darstellung, 
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wie  schon  erwähnt,  recht  schwerföllig  war  und  man  sich,  um 
sie  Oberhaupt  zu  yetstehen,  erst  mühsam  in  die  ihr  eigen- 
thfimlichen  Beseichnungsweisen  hineinarbeiten  muss. 

Gleichwohl  ist  seine  erst  postum  erschienene  Arbeit  so 
voll  von  feinon  Beo)>nrlil  luigen  und  Gedanken,  dass  es  sich 
wohl  der  Mühe  lohnt,  sie  kennen  zu  lernen  und  das  mn  so 
mehr,  als  sie  nicht  ohne  £influss  auf  die  später  Yon  A.  Heim 
aufgestellte  Hypothese  der  latenten  Plasticitat  gewesen  zu  sein 
scheint. 

Thurnann  geht  davon  aus,  dass  alle  Sedimente  nach  ihrer 

Ablagerung  sich,  ehe  sie  ihre  heutij^e  feste  Beschaffenheit  er- 
langten, in  einem  pelomorphen  Zustaiul  befunden  habon. 

Der  Pelomorphismus  (TirjXo^  Schlamm)  i-l  liidurch  be- 
dingt, dass  der  feine,  aus  nicht  wahrnehmbaren  MolecUlen  be- 
stehende Kalkschlamm  mit  Meereswasser  yermischt  blieb.  Diese 
Masse  ist  Tollkommen  dehnbar  und  plastisch,  beweglich  wie 
Gallerte,  fähig  und  geneigt  bei  geringster  Erschtttterung  auf 
glatten  Spalten  zu  zerreissen  und  diese  Spalten  wieder  zu 
schUessen,  Wasser  zu  verlieren,  sich  dadurch  zusammenzuziehen 
und  dabei  auf  Spalten  mit  rauher  und  zackiger  Oberfläche 
aiist'innnder  zu  reissen.  Durch  Druck  verliert  diese  Masse 
i  iiisisigkeit  und  nimmt  an  Yolunim  ab.  Gegen  eine  freie 
Oeffhung  gepresst  lässt  sie  sich  in  dieselbe  hineinpressen, 
wobei  sie  eine  der  Oeffiiung  entsprechende  Form  annimmt. 
Durch  Seitendruck  wird  sie  gefaltet,  durch  vertikalen  Druck 
von  unten  aufgebogen,  wobei  die  der  ^pelomorphen  Masse  etwa 
beigemengten  lithomorphen  (d.  h.  fiosten,  wasserlreien)  Körper, 
wie  z.  B.  Muschelschalen  oder  Belemniten-Bostren  zerbrechen 
oder  defigurirt  werden  können. 

Die  Dauer  dieses  pelomorphen  Znstnndt  s  war  selir  lang, 
aber  verschieden  lang  hei  den  verschiedenartiq'en  Sotlinienton, 
von  denen  einige  vrie  z.  B.  die  Cementmergel  auch  schon  im 
noch  feuchten  Zustand  fest  werden  konnten.  Lithomorphe 
Körper,  wie  Oolithe,  Schalen,  Gehäuse  und  Skelettheile  von 
Thieren,  Sandkörner  und  Gerölle  wurden  bereits  während  der 
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Sedimenthildung  toii  der  pelomorphen  Masse  eingeschlofisen, 
andere  bildeten  sich  darin  nachher  während  des  pelomor- 
phen Zustandes,  wie  z.  B.  Gänge,  Nester  und  Geoden  von 
Galcit,  Quarz,  Sehwefeleisen  etc.  Je  grosser  die  Menge  der 
lithomorphen  Körper  war,  um  so  geringer  der  Pdomor- 
phismus. 

Alk'  Verlinderungen,  die  durch  den  pelomorphen  Zustand 
bedingt  sind,  heissen  Pelomorphosen,  die  obere  und  untere 
Grenzfläche  der  Schichten  oder  Bänke  Epicliven  und  Hypo- 
cliven,  alle  anderen  Spaltflächen  Diacliven.  Die  normiden, 
d.  h.  rechtwinkelig  zu  den  Schiohtflächen  stehenden  und  die 
anormalen,  damit  einen  kleineren  Winkel  bildenden  Diacliven 
sind  Pelomorphosen,  doch  gibt  es  daneben  auch  noch  unregel- 
mässige  lithomorphe  Diadiren,  die  erst  nach  Beginn  der  Ver- 
festigung der  Sedimente  entstanden  sind.  Die  glatten  pelo- 
morphen Epicliven  nennt  Tliiiriiiann  ufaleiiiscli  oder  Onleiiien 
(ya/j]vt]  Meeresstille),  agalcnisoh  hcisscii  bic,  wenn  sie  durch 
Druck,  lieibiHig  und  Zerreissungen  entstellt  sind. 

HauptdiacÜTen  (diaclives  principales)  durchsetzen  mehrere 
Schichten  und  gehören  zwei  rechtwinkelig  sich  kreuzenden 
Systemen  an;  Nebendiacliren  (d.  secundaires)  setzten  nur  durch 
eine  Schicht  und  heissen  accessorisch,  wenn  sie  anormal  sind. 

Die  Diaclivon  «iiul  entweder  klatiVnd  und  leer,  oder  mit 
Calcit,  nieniiils  aliur  mit  pelomorpher  Substanz  ausgefüllt,  weil 
sie  erst  später  entstanden  sind  als  die  von  ihnen  nicht  mehr 
betroffene  hangende  Gesteinsschicht.  Sie  klaffen  manchmal, 
wenn  auch  selten,  bis  1  dm  weit,  zuweilen  sind  sie  aber  auch 
wieder  ganz  zusammengegMigen  (recoUement).  Den  Volum- 
Schwund,  welcher  die  Diadiyen  erzeugt  hat,  berechnet  Thur- 
mann  für  den  von  ihm  untersuchten  Theil  des  Juragebirges 
auf  ein  Zehntausendstel.  Er  ist  bedingt  durch  die  innere 
Wärme,  welche  das  Wasser  austreibt  und  schreitet  von  unten 
nach  oben  fort. 

Thlasmen  (^Aao)  quetschen,  zerdrücken)  heissen  die 
Rauhigkeiten  der  Diacliv- Wände.  £s  sind  ausgezogene  Spitzen, 
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Splitter  (esquilles),  die  beim  Auseinanderreissen  der  pelo- 
niorphen  Masse  entstehen.  Bei  den  Epicüven  kommen  sie 
nicht  vor. 

Schliessen  sicii  die  thlasmirten  Wände  (thlasm^)  der 
DiacIiTen  wieder  zn,  so  können  sich  —  und  es  ist  dies  be- 
sonders bei  den  seciiiidüreii  Diacliven  der  Fall  —  die  beider- 
seitigen Thlasmen  wieder  m  genau  ineinander  fügen,  diiss 
diese  Oontractionsrisse  selir  leicht  der  Boobachtiinjr  entgehen. 
Es  sind  das  Syncollemen  (avyxoÄÄao)  zusammenleimen),  und 
es  unterliegt  mir  keinem  Zweifei,  dass  damit  die  echten  Druck- 
suturen  gemeint  sind. 

Fügen  sich  die  Thlasmen  beim  Schliessen  der  Diacliven 
aber  nicht  mehr  genau  ineinander,  so  zerdrücken  sie  sich  gegen- 
seitig, die  Wände  werden  eben,  glatt,  wellig  oder  auch  gestreift, 

und  diese  OberHüclienformeu  heissen  dann  Tripsen  (ronfug 
Reibung).   Es  gibt  sowohl  tripsirte  Diacliven  nls  auch  Epicliven. 

[Ein  Theü  dieser  Tripaen  sind  die  wohlbekannten  Rutsch- 
streifen.] 

Die  tripsirten  Diacliven  können  aber  nochmals  auseinander- 
gerissen werden  imd  es  entstehen  dann  die  Xecollemen  (von 
i€HoXXff/itt,  d^ollement,  abgeleitet,  ein  Wort,  das  aber  selbst 
Pas  so  w  unbekannt  ist  und  wohl  htxoXXrjfm  heissen  sollte). 

Die  Rauhigkeiten  dieser  xecollirten  Wände  unter.seheiden 
sich  von  denen  der  thlasmirten  Wände  dadurch,  dass  .sie  stiirker 
hervortreten,  aber  weiter  von  einander  abstehen.  [Mir  scheint, 
dass  diese  Fornivorschiedenheiten  Wirkungen  des  auf  den  Kiuft- 
flächen  zirkulirenden  Wassers  sind.} 

Als  Diaperasmen  endlich  werden  die  Stylolithen  be- 
zeichnet, wie  schon  weiter  oben  eingehender  dargestellt  wurde. 

Der  peloniorphe  Zustund  hat  nach  Thurmann  im  Jura 
noch  existirt,  als  schon  die  heutigen  Thäler  eingeschnitten 
waren,  dmn  es  ünden  »ich  häufig  an  den  Thalgehängen  Fels- 
abrutschungen  mit  tripsirten  Wänden.  Auch  die  grossen  Ver- 
weifiingen  gingen  im  pelomorphen  Gebirge  vor  sich,  weil  die 
Spaltenwände  gestreift  sind.   Die  0ei<>lle  der  tertiären  Nagel- 
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fluh  waren  noch  pelomorph,  als  sie  ihre  gegenseitige  Eindrücke 
erhielten  (galets  trips^),  mithin  sind  sie  auch  aus  Zerstörung 
pelomorpher  Juragesteine  entstanden,  woraus  auf  einen  sehr 
raschen  Abrollungsprocess  geschlossen  wird.  Selbst  die  tertiären 
Lithodomen  fanden  pelomorphe  Eüstenfelsen  yor«  in  die  sie 
ihre  Löcher  bohrten.  Lithomorphe  Körper,  wie  z.  B.  Mollusken- 
gehäuse, konnten  natürlich  keine  Felomorphosen  erleiden,  wo 
pelomorph  umgewandelte  (comprimirte  oder  in  die  Länge  ge- 
zogene) Steinkerne  solcher  Geliäuse  gefunden  werden,  muss 
mau  annehmen,  dass  diese  Umformung  erst  nach  Auflösung 
der  Schale  eingetreten  ist. 

Vier  grosse  Perioden  werden  endlich  von  Thurmann 
unterschieden:  die  erste  umfasät  die  Sedimentation  der  hoch 
pelomorphen  Massen,  in  der  zweiten  offnen  sich  in  Folge  seis- 
mischer Oscillationen  die  Diacliven,  in  der  dritten  treten  die 
grossen  Dislocationen  (Gebirgsbildnng)  ein  und  in  der  vierten 
beginnt  die  Solidification  des  Gesteins.  La  allen  diesen  Perioden 
nahm  der  Pelomorphismus  langsam  aber  stetig  ab. 

Marsh  (1.  c.)  hat  1867  die  von  Hall  abgebildete  Druek- 
sutur  zu  den  unvollkommenen  Stylolitlien  gestellt  und  er  weist 
darauf  hin,  dass  gerade  solche  undeutliche  Säulenbildungon 
und  b*i''tungen,  die  längs  Hissen  oder  auch  mitten  im  Kalk- 
stein auftreten,  recht  häuhg  sind.  Wo  sie  schräg  zur  Bankung 
verlaufen,  schreibt  er  sie  der  Wirkung  seitlichen  Druckes  zu, 
ohne  indessen  zu  sagen,  wie  derselbe  entstand. 

Dass  diese  Brucksuturen  nicht  in  dem  noch  weichen, 
sondern  im  bereits  verfestigten  Gestein  und  nicht  in  Folge 
von  Contraction  der  Gesteinsmasse,  sondern  von  Pressung  und 
damit  verbundener  chemischer  Auflösung  entstanden  sind,  habe 
ich  1886  nachgewiesen  und  1894  weiter  ausgeführt.  Duiuul- 
hin  hat  dann  Th.  Fuchs  (l.  c.)  noch  1894  ebeuialk  und 
mit  besonderer  lUzugnahme  auf  Halls  Abbildungen  f(ir  die 
Stylolithen  und  Drucksuturen  gleiche  Entstehungsart  ge- 
fordert, aber  im  Gegensatz  zu  Hall  und  Marsh  beide  als 
Drucke)  seh  einungen  mit  chemischer  Auflösung  in  festem  Ge- 
stein aufgefasst.    Er  gibt  als  besondere  Begründung  dieser 
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Vemnigimg  Doch  folgendes  fto:  «DasB  die  Stjlolithen  nicht 
in  weichem,  nachgiebigem,  sondern  in  bereits  Yeifestigtem 
Gestein  entstanden,  schdnt  mir  übrigens  bereits  aus  der  feinen, 
scharfen,  {»arallelen  fiiefiing  hervorzugehen,  welche  die  Seiten 
derselben  zeigen  und  welche  ein  ganz  charakteristisches  Merk- 
mal der  St^lolithen  darstellen.  TJeberdies  erscheinen  diese 
Seiten  oft  wie  polirt  und  bieten  ganz  das  Bild  einer  Rutsch- 
fläche oder  eines  Harnischi's  dar. 

Derartige  Obertläclienzeichnunjxcn  können  sich  meiner  An- 
sicht nach  nur  auf  festem  Gestein  biM -ti  im«]  scheint  mir  die 
Bildung  geriefter,  glänzender  KutschHiicheu  auf  einer  weicheu 
teigartigeu  Masse  nicht  gut  denkbar. 

Wir  sehen,  dass  zwei  Forscher  dieselbe  Erscheinung  zu 
gerade  entgegengesetzten  genetischen  Schlussfolgerungen  be- 
nutzt haben. 

Thurmann  schliesst  aus  dem  Vorhandensein  von  Rie- 
fungen  und  RutschflSchen  auf  den  weichen  —  Fuchs  auf  den 
harten  Zustand  des  Gesteines  wahrend  deren  Entstehung.  In 
Wirklichkeit  können  sich  dieselben  sowohl  im  weichen  wie  im 

festen  Gestein  biklen.  Als  1887  hinter  dem  Bad  Sulz  bei 
Peissenberg  ein  grösserer  Bergrutsch  eintrat  in  Folge  der 
Ueberlastung  eines  iehmreichen  Gehänges  durch  eine  Stein- 
brucbhalte,  trat  eine  sehr  scharfe  seitliche  Trennung  zwischen 
der  bewegten  und  der  in  Ruhe  gebliebenen  Gebirgsmasse  ein. 
£rstere  hatte  sich  mit  allem  was  darauf  stand,  Büschen,  Bäumen 
und  Häusern,  langsam  abwärts  bewegt,  und  als  ich  über  zwei 
Jahre  apätor  die  Stelle  besuchte,  waren  die  Rutschstreifen, 
die  sich  dabei  auf  der  seitlichen  Abrissspalte  im  Lehm  genau 
in  der  Richtung  der  Bewegung  gebildet  hatten,  noch  voll- 
kommen deutlich  erhalten.  Selbst  einige  Jahre  spater  fand  ich 
sie  nach  Entfernung  des  Rasenbodens  immer  noch  sichtbar. 
Die  Weichheit  des  Gesteines  kann  also  nicht  als  Hindemiss  für 
die  Entstehung  der  Streifen  auf  den  Stylolithen  gelten,  eher 
die  Härte.  Auf  den  Drucksuturen  findet  man  allerdings  aucli 
eine  Art  von  Streifung,  aber  sie  ist  ganz  anders  ausgebildet. 
Kurze  riefenartige  Vertiefungen  wechseln  mit  einander  ab  und 
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geben  der  Oberfläche  mehr  t  iii  zerhacktes  als  l  iii  gestreiftes 
oder  cannellirtes  Aussehen.  Chemische  Auflösung  kann  so 
lange  und  regelmässige  Furchen,  wie  sie  die  Zapfen  der  Stylo- 
lithen  zeigen,  nicht  erzeugen,  denn  dazu  gehörte,  dass  an  den 
Vertiefungen  immer  das  Nebengestein,  an  den  Erhöhungen 
immer  das  Gestein  der  Zapfen  widerstandsfähiger  gegen  Auf- 
lösung geblieben  wäre,  ein  Zufall,  der  in  solcher  Häufigkeit 
und  Beständigkeit  nicht  eingetreten  sein  kann. 
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Sitsimg  vom  ft.  Februar  1900. 

1  Horr  Hermann  SSbert  legt  eine  in  seinem  Laboratorium 
▼on  den  Herren  Hugo  Fbeitao  und  Georg  Heinbich  ausgeführte 
Arbeit:  ^Ueber  die  magnetische  SusceptibiHt&t  orga- 
nischer Verbindungen*  vor. 

2.  Herr  RffHAKi>  HKuiwia  hält  einen  Vortrag:  «üeber 
die  Bedeutung  der  Befruchtung  })ei  Protozoen*.  Der- 
selbe wird  anderweit  zur  VerÖÜ'entUchung  gelangen. 

3.  Herr  Alfred  PamesHint  macht  eine  Mittheilung:  «lieber 
das  Verhalten  von  Potenzreihen  auf  dem  Convergenz- 
Ereise*. 


1900.  SitiimgBb.  d.  maüiu-plijra.  GL 
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Ueber  das  magnetisehe  Verhalten  von  Alkoholen. 

Von  6g.  Heioricb. 

Bei  den  Untersuchungen  kam  die  Quincke'sche  Steighöhen- 
mothode  in  der  Modifikation  von  Gust.  Jäger  (Sit/ungsber.  d, 
Wiener  Ak.  d.  Wias.  Maih.-nat.  Kl.  GVL  Abt.  U)  zur  An- 
wendung. 

Jeder  Alkohol  wurde  bei  5  yerechiedenen  Feldst&rken 
(▼on  7500  bis  11500  Kraftlinien  pro  cm*)  untersucht  und  für 
jede  Feldstärke  wurden  6  Einzelbeobachtungen  gemacht. 

Wir  bezeichnen  mit  k  die  magnetische  Siisceptibilität, 
M  das  Molekulargewicht,  k  •  M  den  Molf kuiurmagnetismus, 
^  die  Feldstärke. 

Es  fanden  sich  folgende  Resultate: 

1)  SämtlK  h  »  Alkohole  sind  diamagnetisch. 

2)  Der  Molekularmagnetismus  h»  M  vei  für  eine  Bubstanz 
nicht  konstant,  sondern  yon  der  magnetischen  Feldstärke  ab- 
hangig. Dabei  nimmt  der  Diamagnetismus  mit  steigender  Feld- 
stärke ah  und  zwar  in  dem  Maasse,  dass  in  ziemlicher  An- 
näherung ftlr  eine  Substanz  h'M*^  als  Konstante  betrachtet 
werden  kann. 

3)  Für  gleich  hohe  Alkohole,  d.  h.  für  Alkohole,  die  die- 
üelbe  Anzahl  von  Atomen,  aber  in  verr^chiedt  ner  Hiiulun^,  ont- 
halten,  zeigt«-  sicli  k-M-^  abhängig  von  <lcr  clicniisriien 
Konstitution.  Die  magnetischen  Eigenschalten  sind  also  für 
Alkohole  nicht  rein  additiver  Natur,  sondern  nach  der  Kon- 
stitution verschieden. 

8* 
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Die  Endzahlen  werte  für  die  untersuchten  Alkohole  sind; 


C  H3  OH: 

Methyl-Alkohol 

0.185  +  0.C04 

C2H5  011: 

Aethyl-Alkühol 

~  0.2y6  ±  0.003 

CsH7  OH: 

Propyl-Alkohol.  Normal 

—  0.892  ±0.009 

s 

—  0.409  ±0.007 

C4Ht  OH: 

Butjl-Alkohol.  Normal 

—  0.620  ±0i)09 

.  liO. 

—  0.641+0.008 

Trimethylcarbinol 

—  0.482  +  0.014 

CftHiiOH: 

Aniyl-Alkohol.  Iso. 

-  0.699  +  0.014 

• 

Dimetbylaelbylcarbinol 

—  0.56S±  0.011. 

Üe1)ör  die  magDetische  Silsceptibilität  organischer 

SabstauzeB  der  aiomatischeu  Reihe. 

Von  Hogo  Freitag, 
(Mwrfnitfkii  70.  JUriior.) 

Die  Untersuchung  wurde  nach  der  von  G.  Jäger  und 
St.  Mt'ver  in  den  Wiener  Ak.  Berichten,  math.-nat.  Kl.  CVI, 
Abteilung  II,  angegebenen  Methode  ausgeführt  und  ergab 
folgende  Resultate: 

1)  Der  Molekularniagnetismus  ist  für  die  untersuchten 
Präparate  keine  rein  additive  Eigenschaft,  sondern  von  der 
chemischen  Konstitution  abhängig. 

2)  Sämtliche  uniersuchte  ITlüssigkeiten  zeigten  sich  dia- 
magnetisch. 

3)  Der  Diamagpietismus  nimmt  mit  wachsender  Feldstarke  ab. 

4)  Zwischen  dem  Molekularmagnetismus  und  der  Feld- 
starke ^  besteht  mit  guter  Annäherung  die  Beziehung: 

h^^^  konst. 

AlsZahlenwerte  dieses  konstanten  Produktswurden  gefunden : 


CsHto:  Ortkozylol 

p  Hetaxylol 

,  Paraxylol 

,  Aetbylbeittol 

His :  Psendocumol 

•  Mesitylen 


—  0.7S4±  0.006 

—  0.718  ±0.010 

—  0.685  ±0.014 

—  0.676  ±0.006 

—  0.823  +  0.010 

—  0.778  ±0.011. 
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TTeber  das  Verhalten  von  Potenzreihen  anf  dem 

Gonvergenzkreise. 

Von  Alfred  Priogshelm« 

Eine  Potenzreihe  ^  {x),  die  noch  für  die  Stellen  X  =  R-  c^* 
des  Convergeiizkreises  im  allgemeinen  convergirt,  ist  zwar 
unter  gewissen  Einschränkunpfon ')  allemal  eine  Fourier'sche 
Reihe.  Immerhin  ist  man  bei  der  Beurtheilung  der  Conyer- 
genz  Ton  ^(JRe^)  nicht  aiisschliesslieh  auf  diejenigen  Ergeb- 
nisse angewiesen,  welche  die  allgemeine  Theorie  der  Fourier* 
sehen  Reihen  liefert.  Abgesehen  von  den  elementaren  Kri- 
terien Air  unbedingte  oder  bedingte  Oonvergenz,  kommt  als  ein 
der  Potenzroihe  als  solcher  eigenthüniliches  Hülfsmittel  das 
Verlialten  von  lim  (j;)  bei  spetirllem  oder  beliebigem  Gn  nz- 
ülx  rgauge  lim  x  =  X  in  Betracht.  In  §  1  der  folgenden  Mit- 
tiieilung  wird  zunächst  in  ganz  elementarer  Weise  untersucht, 
in  wieweit  aus  der  Existenz  eines  endlichen  lim  ^{x)  auf  die 

Convergenz  von  ^  (X)  geschlossen  werden  kann.  Die 
Cauchy'sche  bezw.  Fourier'sche  Integral -Darstellung  der 
Rfihon-raeftlcienten  fiibrt  soilaun  in  §  2  zu  einem  Kriterium 
für  die  absolute  ronvergenz  von  *^(A').  Daran  schliessen  sich 
(g  3)  Betrachtungen  über  Potenzreiben,  welche  auf  dem  Con- 
yergenzkreisc  ausnahmslos  und  doch  nicht  absolut  con- 
Tergiren.  Schliesslich  (§  4)  werden  weitere  Anhaltspunkte  zur 
Beurtheilung  Ton  $(X)  aus  dem  Umstände  gewonnen,  dass 
durch  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  in  zwei  yon 
einander  abhangige,  in  ihren  Conyergenz-Eigenschaften  sich 
gegenseitig  bedingende  Fourier^sche  Reihen  zerfällt. 

1}  Vgl.  Sita.-Bw.  Bd.  26  (1895),  p.  dS7  ff. 
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§  1.   Der  Abersche  Grenzwcrth-Satz  und  seine 

Umkehr  ungen. 

1.  Es  sei: 

cc 

(1)  ¥(Ä)  =  S''a,a:'      (ar«ar  +  /?ri) 

1 

einePotenzreihe  mit  endlichem  Gonvergenz-Bereiche,  d.h. einem 
mit  einem  gewissen  Radius  Ü  nm  den  Nullpunkt  beeehriebenen 
Kreise.   Da  man«  sofern  nicht  schon  i{  »  1  ist,  $  (a;)  mit  Hülfe 

der  Substitution  x  =  Ry  in  die  Potenzreihe  %  (jf)  =  i^B^yy 

mit  dem  Cünver<renz-Radius  y '  =  1  traii.->iurniirün  kann,  so 
dürfen  wir,  ohne  wesentliche  Beschränkung  der  Allgemeinlu  it, 
im  folgenden  ein  filr  allemal  als  Convergenz-Radius  von  %{x) 
den  Werth  |a;  '  =  l  annehmen.  Ist  dann  convergent 
und  bedeutet  q  eine  reelle  positive  Zahl  <  1,  so  besagt  der 
bekannte  Abel' sehe  Qrenzwerth-Satz,  dass: 

(2)  lim*fe)  =  £ra., 

und  daraus  folgt  unmittelbar,  dass  auch: 

(3)  \\m%{QX)=^ha.X\ 

falls  X  eine  beliebige  Stelle  auf  dem  Oonvergenzkreise  bedeutet, 

für  welche       a„  X*  convergirt. 

Es  Hotrt  auf  der  Hand,  dass  dieser  Satz  nicht  ohne 
weiteres  umkehrbar  ist.    Denn  fUr  die  Convergenz  von 

Z^'O^of  an  irgend  eine  einzelne  Stelle  X  der  Peripherie  ist 

nicht  nur  das  Verhalten  von  {x)  in  der  Nähe  dieser  speciellen 
Stelle  X,  sondern  dasjenige  in  der  Nähe  des  gesammten  €on- 
vergenzkreises  maassgebend.  So  würde  z.  B.  schon  das  Vor- 
handensein einer  einzigen  Stelle  X',  für  welche  lim  ^(^X') 
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von  der  ersten  oder  höherer  Ordnung  unendlich  wird,  die 

ConTergens  von  £  a,  X'  für  alle  übrigen  ätelleu  X  definitiv 

auBscliliessen.  Auch  folgt  aus  der  Convergenz  von  X* 
für  irgend  ein  bestimmtes  X  nicht  nur  die  Existenz  der  Be- 
ziehung (3),  sondern,  auf  Ghrund  einer  zuerst  von  Herrn  Stolz') 
bewiesenen  Yerallgemeinening  jenes  AbeP sehen  Satzes,  die 
weitere  Beziehung: 

(4)  \imf(x)^t'a^X% 

falls  X  auf  einem  beliebigen  Strahle  der  Stelle  X  zustrebt; 
wahrend  anderemits  aus  der  Existenz  eines  endlichen  lim  f  (o  X) 

keineswegs  ohne  weiteres  auf  diejenige  von  Hm  ^  {x)  in  dem 

eben  angegebenem  Sinne  geschlossen  werden  kann  (Beispiel: 

^(a?)  =  r<— bei  x-^iy) 

Ja  sogar,  wenn  auch  lim  ^  (x)  im  obigen  Sinne  für  jede 

«Steile  X  einen  bestimmten  endlichen  Werth  besitzt,  so  braucht 
darum  $(.X)  für  keinen  einzigen  Werth  X  zu  convergiren 

2.  Es  giebt  einen  einzjflfpn.  Insouders  einlacliru  Fall,  in 
wclclu.'ni  der  in  (il.  (2)  bezw.  {H)  enthaltene  Satz  ohne  weiteres 
umkehrbar  ist.  Um  denselben  zu  erledigen,  schicken  wir  zu- 
nächst den  folgenden  Satz  voraus: 

Weiuilja>  eigentlich  divergirt,  so  ist  lim  'P(e)=<» 
(d.  h.  Um     (e)  =  -I-  oc).  Dabei  soll  E(a„  +  ßy  i) 

eigentlich  divergent  heissen,  wenn  mindestens  eine 

1)  Zeitsckr.  f.  Math.  Bd.  20  (1876),  p.  870.  Vgl.  auch:  Sitz..Ber. 

Bd.  27  (1897),  p.  374. 

»)  Vtrl.  aiu-h  §  2.  Nr.  2. 

8)  Vgi.  Aiatii.  Ann.   Üd.  44  (1894),  p.  54. 
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der  beiden  Reihen  S  ,  1^  eigentlich  d.  h.  nach 
4- 00  oder  — oo  divergirt).*) 

Beweis.   Es  sei  etwa,  um  irgend  eine  Festsetzung  zu 

treten,  ^"0^  =  4"  <v*  Setzt  man: 
I 

0|  H-  «2  H"  •  .  .  +         =  f 

80  ergiebt  sich  mit  HUlfe  der  Abel' sehen  Transformation: 

(5)  i]arC>''  =  L''fe''-e''+0'<'v-f£''te'-e*"''0-OK-i-ö«-ö"  (n>m). 

1  1  M 

Da  lim    ^  -f  ^ «  so  besitzen  die     für  v     1 ,  2,  3, . . . . 

eine  endliche  untere  Grenze  (die  eventuell  auch  negativ 
sein  ktonte).  Bedeutet  dann  allgemein  untere  Grenze 

von       o^i,  Om^i^ . . .  M  so  folgt  aus  (5): 

n 

und  dsiher,  wegen    <  1 : 

A         1  >^i  +  ^«.e*»  wenn^f.CO. 
I  J  >9m^t  wenn^,>0. 

Es  wttrde  nicht  ^enOgen,  aoznnehmen,  dass  lediglich: 

JE) 

1 

limlf:v(a^  +  ^Jl=  +  ao. 

Denn  aus: 

lim  \  Ä^+  B^i\  =  +  00 

RS« 

folgt  noch  Hiebt  einmal,  daas  eine  der  Zahlenfolgen  \A^\,  \B^\  den 
Qrens Verth  +     haben  mdnte.   Es  konnte  anch: 

lim  I  ii^  I  =  «0,  lim" =  00, 

«IS«  MB« 

dagegen  lim    4^  |  ^   lim  I  ß 

endlich  eein. 


H  =  OC  NB« 
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A.  Pmtgtheim:  Vtber  das  Verhexten  von  Memnihen  He.  41 
Unterwirft  man  q  der  Bedingung: 

(7) 


m  +  r 

so  wird: 
nnd  somit: 

1  1 

(8)  1D'<^Q''>  gx-V  ^^"^^  >e'9m* 

Da,  wegen  lim  9»     +  oo,  auch  lim     »  +    i  so  ^ann 

man  m  so  fixireot  dass  ^mi  alao  auch     +  ^  *  S^m  beliebig 

gross  vorgeschriebene  positive  Zahl  Gr  übersteigt.  Alsdann 
wird  aber  nach  Ungl.  (8): 

(9)  i>a^e'>G 

I 

für  jedes  ii>ifi  und  jedes  Q^~^  ^ '   ^^^^^  ergiebt  sich: 

(10)  lim      a,     =  +  OD 

«st  1 

und  scblieaslicli: 

(11)  lim      (a,  +  ß^i).Q-=m,    d.  h.  lim  %(q)^  <x>, 

ohne  dass  Uber  die  eine  weitere  Voraussetzung  gemacht  zu 
werden  braucht.  —  Analog  im  Falle 

£«^41^3» — 00,  besew.  S'^r^ioo. — 
I  1 

Ersetzt  man  wiederum  noch      durch     X^,  so  folgt: 

Ist  ^OpX"  eigentlich  divergent,  so  wird: 

üm¥(6^*-=<»* 
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3.  Hieraus  kaun  man  zunächst  den  folgenden  Öcbluss  ziehen: 

Besitzt  fttr  irgend  eine  Stelle  X  (auf  dem  Con* 
vergenzkreise)  lim      X)  einen  bestimm  ten  Werth, 

o-i 

so  kann  ^a,X^  nur  emvergiren  oder  unägenüich 

Da  aber  die  un('i<(entliche  Divergenz  definitiv  aiisj^p- 

O  O  M 

schlössen  erscheint,  wenn  die  reellen  wie  die  imaginären 
Bestandtheile  der  a,  X",  zum  mindesten  von  einem  bestimmten 
Index  v  =  n  ab,  unter  sich  gleichbezeichnet  sind,  so  ge- 
winnt man  den  Satz: 

Besitzt  lim^(^e^')  für  irgend  eine  Stelle 

einen  bestimmten  Werth,  und  sind  (zum  minde- 
sten für  )'>n)  die  Terme  (a,,  cos  ril^  —  ßysmv  i^) 
unter  sich,  ebenso  die  Terme  (a„  sin  r  j9  j  pV  cos  y  i^) 

unter  sich  gkiMejseichnet,  so  ist  £<>r^^'  coH" 
vergent. 

Dabei  gestattet  die  auf  die  Vorzeichen  der  Reibenglieder 

bezügliche  Bedinfi^ung  noch  eine  kleine  Verallgemeinerung,  die 
auf  der  Beuieiknng  beruht,  dass  der  Conyergenz-Charakter 
einer  Reihe  durch  Multipli(  ation  mit  einerii  Factor  von  der 
Form  c^'  in  keiner  Weise  geändert  wird.  Da  die  Bedingung, 
dass  die  reellen,  sowie  imaginären  Bestandtheile  der  a,.  X"  für 
v'>n  unter  if'li  gleichbczeichnet  sein  sollen,  geometrisch  ge- 
sprochen den  Sinn  hat,  dass  die  Punkte  X*  (abgesehen  von 
einer  endlichen  Anzahl)  durchweg  im  Innern  und  auf  der  Be- 
grenzung eines  einzigen  der  Tier  von  den  Axen  gebildeten 
rechten  Winkel  liegen,  und  da  andererseits  durch  Multiplication 
mit  jeder  Punkt  lediglich  eine  Drehung  um  den  Winkel  l 
erleidet,  so  kann  die  jureometrische  Bedeutung  jener  verallge- 
meinerten Bedingun«r  daliiu  ausgesjtiocheu  wenlen:  die  Punkte 
a,.  X*"  müssen  (zum  mindesten  fiir  r  >  7?)  im  Innern  und  auf 
der  Begrenzung  eines  durch  irgend  zwei  vom  Nullpunkte  aus- 
gehende Strahlen  gebildeten  rechten  Winkels  liegen. 
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4.  Sieht  111  an  von  dem  üben  betrachteten  Falle  ab,  so  iiiuss 
zu  der  Existenz  eines  endlichen  lim  ^     X),  falls  niuii 

daraus  auf  die  Convergenz  Ton  £  Or  X*"  scbliesBen  will,  noch 
irgend  eine  andere  Bedingung  hinzukommen,  welche  in  geeig- 
neter Weise  von  dem  Oesaromtverhalten  des  Or(»n«werthes 

lim (u;j  für  alle  möglichen  X  und  jeden  bLiiobigen 

Grenzübergang  abfangen  muss.  Als  einfachste  Form  einer 
solchen  Bedingung,  die  sich  ja  auch  unmittelbar  als  noth- 

wendi;^^  iür  die  Converj^^enz  von  ^a,.X'  erweist,  würde  sich 
zunächst  die  Prämisse  lim     —  0  ergeben.    Dieselbe  scheint 

indessen  nicht  hinreichend  zu  sein,  um  daraus  in  Verbin- 
dung mit  der  Existenz  eines  endlichen  l2m']$(^X)  die  Gon- 

vergenz  Ton  '^a^X"  zu  erschliessen.  Dagegen  hat  Herr 
Tauber  gezeigt,')  dass  eine  andere  für  die  Gonvergenz  von 

.       .    1  ^ 

£  Oy  nothwendige  Bedingung,  nämlich:  lim  —  X^"  ^     =  0, 

in  Verbindung  mit  der  hierzu  gleichfalls  not h wendigen 

Existenz  eines  endlichen  lim  ^  (o),  stets  auch  die  Conver- 

genz  von  £a„  zur  Folge  hat  Ich  möchte  dieses  mir  be- 
merkenswerth  erscheinende  fiesultat  hier  gleichfalls  ableiten 
und  zunächst  einige  auch  an  sich  nützliche  Betrachtungen 
Yoranschicken,  die  ich  gleich  etwas  aUgemeiner  fasse,  als  für 

den  Zweck  des  fraglichen  Beweises  nothwendig  wäre. 

5.  Setzt  man: 

(12)    «,-f-«jH-...-|-«»=SH,    l««,  +  2-t*,+  .„  +  n'Un=K, 

so  folgt  der  Satz,  dass  für  die  Existenz  eines  endlichen  lim  5„, 

also  für  die  Gonvergenz  von  ^u^^  die  Beziehung: 

lim^«0 

nothwendig  erscheint  aus  einem  etwas  allgemeineren,  zuerst 
1)  Monaiah.  f.  Math,  nnd  Fhj9.  Jahrg.  8  (Wien  1897),  p.  378. 
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von  Krön  eck  er  bewiesenen^)  Satzes  (s.  weiter  unten  GL  (19)). 
Dieses  Resultat  lässt  sich  indessen  auch  in  sehr  einfacher  Weise 
aus  einem  bekannten  0  au  chy' sehen  Ghrenzwerth-Satze*)  ab- 
leiten. Darnach  ist  nämlich  (mit  einer  unerheblichen  Abweichung 
in  der  Formulirung): 

(13)  lim  4^  =  Um       -  A-i), 

falls  der  rechts  auftretende  Grenzwerth  existirt.  Substituirt 
man  hier: 

=  » •  tt,  +  (*»  —  1)  •    +  •  •  •  4-  1  *  «»• 
und  multiplicirt  die  betreffende  Gleichung  mit: 

lim  -  — V     1,  so  wird: 
lim     !  ,  (« •  Wj  -|-  (i*  —  1) + . . .  -|-  1  • ««)  =  lim  8h  , 
falls  lim^  Oberhaupt  (d.  h.  als  endlich  oder  in  bestimmter 

♦1  =  00 

Weise  unendlich)  existirt.  Ist  aber  lim     zugleich  endlich, 

MS« 

also         conTergent,  so  kann  man  die  letzte  Gleichung 

durch  die  folgende  ersetzen: 

{  «.  +  u, + . . .  +  -  21ii±i^  '^fr^-    j  -.0 

d.  h.  man  findet  (wenn  man  noch  der  Symmetrie  zu  Liebe  den 
Nenner  n  +  1  durch  n  ersetzt): 

(U) 

MS»  *  MS«  ^ 

Geht  man  statt  yon  dem  Cauchy^schen  Satze  (13)  von 
dessen  Stolz* scher*)  YeraUgemeinerung  aus,  nämlich: 

(15)  lim  4"  =  lim 


s«  Mn       «rr«  Mn  —  Mn^l 


I)  Comptes  rendve»  T.  103  (1886),  p.  980. 

Allane  alg^br.,  p.  59. 
S)  Math.  Aim.  Bd.  U  (1879),  p.  m— Ällg.  Axithu.  Bd.  1,  p.  178. 
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(wo  die  Mr  mit  v  monoton  in's  Unendliche  wachsen  und 
wiederum  die  Existenz  des  rechts  auftretenden  Grenzwerthes 
vorausgesetzt  wird)  und  substituirt: 


(16) 
SO  wird: 


■^r    ■^»•—1   

=  hm  s„_i  =  hm  .s„  , 


also:  lim 


N  =  oc 


und,  wenn  man  v  =  2,  3, . . .  n  setzt  und  die  betreffenden  Gleich- 
unjjen  addirt: 


(17) 


Durch  Einführung  der  Beziehungen  (16),  (17)  in  Gl.  (15) 
nimmt  daher  der  betreffende  Grenz werthsatz,  wenn  man  noch 

A 

beachtet,  dass:  lim       =0,  zunächst  die  folgende  Form  an: 


(18) 


1 


lim  ^  2"  W  ^  ^^y-d  'Sy-i  =  Hm  s„, 


H  =  X 


sofern  lim  **„  überhaupt  existirt.  Die  linke  Seite  dieser  Gleich- 
ung  lässt  sich  aber  noch  in  folgender  Weise  transformiren : 

n  n  n—l 

X  S  1 

N 

=  3fr  (Sr-1  —  ^^k)  —  3/,  S,  -f  J/„  5« 

H 

=  iV„  5h  —  3/^ 
1 

(wegen:  s^  =  Mj  und  für  »'  >  1 :  —  s  -i  =  '^),  sodass  Gl.  (IS) 
in  die  folgende  üb«  Jtf^ 

( s,  m  liiii  5» . 


in 
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SiUmng  der  wtoO^rph^s.  Otatu  wm  S.  Fi^^mar  1900, 


Ist  jetrt  wiederum  noch  lim  s«  eine  bestimmte  Zahl,  d.  h. 

♦1=« 

i^u,  coüvergent,  so  folgt  schliesslich: 

(19)  lim  ^"t  +  ^V*-"--'-^'""  =  u.  >) 

Dies*i  Heziehung  bildet  also,  germleijo  wie  die  speciellere 

(14)  eine  nothw  eiidif^e  liediiiy^ung  iür  die  ConvergLMiz  von 

Dass  die  Bedingung  (11)  f'iir  dir  ronvcrgenz  von 

nicht  hinreichend  ist,  folgt  unmittelbar  aus  der  Bemerkung, 

dase  es  divergente  Reihen  mit  positiven  Termen  «,^v  giebt: 

1 

so  genügt  z.  i>.  ilie  Reihe  Ii,, .jgy  der  Bedingung  (14),  ob- 

schon  sie  divergirt.  Was  sodann  die  Bedingung  (19)  betrifft, 
SO  gelten  im  Falle  tiy  >  0  die  folgenden,  ohne  besondere 
Sehwierigkeit  zu  beweisenden  Sätze: 

Wie  stark  auch  2]ti>.  divergiren  mag,  so  lassen 

sich  stets  monoton  in's  Unendliche  wachsende  Folgen 
3Ir  angeben,  derart  dass  die  Relation  (19)  erfüllt  ist.*) 

Wie  schwach  auch  2J  divergiren  mag,  so  lassen 
sich  stets  solche  Mr  angeben,  für  welche  der  Grenz- 
werth (19)  Ton  Null  verschieden  ausfiUlt. 

Daraus  folgt  dann  schliesslich: 

Genügen  die  Uy  (wo  Mv>0)  bei  jeder  Wahl  der  Mr  der 
Beziehung  (19)»  so  ist  £  couvergent. 
In  diesem  Sinne  kann  also  die  Bedingung  (19)  als  hin- 
reichend für  die  Gonvergenz  von  ]Cttr  gelten.  — 

Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  nach  dem  Cauchy- 
sehen  Satze  Gl.  (13): 

')  l>a>  ist  (!!.'  K  r onecker"8cb«>  HHdinjjun«?,  die  sich  noch  in  gewisser 
Weise  veiüll^'eiueiiiern  liUat.  Vgl.  Krouecker  a.  a.  0.  und  Jeusen, 
Comptes  rendua,  T.  106  (188-),  p.  635. 

Dieser  Satz  bleibt  natürlich  a  fortiori  auch  fttr  beliebige 
besteben. 
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sobald  der  rechts  stehende  Grenzwerth  existirt.  Somit  ist  die 
Besiehung  (14)  allemal  erfliUt,  wenn: 

(20)  lim  » •     =  0 


(aber  nicht  umgekehrt).  KiiLsprecheiid  ergiebt  sich  aus  dem 
verallgemeinerten  Cauchy 'sehen  Satze  (GL  (15),  dass  die  Re- 
lation {i^j  sicher  besteht,  wenn: 

(21)  lim^-^^.tf.  =  0. 

6.  Hülfs-Satz  L  Oonvergirt  ^ (a?)  =  iJ' «i' lüi 
i  ^  I  ^'"^  1*      gelten  für  \  x  \  <r  die  Transformationeu: 

(A)    ^{x)  =  {l-x)-hs,iff^ 

^        i  V'{y  -i  i)  \ 

wo: 

y  r 

I  I 

Beweis.  Die  Formel  (A)  ist  sehr  bekannt,  wird  jedoch 
zumeist  unter  wesentlich  engeren  Voraussetzungen  abgeleitet. 
Sie  wird  hauptsächlich,  nach  dem  Vorgange  von  Dirichlet,^) 
zmn  Beweise  des  Aber  sehen  Grenzwerthsatzes  (Gl.  (1))  bentttzt, 
also  unter  der  Voraussetzung,  dass  22  ^*  eonyergir  t,  d.  h.  lim  s» 

eine  bestimmte  Zahl  vorstellt.    Da  in  diesem  Falle  offenbar 

lim  5„  ^  SS  0,  so  resttltirt  die  Formel  (A)  ohne  weiteres  aus  der 

»•=  ^ 

Abel  sehen  Transformations-Gleichung: 

W  M  — 1 

(22)  i>  o,«"  =  (1  —  j?)  •  S»- ^a?"  -f  «»a;-, 

t  1 

wenn  man  n  in'a  Unendliche  wachsen  lässt.  Wird  aber  die 
obige  auf  lim  9^  bezügliche  Annahme  nicht  gemacht,  so  mttsste, 


Jouni.  de  Matli.  (2),  T.  7  (1863),  p.  253.  -  Oes.  Werke,  Bd.  II,  p.  8«^. 
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um  TOn  Gl.  (22)  zur  Formel  (A)  zu  gelangen,  orst  feststehen, 
dass  lim        =  0  fUr  { « { <  r.   Dies  IfiBst  sicli  in  der  That, 


auf  Gnind  der  vorausgesetzten  Convergenz  von  ^  a,.  x*'  für 
X  <  r,  olino  Schwierigkeit  direkt  nachweisen.   Nocli  einfjicher 
gelangt  man  jedoch,  ohne  den  Weg  Uber  die  Trausfürniatioii 

(22)  zu  nehmen,  zur  Formel  (A)  mit  Hülfe  der  unmittelbar  für 
I    {  <  r  <  1  aU  richtig  erkannten  Beziehung: 

(23)  ^  ^  («)  =  i>  4f  •     Oy  ar  =  J>  «,ar. 

i  — sc  0  I  I 

Die  Yergleichung  mit  (22)  lehrt  dann  zugleich,  dass  alle- 
mal: lim  ^jB**  =  Of&r|a;|<r,  sofern  nur  die  Reihe  f  (x)  einen 

von  Null  verschiedeneren  Convergenz- Kadius  r  besitzt,  mag 
im  übrigen  auch  mit  n  beliebig  stark  in's  Unendliche  wachsen. 

Zum  Bewebe  der  Formel  (B)  bemerke  ich  zunSchst,  dass 

gleichzeitig  mit  $  (x)  auch  die  Keihe    <    (a;)     £^  v  • 

für  '  r  '  <  r  couvei^nrt.  Duraus  Icdgt  aber  auf  Grund  der  soeben 
gemacliten  Bemerkung,  dass  auch: 

(24)  lim«;a?"=sO,  x  - (x)         si^si'  iHii  \x \<r. 

Man  hat  sodann: 

s^  —  s;«!  =  y  •  a,,  also  a,  =  — — ~^  (v  —  2,  3,  4  ) , 

und  diese  Bezieliuiigen  gelton  aucli  iiot  li  liir  v  =  1.  wenn  man 
die  Bedeutung  von  0  beilegt.    Hiernach  ergiebt  sich: 

I  i    V  0  y-f-  1 

(25)  =":^'rii(^--^)-^'  +  ^-^ 

1  yO'-i-l)  1  »'i-l  » 
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und  hieraus,  mit  Kttckaicht  auf  Gl.  (24)  und  die  Convergenz 
von  ^s'rX''  (aus  welcher  a  fortiori  diejenige  der  beiden  rechts 
auftretenden  Reihen  resuitirt): 

Zusatz.   Für  x^^l  resuitirt  aus  (25)  die  späterhin  zu 

benützeude  Beziehung: 

(26)  S'«,«2>^^^  +  ^. 

7.  Hülfb-Satz  iL    iüt  lim  -  =  0  (wo  wiederum; 


^  s    ~|- dg  ^ , . . Ol,),  so  hat  man: 

(27)  lim  (1  —  e) .  i)' e*^ «  0.  ») 

Beweis.    Es  ist: 

OD  *  «ß 

= e*"  =  S"  ((,   4-  e" 
1  1  «1+1 

*-I5'  fl^e*'— «-e*"*"*  +  e"') . 

Da  andererseits: 

m  « 

1  a 

^  J?,  ,     (mit  Benützung 

-(l-e)  L'*.+.e'-'     d«,  Formel  (A)) 

so  folgt: 

(28)  1J  (e)  =         — e*"*"'  +  e  (1  -    •  ii"  e"" 

1  H-t 

und  daher: 

1^  OD  I 

(29)  |^J(e)l<£'|o,l  +  |*.i  +  (i-e)-i;'i^ 

1  n+l  l»' 


Der  Satz  läsat  sich  leicht  in  folgender  Weise  verallgemeinern: 
Igt:   Hin  "  ~0,  «ohatman:  lim  (l  —  öl' tf"  «0. 

IWH  Sitsiussb.  d.  iiwUi.<pbya.  CL  ^ 
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Wegen  lim  —  =  0  Itafe  sich  nun  zu  beliebig  kleinen  e  >  0 


ein  n  so  fixiren,  dass: 


^  e 
<2 


V 

also,  wenn  man  Ungl.  (29)  noch  mit  (1  —  q)  multiplicirt: 

l(i-e)-*(e)l<(i -c)- {^'i«-! + |s.|} +a -c)'- ^  2  V  (?'->. 

Da  aber: 

1 


-.^     -T"  ~(l-f)*' 

SO  resultiii  aus  der  letzten  Ungleichung  die  folgende: 

(30)     1  (1  -  1.) .  1J  (q)  1  <  (1  -  f>)  •  [  L    ur  I  +  5.  [  -h  ^  . 
Wird  jetzt  q  so  eingeschränkt,  dass: 

(1-e)- ji;^k.l+s.}<~ 

d.h.  e>l  r  (aber<l), 

so  ergiebt  sich: 

(32)  |(i-e).¥(e)|<€, 

und,  da  e  jede  noch  so  kleine  Zahl  >  0  bedeuten  kann, 
schliesslich : 

lim|(l-^ß)¥(ß)|  =  0.  - 

Zusätze,  (a)  Ersetzt  man  wiederum  Op  durch  X^,  wo 
I  X{  »  1,  so  folgt: 

Ist: 


so  hat  man: 


(33)  lim  -i^-s^^:^ •  ■  TJ'~.      =  0, 
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(34)    lini(l— ß).^teZ)  =  lira(X  — eZ).*teiQ  =  0. 

(b)  Die  Bedingung  (33)  ist  offenbar  fttr  jedes  X  mit  dem 
absoluten  Betrage  |  X  |  ^  1  erfüllt,  wenn : 

(85)  lim        +  +        _ 0 . 

11=00 

In  diesem  Falle  gilt  also  auch  die  llelation  (34)  für 
jedes  X. 

(c)  Ist  lim  0«  «  0,  so  besteht  (na«h  dem  Oauchy^ sehen 

n—oo 

Satze,  Gl.  (13))  allemal  auch  die  Beziehung  (35)  und  somit 
wiederum  auch  Gl.  (34)  für  jedes  X. 

8.  Kitnmehr  beweise  ich  den  oben  erwähnten  Sats  des 
Herrn  Tauber  in  der  folgenden  Fassung: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 

für  die  Convergens  yon         besteht  in  den  bei-» 

1 

den  Beziehungen: 
(I)      lim      arü''=^A   (d.  h.  gleich  einer  bestimmten  Zahl) 

(II)      lim^^o  (wo:  s:  =  l  «,  +  2  a,  +  ...-f  «  a,.). 


Beweis.  Die  Kothwendigkeit  der  Bedingung  0)  folgt 
aus  der  Stetigkeit  der  Potenzreihe,  diejenige  der  Bedingung 
(U)  aus  Gl.  (14),  p.  44. 

Um  zu  zeigen,  dass  diese  Bedingungen  auch  hinreichen, 

transformire  ich  zunächst  ^'arQ*  mit  Hülfe  der  Formel  (B) 

1 

p.  47,  also: 

LSsst  man  q  gegen  1  convergiren,  so  folgt  mit  Benützung 

der  Voraussetzung  (I)  und  des  Hülfssatzea  II  (dessen  Anwend- 
barkeit aus  dem  Zusätze  c)  und  der  Voraussetzung  (^11)  folgt): 
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(36)  A  =  lim  .  Q\ 


Da  es  hierbei  gleichgültig  ist,  welche  Folge  monoton 
gegen  1  zunehmender  Zahleuwerthe  q  durchläuft,  so  hat  man 
speciell: 

(37)  '  "•(♦'+1)  V 

«Hm  h  -^XT^ •  (i -  -T + Km      ,  xr/^  - 

lu  Folge  der  Voraussetzung  (U)  kann  man  zu  beliebig 
kleinem  e>0  ein  m  so  fiziren,  dass  fOr  i'>ii,  also: 


«+i  V  (y  4- 1)  \      nJ  [    »  -f  1  „+1  \  nJ 


d.  h.  es  ist: 


«=«  «+1  r  •  (v  +  1)    \  «/ 


und  man  kann  in  Folge  dessen  die  Beziehung  (37)  durch  die 
folgende  (nur  noch  von  einem  Grenzühergange  abhängige) 
ersetzen: 

(38)  A  -  lim  h  -^^1.  •  ( >  ^  ^T- 

«=«  i      •  (v  +  1)    \  nJ 
Man  hat  nun  femer,  mit  Benützung  von  61.  (26) 


**  c'  ' 


(89)  s. = Ii'    =  S'  -T,Vn  +  ^ 

1         t  ^'{y  + 1)  » 

und  daher  in  Folge  der  Voraussetzung  (II)  und  Gl.  (88): 

(40)     lim  (5„-^)  «limS-  -  l  -  (l  -  ^  . 

HS»  I  y  •  (y  -j- 1)  l       V      nJ  \ 
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Da  aber: 

0 

80  wird: 


M 

1 

»■ 

und  da  mit  Rflcksiclit  auf  die  Yorauasetsung  (II)  und  den 
Oauchj'aclien  Satz  (Gl.  (13)): 


1  * 
lim  -  • 
»««>  fl  1 


^-1  =  0. 


so  geht  Gl.  (40)  schliesslich  in  die  folgende  über: 

(41)  lim(,s,^^)-=0, 
d.  h.  mau  hndet: 

(42)  S'o»»^, 

i 

womit  der  auagesproeliene  Satz  bewiesen  ist 

9.  Substituirt  man  wiederum  «r«.  X*  fttr  o^,  so  nimmt  der 

eben  bewiesene  Satz  die  folgende  Form  an: 

Die  nothwendige  und  binreicbende  Bedingung 

00 

für  dieOonvergenz  der  Potenzreihe  ^(x)  =2i*^  Uy 

fOr  irgend  eine  Stelle  d;  =  X,  beateht  in  der 
Existenz  eines  endlichen  lim$(^X)  und  der  Be- 

Ziehung: 

(43)  lim  i(l-aiX-|-  2.a,X»-i-...-i-».a»X-)  =  0. 

«SS«  » 

Ist  insbesondere  Um  » •    s=  0,  also  auch:  lim  n  •  |     |  =  0, 

SO  hat  man  (s.  die  Bemerkimg  am  Schlüsse  von  Nr.  5, 
GL  (20))  auch: 

(44)  lim^(l.la,,  +  2.1agl4-...-i-«-|««i)  =  0, 
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(36)  A  =  imi  h  -7  ~-r,  •  e^ 

^  Da  es  hierbei  gleicli<j:iilti»(  ist,  welche  Folge  mor 
gegen  i  zunehmender  Zahienwertlie  q  durcUäuft,  so  hat 
speciell: 

'<      (  iV 

A  —  liiii  2j'  — r~\-^\  •  Ii  ) 

(37)  '  »'•(»'+1)  ^ 

«lim  h  -ir*iy.  •  (l  -         lim        ,  ^ 

In  Folge  der  Voraussetzung  (U)  kann  man  zu 
kleinem  e  >  0  ein  n  so  fixiren,  dass  I  ^  j  ^  ^  fflr 


^'^vO-')1<-ir^'('-')' 

^+1  y  (y  4-  1)  \       «/  I    w  -f  1  „^i  \  nJ 


lim  |:.  ---4i-n-(l-^y^ 
«s»  n+i  V  •  (v  +  1)  \  n/ 


< 

d.  h.  es  ist : 


und  man  kann  in  Folge  dessen  die  Beziehung 
folgende  (nur  noch  von  einem  Grenzttbergai- 
eisetzen: 

(38)  ^  =  lim      —At-x\  •  f  1  -  -  ■ 

i  y(v  +  1)  \  » 

Man  hat  nun  ferner,  mit  JBenützung  vor 


(39)  «.«S^a^^S' 


T       T  i'-(v+l)"^ 

und  daher  iu  Folge  der  \  uraiissetzung  (llj 


(40)     lim(s.-^)  =  i;n,L-     ,    ,  TVi 


HSOD 
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*  ■  auf  diese  Weise  für  alle 

* 

'^h'lhm  der  letztge- 
'II  schlechthin 


er- 
bel- 
4S  eine 
er  ana- 
Keihen- 
«druckes 
.nao  offen- 

,e  lässt  sicJi 
/  ( JC)  aus  der 
au  beurtheilen, 
tulten  bestimmte 
i\y      zu  ziehen, 
leihe  £  Oy  mit 
ntisch  erweist,  was 
i^'all  zu  sein  braucht, 
«  igente  Fourier'sche 


t  gezeigt  habe,')  basirt 
^    X*  mit  der  Fourier- 
.if  der  Beschaffenheit  dieser 

Halten  Ton  lim  ({q  •  e^')  als 

1'=' 

«lerlichen  i?,  vielmehr  auf 
Umgebung  der  Stellen  X  — 
;  *  einer  solchen  Stelle  X  immer 
I  mm t -Umgebung  zu  verstehen 
•uid  der  Peripherie  des  Einheits- 


^:yh  p.  8i6ff. 


üiymzeü  by  Google 


54 


SUtung  der  matk'phys,  Clttwe  tom  3.  Fd^ruar  1900» 


und  somit  besteht  in  diesem  Falle  die  Beziehung  (43)  für  jedes 
X  mit  dem  absoluten  Betrage  !  X  ]  =  l.  Man  gewinnt  daher 
schliesslich  noch  den  folgenden  Satz: 

Ist  lim  »  •     =  0,  so  convergirt  ^  (x)  =  S'' a;" 

fttr  jede  Stelle  X  mit  dem  absoluten  Betrage  1, 
für  welche  lim    {q  X)  einen  endlichen  Werth 

besitzt. 

Es  läge  nahe  aus  den  Sätzen  in  Nr.  8  und  9  durch  Ein- 
führung der  bekannten  Integral-Form  für  die  Goefficienten 

Convergenz-Bedingungen  abzuleiten,  welche  lediglich  von  der 

Beschaffenbeit  der  durch  die  Gleichung  /"  (x)  =  lim  "ip  A) 

definirten  Uandfunction  (vgl.  den  folgenden  Paragraphen) 
abhängen.  Es  ist  mir  indessen  nicht  gelungen,  auf  diesem 
Wege  weitere  Bedingungen  zu  erhalten,  als  diejenigen,  welche 
aus  der  Theorie  der  Fourier'schen  Reihen  bereits  bekannt  sind. 


§  2,  Ein  Kriterium  für  die  absolute  Convergeiiz  einer 
Potenzreihe  auf  dem  Convei^enz-Erebe. 

1.  Es  sei  wiederum: 

OD 

1 

eine  Potenzreihe  mit  dem  Convergenz-Kadius  \  x\  =  l.  Die- 
selbe definirt  dann  ziniiklist  für  \x'\<l  v'mv  eindeutige  und 
stetige  Function  von  x,  die  mit  f{x)  bezeichnet  werden  möge. 
Für  die  Stellen  X  =  r^-'  auf  dorn  ConYergenz-Kreise  soll  sodann 
f{x)  definirt  werden  durch  die  Beziehung: 

(2)  f  (X)  =  lim  f(Q  X)  -  lim  ^  X), 

wo  Qy  wie  früher,  stets  eine  positive  reelle  Zahl,  kleiner 

'als  1  bedeutet.  Für  solche  Stellen  X,  für  welche  ein  (end- 
licher oder  unendlich  grosser)  limSj^ToX)  nicht  existirt, 
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mag  f{X)  als  undefinirt  gelten.  Die  auf  diese  Weise  für  alle 
Stellen  mit  Ausnahme  etwaiger  Stellen  der  letztge- 

nannten Art  eindeutig  definirte  Function  /  (x)  soll  schlecbthin 
die  zur  Reihe  ¥  (o;)  zugehörige  Function  und  speciell  f(X) 
die  zugehörige  Randfunction  heissen. 

Es  ist  ohne  weiteres  klar,  dass  überall,  wo  ^l-M-^)  conver- 
girt,  die  Beziehung  f{X)=^^(X)  besteht  (nach  dem  Abel- 
sehen  Satze),  und  dass  an  allen  Stellen  X,  Uber  welche  hinaus  eine 
analytische  Fortsetzung  von  $  {x)  existirt,  f  (X)  mit  dieser  ana- 
lytischen Fortsetzung  zusammenfällt.  Ist  ferner  f  (x)  die  Reihen- 
Entwickelung  einee  gegebenen  arithmetischen  Ausdruckes 
F{x),  für  welchen  F(X)  =  lim  F  (o  X),  so  hat  man  ofPen- 

hax  f  {X)  ^  F (w),  t\X)  =  F{X).  In  diesem  Falle  lässt  sich 
im  allgemeinen  das  Verhalten  der  Randfunction  f{X)  aus  der 
Natur  des  arithmetischen  Ausdruckes  F(x}  genau  heurtheilen, 
und  es  handelt  sich  nun  darum,  aus  diesem  Verhalten  bestimmte 
Schlosse  auf  die  Convergenz  der  Reihe  Xi^^'  zu  ziehen. 
Hierzu  ist  Yor  allem  erforderlich,  dass  die  Reihe  U  a,.  X**  mit 
der  Fou rier^schen  Reihe  für  f{X)  sich  identisch  erweist,  was 
hel<nnntlich  keinesweffs  ohne  weiteres  der  Fall  zu  sein  braucht, 
auch  winn  für  f\X)  wirklich  eine  convergeute  Fourier'sche 
Reihe  existirt. 

Wie  ich  hei  früherer  €lelegenheit  gezeigt  habe,')  basirt 
aber  das  etwaige  Zusammenfallen  von  £  a,  X*  mit  der  Fourier- 
schen  Reihe  fQr  /  (X)  nicht  allein  auf  der  Beschaffenheit  dieser 

Uundfunction,  d.  h.  auf  dem  Verhalten  von  lim  f(o '  e'^')  als 

Function  der  reellen  Veränderlichen  0,  vielmehr  auf 
dem  Verhalten  von  f(x)  in  der  Umgebung  der  Stellen  X  — 
wobei  unter  der  .Umgehung*  einer  solchen  Stelle  X  immer 
nur  deijem'ge  Theil  der  Gesammt-Umgebung  zu  verstehen 

ist,  welcher  dem  Inneren  und  der  Peripherie  des  Einheits- 
kreises  angehört. 


1)  8its..Ber.  Bd.  86  (1896),  p.  846  ff. 
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2.  Zur  Kennzeichnung  der  eigenihUmlichen  EventualitSten, 
welche  beztlgHeh  des  Verhaltens  von  f{j-)  in  der  Umgebung 
der  Stt  Ut  n  X  thatsächlich  eintreten  können,  bemerke  ich,  dtiss 
aus  der  Stetigkeit  von  /(.'!')  läii<^rs  eines  etwa  von  den 
Punkten  Xg  =  /A*,  Xj  =  c'^' '  begrenzten  Einheitskreis-Bogens 
und  auf  jedem  lüidius  0X\  wo  X'  jeden  beliebigen  Punkt 
jenes  Bogens  bedeutet,^)  noch  keineswegs  folgt,  dfiss  /"(.r)  in 
der  Umgebung  einer  solchen  Stelle  X'  stetig  sein  müsse 
oder  dass  daselbst  auch  nur  \f{x)\  unter  einer  endlichen 
Grenze  bleibe.  Die  hierin  ausgesprochene  Thatsache,  dass 
nämlich  aus  der  Stetigkeit  einer  (für  ein  zweidimensionales 
Oontinuum  definirten)  Function  in  zwei  auf  einander  senk- 
rechten Hichtungen  noch  keineswegs  deren  Gebiets- 
Stetigkeit  (im  üblichen  Sinne)  resultirt,  ist  zwar  ftlr  Func- 
tionen zweier  reeller  Variabein  l:in;4;st  bekannt.*)  Dass 
difselbe  aber  auch  an  den  (ircnz.stellen  una  1  yt isclier  Func- 
tionen einer  eoin plexen  Vorändorlichen  vorkommen  kann, 
ist  meines  Wissens  bi^lier  nicht  bemerkt  worden,  und  es  mag 
daher  nicht  überflüssig  erscheinen,  die  fragliche  Erscheinung 
durch  ein  eiu£fiches  Beispiel  zu  illustriren. 

Es  sei  zunächst  fttr  |    |  <  1 : 


Für  jedes  yon  1  rerschiedene  X  ««*'(—»<  ^  ^  -|-  »),  also 
für  jedes  von  0  verschiedene  ^  hat  man  auf  Grund  der  zur 
Definition  der  Randfunction  gegebenen  Festsetzung: 


>)  Die  Stetigkeit  von  f(X')  in  der  Richtung  des  Radias,  ist 
allemal  da  vorhanden,  wo  etn  bsitimmtes  endliches  f  (ZO  flberliMqpt 
ezistirt,  da  ja  die  definirende  Ezistens-Bedingnng  f(x*) « limf  (^20 

mit  der  betr.  Stetigkeits-Bedingnng  zosammenftUt. 

*)  Vgl  £n<7klopftdie  der  Math.  Wiiaenflcb.  Bd.  II,  p.  46»  Futm.  S64. 


und  wegen: 
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sehlieaslieh: 

1    C08  2  i>  -  '8>nÄ£ 

(für  jedes  i>  ausser  <>  =  Uj.    Ferner  wird: 


fil) 

und  andererseits  auch: 

liin/-(e*')  =  0, 

sodass  also  /'(dß)  nicht  nur  fUr  jede  Ton  a; »  1  versdiiedene 
Stelle,  sondern  auch  noch  f&r  a; » 1  in  der  Richtung  des  be- 
traffbnden  Radius  und  längs  der  Peripherie  stetig  ist. 

Zieht  man  jetzt  aber  solche  Stellen  X  in  Betracht,  welche 
auf  der  die  Punkte  i  und  1  verbindenden  Geraden  liegen, 
d.  h.  setzt  man: 

+  (0<f<l), 

so  folgt: 

i»?-l  =  (l-l)(l-Öt 
und  (wegen  (1  —  i)*  =»  —  4): 

sodass  also  /"(:r)  für  lim  i?=  1,  d.  b.  wunii  jt  auf  der  Geraden 
i  1  iler  Stf'll*'  X  =  i  zubtrebt,  unendlich  gross  {yon  unendlich 
hoher  Ordnung)  wird. 

Die  Function  f  (r)  ~  f  ist  also  für  keine  noch  so 

kleine  Umgebung  der  Stelle  x—l  stetig  oder  auch  nur 
endlich,^)  obschon  sie  auf  jedem  Hadius  und  längs  der 
Peripherie  ausnahmslos  stetig  isi 


hitibsiid* 


0  D.  h.  ahsolat  genotmnen  unter  einer  festen  poHitiven  Zahl 
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Da  man  sich  im  übrigeu  solche  Stellen,  wie  sie  die  eben 
betrachtete  Function  für  x  =  l  besitzt,  auf  dem  Einheiiskreise 
beliebig  condensirt  denken  kann,  so  ist  sogar  die  Möglich- 
keit vorhanden,  dass  eine  im  Einheitskreise  convergirende 
Potenzreihe  $(a?)  eine  auf  jedem  Radius  und  längs  der 
gesammten  Peripherie  endliche  und  stetige  Rand- 
fun ction  /■  ( A')  —  lim  ^<  (o  A')  besitzt,  ohne  dass  f{j)  in  der 

Umgebung  irgend  einnr  einzigen  Stelle  X  stetig  ist 
oder  auch  nur  endlich  bleibt. 

3.  Die  üebereinstimmung  von  ]^  a,  mit  der  Fourier- 
sehen  Reihe  fttr  f{X)  hängt  wesentlich  und  ausschliesslich 

davon  ab,  diuss  die  Gleichung: 

(3)        £'"^*^'  =  2^J/i:V'^'  (i^l<rf» 

wo  Cg  einen  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreis  mit  dem 
Radius  q  bedeutet,  noch  richtig  bleibt,  wenn  man  diesen  In- 
tegrations-Kreis durch  den  Einheitskreis  (7,  ersetzt.  Hierzu 
w5re  offenbar  hinreichend,  dass  f{X)  für  jede  einzelne  Stelle 

A  einen  bcstiiimitcii  endlichen  Werth  besitzt  uiiJ  f  {oX)  bei 
lim  =  1  durchweg  gleichniüssig  gegen  den  hetrefteaden 
Werth  f  (X)  ponvergirt.  Kann  mm  aber  aii(  h  sdion  das  Vor- 
handensein einer  einzigen  Stelle  A',  für  welche  die  eben 
genannte  Bedingung  nicht  erföllt,  die  Existenz  der  Cilleichung 
fo)  für  (>  =a  1  hinfällig  machen,  selbst  wenn  /  (X'),  wie  in  dem 
Beispiele  von  Kr.  2,  einen  bestimmten,  den  benachbarten 
Randwerthen  stetig  sich  anschliessenden  Werth  besitzt,  so 
ist  andererseits  jene  Bedingung  doch  sehr  weit  davon  entfernt, 
eine  noth wendige  zu  sein,  da  sogar  dann,  wenn  sie  für 
unendlich  viele  Stellen  X'  nicht  erfüllt  ist,  noch  die  Mög- 
lichkeit besteht,  in  der  Gleichung  (3)  durch  (7,  zu  ersetzen. 
Diese  Möglichkeit  benilit  iilimli«  Ii  (abgesehen  von  gewissen,  so- 
gleich anzugebend'  !!  Kiiis<  briiiikungen)  nicht  sowohl  auf  der 
Anzahl  der  etwaigen  usnahmestellen  A',  :ils  vielmehr  auf  dem 
besonderen  Verhalten  von  f (x)  in  der  Umgebung  jener 
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Stellen  X'.  In  dieser  Hinaicht  sind  folgende  zwei  Eventuali- 
täten vorhanden; 

(I)  f  (j)  I  bleibt  in  der  Umgehung  von  X'  durchweg 
unter  einer  endlichen  Grenze.    Wie  ich  in  der  oben 

citirten  Abhandlung  gezeigt  habe,')  wird  durch  das  Auftreten 
einer  solclirii  »SU'lle  die  Möglichkeit,  in  Gl.  (8)  den  hitc^rations- 
AVf'^r  (\  durch  C,  zu  ersetzen  in  keiner  Weise  altt'rii  t  (L^^lricii- 
gültig.  ol)  /  (A")  seihst  einen  l)»'.stiniint('n  Werth  l»esit/t  odor 
nicht).  Djls  gleiche  gilt  dann  auf  Grund  bekannti^r  Methoden 
der  Intti^n  al-Theorie  auch  dann  noch,  wenn  Stellen  X'  der 
bezeichneten  Art,  eine  unausgedehnte  Menge  bilden. 

aO  \fi^)  !  nimmt  in  der  Umgebung  von  X'  beliebig 
grosse  Werthe  an  (wobei  es  wiederum  gleichgültig  ist,  ob 
/'(X')  einen  endlichen  oder  unendlich  grossen  Werth  besitzt 

oder  überhaupt  nicht  definirt  ist).  Auch  in  diesem  Falle  bleibt 
Gl.  (8)  noch  für  »kn  Intctrrationswcf^  C,  gültig,  wenn  fix)  bis 
an  die  Stelle  A"  al)snlnt  intcg rubel  ist,  sobahl  der  In- 
tegrationsweg dem  Innern  oder  der  Peripherie  des  Einheits- 

kreises  angehört,  d.  h.  wenn  das  Integral  ^  \f(x)\*  dx  für 

je(h  n  solchen  Weg  gleichzeitig  mit  der  Länge  dieses  Weges 
beliebig  klein  wird.  Dieses  zunächst  für  den  Fall  einer 
solchen  Stelle  geltende  Kesultat  bleiht  dann  wiederum  noch 
bestehen,  wenn  Stellen  X'  der  bezeichneten  Art  eine  reduc- 
tible  Menge  bilden.*) 

Wenn  nun  f(gX)  im  allgemeinen,  d.h.  höchstens  mit 

den  soeben  sub  (I)  und  (II)  als  zulässig  statniiten  Ausn.ahmcn, 
für  lim  =  1  gleichmässig  gegen  die  endliclien  Kandwerthe 
f  (X)  convergirt,  so  wollen  wir  den  hiei  dun  h  deünirten  Cha- 
rakter von  /*(./•)  durch  den  Ausdruck  bezeichnen:  Es  sei  /'(./) 
und  ijfC^)  in  und  auf  dem  Einheitskreise  gleichmässig 
integrabei.  In  diesem  Falle  darf  man  dann  die  Gleichung  (3) 
auch  durch  die  folgende  ersetzen: 

M  a.  a.  0.  p.  846. 
VgL  Harnack.  Math.  Ann.  Bd.  24  (1884),  p.  224. 


biyuizcü  by  <.jOO<^it: 


60 


SUmmg  der  matkrfhy».  Ohne  vom  3,  Februar  1900, 


woraus  dann  weiter  folgt,  dass: 

(5)  =  2^  J  f(e^ .  ß-»^.  df^. 


— Ä 


Da  andererseits  zunächst: 
f /"(O-^-'-if^  —  O  für  jedes  e<  1  und  v  =  1,2,3, ... , 

und  in  Folge  der  vorausgeseiizien  gleichmässigen  Integrabiliiat 

von  f{j:)  und  \f(x)\  auch: 

f  /•  (0 .     >.   ^  =  H  m  f  /•  (0  0 , 

also: 

so  folgt,  wenn  man  diese  letzte  Gleichung  einmal  zu  GL  (5) 
addirt,  das  andere  Mal  davon  subtrahirt: 


(6) 


— Ä 


7t  U 


—.1 


d.h.  die  Reihe  ^a^'t^  ist  mit  der  Fourier^ sehen  Beihe 

i 

für  fic'")  iilcntisch. 

4.  Mit  Hülfe  dieses  Jjjrgebnisses  und  der  Zerlegung; 

OD  OD 

£»'ay  e"^^ = ((i,  -\-  ßy  i)  (cos  vi>  -\-i'^mvd) 


1 

oc 


= (o,  COS  y  4? — ß„  sin  y  t^)  +  i  Ü»"    cos  V  ^  4"    si"!  >'  ^) 
1  1 
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konnte  man  aus  oineni  von  Harnack*)  bewiesenen  Satze  er- 
schiiessen,  dass  die  lieihe  £(<^H~/^r)f  also:  2i)|Ar|*  con- 
vergirt,  sobald  zu  den  bereits  gemachten  Voraussetzungen 
noch  die  weitere  hinzukommt,  dass  auch  |  f  (e^')  | \  d.  h.  |  /* (X)  \* 
lAngs  des  Einheitskreises,  integrabel  ist. 

Man  kann  indessen  dieses  Resultat  mit  den  hier  zu  Ge- 
bote stellenden  Hülfsniittchi  in  ttwa.s  eiiitacherer  Weise  ab- 
leiten, wenn  man  statt  der  «^kichmiissigen  IiiteL^niliilitüt  von 
von  Yoruherein  diejenige  von  voraussetzt. 

Man  hat  für  ^  <  1 : 

und  wenn 

^(a,-ß.i)'(xr  =  m  (\x\<l) 

gesetzt  wird: 

(8)  f>  (a,  -ßri)'Q^'  er^t^fjj^e^. 

Berücksichtigt  man,  dass: 

so  eigiebt  sieh  durch  Multiplication  der  Gleichungen  (7)  und  (8): 

wobei  der  Accent  bei  dem  Doppelsummen-Zeichen  ausdrucken 
soll,  dass  die  Combination  /« =  y  wegzulassen  ist.  Da  nun: 

—3t 

so  fol^'t  aus  (9)  durch  Multiplication  mit  <f  i9  und  Integration 
in  den  Grenzen  — n  bis  -j- 


')  Math.  Ann.  Bii.  19  (1882*.  i«.  255.  —  öerret- Ilarnack,  Diffe- 
rential- und  lutegral  Hechnung,  lid.  i\,  1  (1886),  p.  346. 
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(10)  :2^-i;'ia,i»«e'*'  =  J  \f(Q-c''')\^^d^. 


Da  feiner,  in  Folge  der  vuraiiügcsetzten  gleicliniiti«>igen 
Integrabilität  von  \f(Q'  c")  [ : 


lim  J*  \f(e'e^')i^'d&=:  S  lAe''')l*'«**t 


so  findet  man  zuniichst: 


—  .T 


und,  da  die  beireffende  Keilie  ausschliesslich  positive  Glieder 
enthält,  mit  Rücksicht  auf  Nr.  3  des  J  1,  schliesslich: 


sodass  also  £  |        als  convergent  erkannt  wird. 

Es  besteht  somit  der  folgende  Satz: 

Ist  die  zur  Potenzreihe  £0»^^  zugehörige 
Function  f(x)  nebst  dem  Quadrate  ihres  ab- 
soluten Betrages  in  und  mrf  dem  Oonvergenz- 
kreise  |a7|  =  1  gleichmassig  integrabel,^)  so  con- 
vergirt  die  Reihe  ^  a,.\\ 

5.  Um  aus  diesem  Resultate  itere  Schlüsse  zu  ziehen, 
fonnuliren  wir  zunächst  den  folgenden  Uülfssatz: 

>)  Setzt  man  voraus,  dass  j  ^(.k)  |  filr  [  ^  i  <  1  durchweg  unter  einer 

endlichen  Grense  bleibt,  so  folgt  aus  der  gleichrnftsstgen  Intef^rubilitat 
von  fix)  schon  eo  ipso  di^enige  von  \f{!t)\  und  \f{x)]*.  In  diesen 
Fhlle  kann  man  anch  statt  der  Integrale  die  von  mir  zur  Darstellung 

der  Mac  Laurin'schen  Reihen-Coefficicnten  an<^owendeten  Mittel- 
werthe  (v<?l.  Sitz.  I?pr.  I^d.  25  (1895),  p.  92;  Malli.  Ann.  Bd.  47  (189C), 
1>.  137)  einfüliioii  und  das  betreffende  UeHultat,  mit  Beibehaltung  der  im 
Texte  bpiint/,t»»n  Scblnj^sweiVc,  Ir-diglirh  mit  den  HülfS'Mitteln  der  ele- 
mentaren Kunctionen-Tlieorie  ableiten. 
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Ist  S       I*  convergent  und  bedeutet  2 
irjL^f'inl   eine  conv^Tj^^entc   Iw'ilie   nnt  positiven 
Termes,  so  convergirt  auch  die  iieihe  ^Cy^'\ap\.^) 

Derselbe  ist  lediglich  eine  besondere  Form  des  auf  der 
bekannten  üngleicliung: 

Vp7'Yr<i  (l^r  H-  ffr)     (Pr>  0,  2r>  0) 

berubenden,  schon  bei  anderer  (Gelegenheit*)  von  mir  benütsien 
Satzes,  dass  aus  der  Convergenz  der  beiden  Reihen  ^Ji^M 
stets  diejenige  von  £  Vpy  •  Qy  resiiltirt. 

Aus  dem  obigen  Hülfssatze  iblgt  dann,  dass  unter  den 
besflglich  der  Beschaffenheit  von  f{x)  gemachten  Yoraussetz- 

-» !  I 

ungen  jede  Keihe  tod  der  Form  ^  CV^  *  |  Oy  | ,  z.  B.  £  ^i+i^ 

I     1  . 

Vi—— — ' —  etc.  converKiren  muss. 

Angenommen  nun,  es  gehöre  zu  der  Potenzreihe: 

(12)  ^' =      V    .  af-« 

1 

eine  Function /',(a!),  welche,  ebenso  wie  1/^,(2;)  |^  in  und  auf 
dem  Einheitskreise  gleichmassig  integrabel  ist,  so  ergiebt  sich 
aus  dem  Satze  der  Yorigen  Nummer  zunächst  die  Gonvergenz 

von  L  i'*-  ^'J*  somit  auf  Grund  des  obigen  Httlfssatzes 
diejenige  jeder  Ueihe  von  der  Form  D  CV^  ♦  y  •  |  «i»  |» 

z.  B.  Xiy^-'-\ari,  Sj^-Kl. 

Daraus  folgt  diuin  a  fortiori,  dia^s  ^  a,  \  convergirt  und 
somit  L  üy  x"  auf  dem  ganzen  Eiuheitäkreii>e  absolut  con- 
vergent  ist. 

')  UnricLii;r  wäre  es,  mit  Harnack  (Math.  Ann.  a.  a.  (>.l  aus  der 

ConvergeuÄ  von  Xil^*'*^       da»  Verachwiiuli-n  wu  Ilm  v-  <f, 

)•  « 

schliessen  m  vollen  (vgl.  meine  Bemerkangen  Math.  Ann.  Bd.  86  (I8d0), 
p.  343  ff.). 

Sitz.-Ber.  Bü.  29  (1899),  p.  263. 
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Die  der  Function  /\  (j.  )  iiuferlegten  Bedingungen  sind  aber 
sicher  erfüllt,  wenn  die  zu  ^  (./)  =  X  öt»  x"  gehörige  Function 
/"(jc)  eine  Derivirte  /* (.r)  besitzt,  wcklit'  in  der  TJnigebu ng*) 
der  Feriiilit  in -Stollen  X  im  allgemeinen^)  stetig  ist  und 
deren  i^uadrat  höchstens  für  eine  reductibie  Menge  von 
Stellen  X'  von  der  Ordnung  1  — e  oder  doch  von  einer  »hin- 
länglich''^) niedrigeren,  als  der  ersten 

1  /     i\ -(!+«) 

(z,  B.  wie  -  ( lg  - )        etc.  bei  x^s^O) 

unendlich  wird.  Denn  für  |  a;  |  <  1  hat  man  ohne  weiteres 
/"i  =  (dj)  und  sodann  auf  Grund  der  in  Nr.  1  getroffenen 
Festseizungen :  /*,  (X)  =  lim  f  {qXj^f  (X).  Man  gewinnt  auf 

diese  Weise  den  folgenden  Satz: 

Besitzt  die  zur  Potenzreihe  £a,jir  gehörige 
Function  eine  in  der  Umgebung  der  Conver- 
genzkreis-Stellen  noch  im  allgemeinen  stetige 
Derivirte,  deren  Quaärat  höchstens  fOr  eine  re- 
ductibie Menge  solcher  Stellen  von  hinlänglich 
niedrigerer  Ordnung  als  der  ersten  unendlich 
wird,  so  ist  ^a^x*  noch  auf  dem  Convergenz- 
kreise  absolut  convergmt, 

6.  Dieses  Kriterium  ist  von  erheblich  grosserer  Tragweite, 
als  das  bekannte,  auf  einer  gelegentlichen  Bemerkung  des 
Herrn  Lipschitz«)  beruhende,  welches  die  ausnahmslose 
Stetigkeit  der  ersten  und  ausserdem  noch  die  eindeutige 
Existenz  und  Endlickkeit  der  zweiten  Derivirten  fordert. 


>)  Dio5!p  Bnzciclmuiig  ist  wiederum  nur  in  dem  am  Schlüsse  vou 

Nr,  1  defiiiiiteii  UmfaTijre  zu  verstehen. 

D.  ]i.  mit  ovtntucllpr  Aufnahme  einer  unausfj;p(lebnt*^n  Menge, 
für  woli  li>'  /  lA)  eutllieh-inistt'tij?  wird,  bezw.  nicht  cxistirt,  aber 
in  der  Uiui/cluni^''  endlich  lilrilit. 

D.h.  in  der  Weise,  dii^s  \  f  {^)     intcgrabel  bleibt. 
*)  Lehrbuch  der  Analysis,  Bd.  II,  p.  492.  Vgl.  auch  MaHi.  Ann. 
Bd.  S6  (1885),  p.  426. 
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Die  GonveTgenz-Theorie  der  Fouri  erwachen  ReiKen  würde 
auf  Gmod  der  Aber  f{x)  gemachten  Yorametzungen  nur  den 
ScUoss  gestatten,')  da»  £  4^  auf  dem  Convergenzkreise  noch 
ausnahmslos  convergirt.*)  Daraus  folgt  aber  nochkeines- 

wefTH  die  absolute  Converjcrenz  dieser  Reihe,  wie  im  folgenden 

l'uiugraphen  noch  des  näheren  erörtert  wird. 

Das  nämliche  Resultat  würde  sich  auch  aus  dem  Satze 
am  Schlüsse  von  §  1  (p.  54)  ergeben,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  aus  der  Integral-Darstellung  der  Or  (61.  (H))  durch  par* 
ti^e  Integration  (welche  wegen  der  über  /"(^)  gemachten 
Vorausaetsungen  gestattet  ist)  sich  ergiebt: 

=       J  f  {e"*)  •  sin  y  *  • 
— « 

und  daher: 

lim  v  •  Cr  —  0 .  — 

rs<D 

Einen  Schluss  auf  die  absolute  Convergenz  von  ^  X*" 
gestattet  dagegen  «»in  von  Heine^)  mitgetheilter  Sutz  über  die 
Art  des  Verschwindens  der  Fourier'schen  Heihen-Coefficienten 
bei  unendlich  w achtend eni  Index.  Darnach  uiinle  aus  der 
Voraussetzung,  dass  f  {c'*')  nur  von  niedrigerer  Ordnung  als 
der  -^-ten  unendlich  werden  darf,  folgen,  dass  lim  )>i*a„ss=0, 

woraus  dann  ohne  weiteres  die  absolute  Convergenz  von 
^  u,  X"  hervorgeht.  Der  betreffende  Satz  gilt  indessen  nur 
für  den  Fall,  dass  (<?'")  «h-r  Diriclilct^sclien  Bedingung 
genügt.    Zwar  behauptet  Heine  ausdrücklich  seine  UUitig- 

')  h>.  7..  Ii.  6erret-H;i r n ;ick  a.  a.  0.,  p.  363.  Um  das  betreffende 
Resultat  auzuwenden,  hat  man  mir  7:11  beachten,  dass  aas: 

•ich  ergiebt: 

Dabei  bliebe  übrigens  Schlusswmae  nnd  Befiiliat  noch  gflltig, 
wenn  TC^)  »elbst  (nicht  eist  f^ix]^  in  der  asgegebenen  Art  unend> 
lieh  wird. 

Handbuch  der  Kugelfanctionen,  Zweite  Auflage,  Bd.  I,  p.  68. 
tiOa  Bil»n«dk.  d.  ■Mth.-pk ja.  OL  6 
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keit  auch  für  den  Fall,  dtiss  die  Function  an  einzelnen  Stellen, 
wo  sie  nicht  unendlich  wird,  unendlich  yiele  Maxim a  und 
Minima  besitzt.  Sein  Beweis  aber,  wenn  ich  ihn  anders 
richtig  verstehe,  scheint  mir  diesen  Fall  nicht  zu  umfassen, 
und  ich  m^hte  sogar  den  Satz  selbst  alsdann  ffir  unrichtig 
halten.  Gerade  durch  das  Auftreten  imendlich  vieler  Maxima 
und  Minima  wird  die  liegelniässigkeit  in  der  Abiiubnio  dir 
Jieihencoefücienten  im  allgemeinen  zenstürt,  und  es  tritt  eben 

an  die  Stelle  der  Beziehung  lim     •        0  lediglich  die 

ConvergeiiZ  der  lu-ilu'  ijr^~''|a>i  (welche  unmittelljar  aus 
der  Existenz  jeuer  Beziehung  folgen  würde,  aber  nicht  um- 
gekehrt). 

Da  alle  Schwierigkeiten  und  Ausnahmefälle  in  der  Theorie 
der  Fourier*  sehen  Reihen  von  dem  eventuellen  Vorkommen 
unendlich  vieler  Mazima  und  Minima  herrühren,  so  scheint  mir 
ein  wesentlicher  Vorzug  des  oben  gegebenen  Kriteriums  gerade 
darin  zu  liegen,  dass  es  in  dieser  Hinsicht  nicht  die  geringste 
Einschränkung  verlangt. 

7.  Im  übrigen  sind  die  in  jenem  Snize.  Ix  ziiglich  dt-r  Exi- 
stenz und  des  Verhaltens  von  /"'  (x)  für  die  Stellen  X,  einge- 
führten Voraussetzungen  sehr  weit  davon  entfernt,  fUr  die 
absolute  Convergenz  von  iJa,,  noth wendige  zu  sein.  Die.s 
geht  schon  daraus  hervor,  dass  dieselben  ja  nicht  nur  die  ab- 
solute Convergenz  von  ^a^X*',  sondern  sogar  diejenige  von 

^v^~'  •  X*  nach  sich  ziehen.  Man  könnte  darnach  eine 
schSrfere  Form  des  fraglichen  Kriteriums  etwa  dadurch  erzielen, 

dass  man  statt  der  ersten  Derivirten  eine  solche  mit  ächt 
gc  bruclif  nein  Indrx')  in  int  rächt  zieht:  tiir  seine  prak- 
tische AnwtMiillijukcit  würde  indessen  auf  diese  Weise  kaum 
etwas  gewonnen  werden. 

Andererseits  lehrt  ein  Blick  auf  die  bekannte  Weier- 
strass 'sehe  Function  ^a,*«^*^  (^^1*  ^  eine  ungerade  ganze 

')  Itiemann,  (ns.  Werke,  XIX,  p.  382.  —  Uadamard,  Joum.  de 
Math.  4icme  Serie,  T.  8  (1892),  p.  154. 


Digitized  by  Google 


A»  Pnngiimm:  Ud>er  dat  YerhäUen  von  fioten^reihen  ete.  67 


Zahl,  a(>l+|n),  dfiss  es  Potenzreihen  giebt,  welche  auf 
dem  Oonvergenzkreise  absolut  convergiren,  ohne  für 
irgend  eine  Stelle  desselben  eine  bestimmte  Deriyirte  zu  be- 
sitzen. Die  Natur  dieses  Bf  ispitls  lasst  zugleich  deutlich 
erkennen,  dass  die  Existenz  eines  im  allgemeinen  endlichen 
f  (X)  durch   die  absolute  Oonvergenz  von  X*"  in 

keiner  Weise  präjudicirt  wird  (ühulich.  wie  etwa  die 
Cou?ergenz  oder  Divergenz  voti^Qp  über  die  Kxistenz  eines 

bestimmten  lim        nicht  das  geringste  aussagt).  Bedeutet 

nämlich  {v  1, 2, 8, . . .)  irgend  eine  Folge  reeller  oder 
complezer  Zahlen  Yon  der  Beschaffenheit,  dass  lim    » 0, 

lim  I  Oy  I '  —  1,  so  besitzt  nicht  nur  die  Potenzreihe:  ^{x)  ~'i^arX% 

sondern  auch  jede  aus  ihr  herausgehobene  Potenzreihe: 

^(f)  i=  J^aM^or^r  den  Convergenzradius  1.  Die  zu  ^(x)  ge- 
hörige Function  f  {jc)  kann  dann  auf  dem  Convergenzkreise  das 

denkbar  einfachste  Verhalten  zeigen,  iiämlicli  für  alle  Stellen 
mit  Ausnahme  einer  einzigen  noch  regulär  sein,  gleichgilUifif 
ob  ^  a,  conver^jirt  oder  diverj^nrt.  A lulrn  rccits)  liisst  öich 
die  Folge  der  natürlichen  Zahlen  w/^  alKuial  (auf  unendlich 
viele  Arten)  so  auswählen,  dass  X)  [  «»»^  ■  (also  -^'"^  fib- 

solut)  convergirt  und  zugleich  der  Oonvergenzkreis  eine 
singulare  Linie  f&t^am^xT^*  bildet:  bei  passender  Annahme 
der  dr  und  kann  man  insbesondere  erzielen,  dass  die  zu 
%ix)  !i  j  ige  Function  /  ('  )  üir  unemllicli  viele,  ilhertill  didit 
liegende  Stellen  X  kein  endliches  /'  (x)  besitzt.  Mit  anderen 
Worten:  Gerade  deijenige  Process,  welcher  hier  die  absolute 

Convergenz  der  Potenzreihe  ^{x)  auf  dem  Convergenzkreise 
zur  Folge  hat,  nämlich  das  Herausheben  der  Theilrethe 

(;r>  aus  der  Reihe  (.r),  zerstj'irt  in  die.<< m  Fall«'  'li<-  Exi- 
stenz einer  im  aUgenieiiien  ejidlicheu  und  stetigen  Derivirton. 

Beispiel:  Man  setze  ar  =  ^  ,  tnys=:2^   Die  Reihe 
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convergirt  für  | j  =  1  nur  noch  bcMÜngt,  ausser  für  die 
Stelle  .r^l,  wo  .sie  eigentlich  divergirt;  fOr  alle  übrigen 
Stellen  verhält  sich  die  zugehörii^'e  Function  regulär,  besitzt 
also  endliche  Derivirte  jeder  Ordnung. 

Andererseits  eonTergirt  die  Reihe:  ^  {xj  =  IJ'     •  a^^  auf 

dem  CoiiYergeiizkreise  noch  ahsolut,  die  zugehörige  Function 

besitzt  aber  für  alle  Stellen  X  =  e**^"*"""  (n  =  1,  2,  3, .  . . .) 

  1    "  , 

keine  endliche  Derivirte,  da  die  Reihe  ^  (x)^-*'Srs^'' 
daselbst  eigentlich  divergirt  und  somit 

f(X)  « lim  f'iQX)  =  00 
wird  (nach  g  1,  Nr.  2). 


§  8.  PotenzreüieB,  welebe  auf  d«iii  Conyergenzkreise 
ausnabmsloB  und  dennodi  nicht  absolut 

convergiren. 

1.  Ich  habe  bei  frttherer  Gelegenheit  0  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dass  zwar  alle  bekannteren  Potenzreihen,  die  auf 
dem  ConTcrgcuzkreise  noch  bedingt  convergiren,  daselbst 
mindestens  eine  Divergenzstelle  besitzen,  dass  es  nichts 

destoweuiger  Potonzreihcn  giebt,  welche  auf  dem  Convergenz- 
kreise  ebentulL>5  nur  bedingt,  aber  ausnahinslos  convergiren. 
Naclidoni  ich  a.  a.  0.  einen  allgemeinen  Typus  von  Reilien- 
coetlicicnten  a>  niitgetheilt,  für  welche  ^((yr*"  die  fragliche 
Eigenschaft  besitzt,  hnlje  ich  daran  die  Frage  gel<nii})ft.  ob  sich 
nicht  auch  im  Einheitskreise  analytische,  durch  geeignete 
Singularitäten  auf  der  Peripherie  charakterisirte  Func> 
tionen  angeben  lassen,  deren  Mac  L au ri nasche  Entwickelung 


Math.  Ann.  Bd.  25  (18S6},  p.  419. 


auf  der  Peripherie  ausnahmslos  und  (loch  nur  bedingt 
conTcrgirt.  Diese  Frage  kann  auf  Gniud  deijenigen  allge- 
meineu  BeirachtungeDf  welche  ich  in  einer  anderen,  oben  bereits 
citirten  Arbeit^)  angestellt  habe,  und  durch  Angabe  sehr  ein- 
facher Beispiele  in  bejahendem  Sinne  entschieden  werden. 
Man  setze  etwa: 

(1)  m=^', 

sodass  also:*) 

f  ix)  =      ür  a;" , 

(2)  •  ' 

wo:  %=\  und  für  v  >  1  : a„  =  £^ ^ — ~-  {y  —  l^^i • 

Die  Function  ist  auf  der  gesammten  Peripherie  des  Ein- 
heitskreises noch  regulären  Verhaltens  mit  Ausnahme  der 
Stelle  x=\.   Hier  wird: 

(3)  /•(!)  =  lim /•(a;)=0. 

ssl 

und  zwar  allemal,  wenn  ./  auf  einen  beliebigen  Strahl  aus 
dem  Innern  der  Stelle  1  zuiftrebt.    Andererseits  hat  mau: 

(4)  /•(<^)  =  c*|co8^4cot0-i.8in^|cot^jj  (d^O), 

sodass  also  f  (e^)  bei  ^  0  mit  unendlich  vielen  Oscillationen 
endlich-unstetig  wird.  Die  Fourier 'sehe  Reihe  för  f{e^% 
welche  in  Folge  der  Bedingung  (•>)  und  des  im  übrigen  durch- 
weg regulären  Verhaltens  von  f  {x),  mit  dt  r  lu  ihe  ^^ay^?'*' 
zusanunenfallt,  ist  alsdann  für  — *t<  <2^<ji  ausnahmslos') 


»)  Sitz.-Ber.  Bd.  25  (1895),  p.  846. 
A.  a.  0.  p.  356. 

^)  Vermöge  eines  sinnentstellenden  Druckfehlers  heisBt  es  a.  a.  0., 
das»  die  fragliche  Reihe  für     =  0,  also  für  x=  1,  diverp-irt.  Da='s 
sich  hierbei  wirklich  nur  um  finon  Dr ti rkffhlfr  hnn  l'^lt,  ^kihi  daraus 
hervor,  daa«  ich  an  auderer  Stelle  iMath.  Ann.  Bd.  44  11894),  p.  54,  Fusa- 
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coiivergout.  feie  kann  indosson  keinesfalls  absolut,  conver- 
giren,  weil  in  die.sein  Falle  die  dnrifestt  llto  Function  f(p^') 
ausnalinislos  stetij^  sein  niüsste.  »Somit  ist  die  Potenzreilie 
^fi,  auf  dem  Couvergenzkreise  zwar  ausnahmslos,  jedoch 
lediglich  bedingt  convor^^^ent.  Für  x  =  \  ergiebt  sich  dabei 
insbesondere,  auf  Grund  der  Beziehung  (3)  und  des  Abel- 
sehen  Satzes: 

(5)  i--     =  0 . 

0 

Dieses  Heispiel  lässt  zugleich  deutlich  erkennen,  durcli 
wrlclif  Art  von  Singularitäten  X'=t"'''  die  fragliche  Conver- 
genz-illnicheinuug  hervorgebracht  wird:  es  muss  Um  fix)  einen 

eindeutig  bestimmten  Werth  besitzen,  wenn  T  auf  einem  be- 
liebigen Strahle  von  innen  her  der  Steile  X'  zustrebt; 
andererseits  muss  f  (r''*)  bei  //  =  />*  eine  Vnstetigkeit  erleiden, 
w«  h  lie  inunerhin  noch  die  Convergenz  der  betreffenden 
Fourier' sehen  Reihe  für  f)  ^  bestehen  lässt,  die  aber  dann 
eo  ipso  deren  absolute  Conyergenz  definitiv  ausscbliesst.*) 

iiutt-i  iiubUnicklich  diu  Convergenz  dieser  Keihe  (bezw.  der  damit  gleich- 
artigen: ^ 

liervor.k'oliulnnt  h,ilu'.  Di«'  Couvergeu/.  fiir  0  =  0  felgt  im  ül'iiLT'ii 
ans  den  von  Du  Ruis  Heymond  an«,?eHtelltcn  Uniersuehuiij^'in 
über  Fourier*8che  Reihen  (Äbh.  der  Bayer.  Akad.  II.  Cl.  Bd.  XIP, 
p.  37.  44),  etwa«  einfacher  aiu  §  4,  Nr.  4  diese»  Anfeatsea.  —  Wie 
ich  inzwischeD  bemerkt  habe,  hat  Herr  SaaUchQtz  die  CodBcienten 

I  • 

der  Keihe:  c'  ~ '  =  —      ar     xum  Gegenstände  einer  sehr  ausführlichen 

0 

Untersuchung  gemacht  (Archiv  der  Math,  und  Phys.  (2),  Bd.  6  (1888), 
p.  805^85(>)  und  hierbei  auch  einen  (mir  freilich  nicht  ganz  einwurfslrei 
erscheinenden),  auf  asymptotischer  Integration  l  iner  für  die  Coefficienten 
üLv  bestehenden  Hccursionsfonnel  beruhenden  Beweis  för  die  Convergenz 
von  y^üv  mitgetheilt. 

Uebereinstiuiraend  mit  dem  von  Herrn  SaaUefafltz  (a.a.O. p.884) 
durch  aHvmptotische  Betrachtungen  berechneten  Resultate. 
^  Vgl.  auch  §  4,  lir.  0. 
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2.  Die  von  mir  früher  mitGrctheilten,  um  Anfuiifru  dieses 
Pfiragraphen  erwähnten  L*uteiizreilien  (mit  ausnalnnslos  be- 
dingter Oonvergenz  ilir  |  x  j  =  X)  sind  von  der  Form: 

(6)  t'a.X'  =  t'^'Sfi', 

WO  ^  in  bestimmter  Abwechselung  die  Werthe  +  l  besitzt, 
wahrend  die  M,  eine  monoton  in^s  Unendliche  wachsende 
Folge  podtiyer  Zahlen  Torstellen,  von  der  Beschaffenheit,  dass 
zwar: 

(7)  -Äf,  >  V 

ist,  dagegen  S  j^-  divergirt  ^z.  B.  3/r=— Ich  will 

nun  zeigen,  dass  man,  bei  etwas  anders  gewühlter  Anordnung 

jener  Glieder- Vorzeichen  Fy,  Reihen  von  jinulogern  Verhalten 
gewinnen  kann,  bei  welchen  die  monotone  Zunahme  der  My 

nur  in  dem  Maasse  erforderlich  ist,  dass  £  conrergirt, 

sodass  also  im  wesentlichen 0  "ur 

zu  sein  braucht.  Abgesehen  davon,  dass  die  in  dies« di  Falle 
zulassige  Wahl  —  v  ein  besonders  einfaches  Beispiel 
einer  Reihe  Ton  der  fraglichen  Beschaffenheit  giebt,  so  scheint 
mir  das  betreffende  Resultat  aus  dem  Grunde  besonders  lehr- 
reich, weil  es  eine  bemerkenswerthe  Ergänzung  zu  dem  Satze 
in  Nr.  4  des  YOrigen  Paragraphen  liefern  wird. 

Ich  setze,  wie  in  Ui.  (6): 

«  *    f  [V*\ "  * 

(8)  iJ'«».»' =  D»^  ,r         wo:fr  =  (— 1)  , 

1  1 


Oenauer  gesagt: 

Mv  ^  Vf 'Wir, 

wo  wr  BUr  so  in*«  Unendliche  zu  waehaen  braucht,  tUisü  VI  con« 

vergirt  (cf.  Ül.  (20)). 
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(dabei  soll  grösste  in  enthaltene  ganze  Zahl 

bedeuten),  und  will  darauf  ausgehen,  die  schwächste  mono- 
tone Zunahme  der  My  zu  bestimmen,  bei  welcher  die  Reihe 
^  1^1^^  noch  ausnahmslos  convergirt. 
Damit  dies  zunächst  an  der  Stelle  \  stattfinde,  also 
£  o,  convergire,  ist  nach  p.  46, 61.  (19)  jedenfalls  nothwendig, 
dass: 

d.  h. 

(9)  lim       =  0,  wo:  ö„  =  c,  -|-  Cg -|-  4"  «h» 

Die  aus  bestimmten  Gruppen  positiver  und  negativer 

Einheiten  bestehende  Summe  o„  nimmt  bei  successive  wach- 
sendem n  unter  anderen  Werthen  eine  Reihe  von  Mininial- 
büzw.  iMuximal-Wertheii  an,  welche  allemal  dann  auftreten, 
wenn       das  Schlussglied  einer  Gruppe  negativer  bezw. 

IV  "1-* 

positiver  Einbeiten  bildet.   Da     =  (—  1)         und  f  Fi  ] 

jedesmal  um  1  zunimmt,  wenn  v  [gerade  eine  (^luuii  at/alii 
w*  erreicht,  wobei  dann  also  das  Norzeichen  wechselt,  so 
sind  jene  Minimal-  und  Maximal wertlie  von  o„  charak- 
terisirt  durch  die  Bedingung  n  =  — 1;  und  zwar  ist  das 
betreffende  Scblussglied  ««ein  negatives  bezw.  positives, 
der  entsprechende  Werth  von  On  also  ein  Minimum  bezw. 
Maximum,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade.  Man  hat 
nun  für        (2ju  +  !)•— 1  =  4;*»+ 4/*: 

3  8  15  24 

1  4  9  IC 

(2^)«-l  (2;,-}.i,a_l 

«  (3  -  5)  +  (7  -  9)  +  . . .  +  (4 - 1)  -  (4 4- 1) 

(10)  =-2/i, 

und  für  »--(2//)*—  1  =4/t*—  1: 

04^«-!     (3  —  5)  -j-  (7     9)  -h. . .+  (4 jt*  —  1) 
(U)  ^2/1  +  1. 
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Hieraus  ergiebt  sich  zunächst,  dass: 

(12)  lim        '-^  '      =  —  1,    hm  — , 

-.=x  |/4/i*-f  4/4  —  1 

und  da  die  Folge  der  04/i>+4^     =3  1, 2, 3, . . .)  offenbar  den 
unteren,  die  Folge  der  04,^^1  den  oberen  Limes  von 
definirt,  schlieeslich: 

(13)  liin-^  =  — 1,  Eir-^  =  +  l. 


Daraus  folgt  aber,  dass  die  noth wendige  Bedingung  (9) 
für  die  Convergenz  von  ija^  dann  und  nur  dann  erfüllt 
ist,  wenn: 

(14)  ilf,>>V, 
sodass  man  also  setzen  kann: 

(15)  Mr  =■  Yv  •  Mr,  wo:  lim      =  00, 

Man  hat  nun  mit  üülfe  der  Ab  ersehen  Transformation: 

N-l 


und  daher,  mit  Berücksichtigung  von  Gl.  (15)  und  (13): 

Ä                 Oy    Yv-\-l'  niy+i  —  y  V  '  tHr 
ii'O»  =  Zj'_  /  •  -   ,/-^^~  • 

Daraus  folgt,  dass  2j  gleichzeitig  mit  der  rechts 
stehenden  Reihe,  also  wegen:  lim  -^^  =3  1,  gleichzeitig  mit 
der  Itoihe 

conTergurt. 
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Man  hat  nun: 

1/ — ^~^  i/~         \^^-\-  A^'m^4-\—in, 


- — ^r—  ^ —  (wo:  lim  i?r«  1, 

lim     =  1) 


..fix  1  m„+i  — 1 

Da  ^^^^^^^^^^ — ^  das  allgemeine  Glied  einer  converffenten 

Reihe  bildet,  sofern  nur  überhaupt  w,  mit  v  monoton  (wenn 
auch  heliebig  langsam)  in^s  Unendliche  wächst,^)  so  wird  die 

fragliche  Keilie  dann  und  nur  dann  convergiren,  wenn   

convergirt.    Darnach  ergiebt  sich  also  zunächst: 

Für  die  Conyergenz  der  Reihe  wo: 

Or  «=  ( — i/^^^"'«      —  ist  notliweneUg,  dass 
lim  i»„  =  00,  hinreiclwnd,  dass  die  m,  monoton  zu- 

nehmen  und  £  convergirt. 

8.  Ks  lässt  sich  nun  leicht  zeij^t  n,  dass  alsdann  ^gleich- 
zeitig mit  auch  Ü  a>,  X'  für  jedes  von  1  verschiedene  X 
mit  dem  absoluten  Betrage  \X[^1  convergirt.  Man  hat 
nämlich: 

also  für  jedes  von  1  verschiedene  X: 

(17)  X"  =  j£^.      (a.-a,_,)-(l  -X')  +a«.  ^ 


i)  Math.  Ann.  Bd.  85  (1890),  p.  827. 


üiyiiizoa  by  Google 


Pringiliem:  Ueber      VerhalUn  von  Poteturtihen  ete.  75 


und,  wegen  lim        0,  lim  1 1  —  X"  |  <^  2: 


(18)  i)'    X"  =         i]'  (o,  -  an-i)  •  (l  -  X"). 

Da  ftlr  (jedes  X  und  v);  1 1  —  X'  |  <  2,  80  convergirt  die 
rechte  stehende  Reihe  eicher,  wenn  £  |  —  a,+i  |  convergent 
ist  Da  je  zwei  auf  einander  folgende  Terme  Or,  Oy^i  gleiches 
Vorzeichen  hahen,  ausser  wenn: 

80  findet  man: 

wo  dpr  Acc«^nt.  an  dem  ersten  Suinnienzeicheii  tlt  r  retliten 

Seite  andeuten  soll,  dass  dieWerthe:  v  =  A(^A-|-  2)  (a  — 1,2,:'»  ) 

auszuschliessen  sind:  an  die  Stelle  der  betreffenden  Glieder 
treten  die  in  der  zweiten  Summe  vereinigten.  Setzt  man 
diese  letztere  in  die  Form: 

und  fDgt  die  Glieder  der  ersten  Summe  noch  zu  denjenigen 
der  Summe       so  wird: 

(19)  + 


Jlffi-t.l)** 


sodass  sicli  uimiittelbar  die  Conve  r^n  iiz  von  |  -  a^-f  i 
ergiebt,  wenn  man  noch  Ijeachtct,  duss  nach  Gl.  (15): 

JM(a+i)«  =    +  1)  •  W(jn.j)i 
und  sodann,  wegen  >  M»A-f>i : 

also  2j  -<y^,  -    d.h.  couvergent  ist. 
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Man  findet  somit  schliesslidi: 

Die  Reihe  Id^a^X^  wo:  <K=i — 1)        •  -7=  

i8tfUr{X{  =  l  ausn alimslos  conyergent,  wenn 
die  Wy  monoton  in  dem  Maasse  zunehmen,  dass 

S  ^-^^  cwwr^r^,  Sie  convergirt  also  n^ir  baüngi^ 
wenn  andererseits  die  m,  so  angenommen  werden, 

dass  £  -~ —  divergirt.   Man  setze  z.  B. : 
Yv  • 

(20)  m,^(Vv)%  m,=(lgy)^+s  tt*r=lgv- (lg, !')'+%  etc.  (fi>0).») 

1  1 
4.  Da  mit  der  Reihe  £  a  fortiori  auch  £ 


conyergirt  und  [a,.\  —  ^  J — ,  so  folgt  zunächst,  dass  bei  den 

Reihen  XjOv«*  der  betrachteten  Art  stets  S  |  a,.  |*  conver- 

gent  ist.  Andererseits  können  al»er  die  so  langsam  zu- 
nehmen (z.  B.  w,  =  (lg  dasskriiit'  nicdrifjci  c  Potenz, 
als  das  Quadrat  der  |  1  eine  convergente  Ueihe  liefert. 
Mithin  erhält  man  das  folgende  Resultat: 


')  Ein  besonders  einfaches,  für  Vorlesungszwecke  geeignetes  Beispiel 
resuliirt,  wie  bereits  oben  bemerkt  wurde,  f&r: 

Uly  SS        a-lwj  •W"  — 
Die  Gleichung  (19)  nimmt  in  diesem  Falle  die  Form  an: 

welche  ohne  weiteres  die  Convergenx  der  betreffenden  Reihe  erkennen 

Iftssi.  Andererseits  ergiebt  sich  die  Convergens  von  2]  «rr  hier  un- 
mittelbar ans  der  (durch  ein&che  Bechnnng  leicht  m  Terificirenden)  Be- 
merkung, dass  die  positiven  und  negativen  Glieder  sich  zu  Qruppen 
altemirenden  Vorzeichens  vereinigen  lassen,  deren  Zahlenwerthe  mono- 
ton geg^  Null  abnehmen. 
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Es  giebi  Potenzreihen  ^(x)  =  ^ayar  mit  dem 
GonTOrgenzradius  1,  welche  fttr  |^|sss5l  noeh 
ausnahmslos  bedingt  conyergiren,  während  hss2 

der  kleinste  Kxpoiunt  ist,  für  welchen  £|a,,[* 

(also  SaJX'  absdut)  convergirt. 

Die  zur  Reihe  gehörige  Funeüou  f  (x)  besitzt  hier 

für  jede  einzelne  Stelle       der  l'eripherie  einen  bestimuiten 

endlichen  Werth  (nämlich  den  Werth         X**).    Da  femer 

I 

die  aus  GL  (17)  durch  Substitution  von  x  X  resultirende 
Beziehung: 

"  2:  1  

L*  ayOf   L»"  (üy  —  üy^i)  {l  -  x")  -\-  a^x  '  — — 

erkennen  liisst,  dass  die  iUnhe  a,,  a?*"  gleichmässig  conver- 
girt im  Innern  und  auf  der  Begrenzung  desjenigen  BereicheSf 
welcher  entsteht,  wenn  man  aus  der  Fläche  des  Einheitskreises 
eine  beliebig  kleine  Umgebung  der  Stelle  1  aus- 
scheidet, so  folgt  weiter,  dass  f{x)  nicht  nur  längs  der  ge- 
sammten  Peripherie  mit  cTentueliem  Ausschlüsse  der  Stelle  1, 
sondern  in  der  Umgebung  jeder  von  1  verschiedenen  Stelle 
X  Tollkommen  stetig  ist.  In  der  Nähe  der  Stelle  21?:=  1 
kann  dagegen  (und  speciell  auch  ^a,.  A')  uiigleich- 

Uiässsig  convcrgiren  (ich  verniuthe,  dass  dies  iiuth  wiiklicli 
der  Fall  sein  dürfte,  obschon  es  mir  andererseits  bisher  nicht 
gelungen  ist,  einen  vollständigen  Beweis  dafür  zu  erbringen). 
In  Folge  dessen  braucht  auch  [fix)\,  wiewolil  für  jede  ein- 
zelne Stelle  X  (incl.  X)  einen  bestimmten  endlichen 
Werth  besitzend,  in  der  Umgebung  der  Stelle  x=l  nicht 
unter  einer  festen  Grenze  zu  bleiben.  FUr  das  etwaige  An- 
wachsen ▼on  \f(x)\  in  der  Nähe  der  Stelle  1  lässt  sich  leicht 
eine  obere  Ohrenze  angeben.   Da  nämlich: 


1 
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so  kann  der  Werth  von  ^  f(x)  für  x  =  o  -  c^'  niomals  den- 
jenigen von  F{q)  übersteigen.  Dabei  wird  F(q)  für  hmg  —-  1 
schwächer  unendlich  als  (1 — ß)^,  ja  sogar  um  so  viel 
schwacher,  dass  nicht  nur  F{g)^  sondern  auch  für 
Q<1  integrabel  bleibt.')  Hieraus  kann  nun  zwar  die  In- 
tegrabilitit  von  ,  f  (x)  |  ^  auf  jedem  in  den  Punkt  1  von  Innen 
her  einmündenden  Strahle  erschlossen  werden:  ob  aber  diese 
Eigcnschult  auch  längs  der  Peripherie  erhalten  bleibt,  ist  auf 
diesem  Wege  nicht  ohne  weiteres  zu  erkeaiieu/'')  E»  kann  dies 
indessen  aus  der  hier  n  priori  feststehenden  (absoluten)  Con- 
vergenz  der  Keihe  durch  Umkehrung  der  in  §  2,  Nr.  4 

benutzten  Schlussweise  gefolgert  werden. 

«5 

Hiernach  genügt  also  f  {x)  =      Ur      den  sümintlichen 

ftlr  die  Gültigkeit  des  Satzes  %  2,  Nr.  4  geforderten  Beding- 
ungen und  sogar  noch  den  weiteren,  fttr  jede  Stelle  X  einen 
endlichen  Werth  zu  besitzen  und,  mit  eventueller  Ausnahme 

der  einzigen  Stelle  X  =  1,  auch  vollkommen  stetig  zu  bleiben. 
Trotzdem  giebt  es.  bei  geeigneter  Auswahl  von  w,.,  keinen 

Exponenten  A;<2,  derart  dass  U  |  a,.  convergirt.  Man  kann 
darnach  sageii,  <lnss  der  fragliche  Satz  das  äusserste  leistet, 
was  aus  den  ihm  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  ge- 
folgert werden  kann. 

')  Die  Iii«  htigkt'it  der  erstoii  Behauptung  folgt  unuiittelbar  aus 
p.  49,  i'uäänote;  die  Uer  zweiten  aus  einem  ähulichen,  deu  Zusammen- 
band zwischen  der  Abnahme  (bezw.  Zunabme)  der  |  av  \  und  dem  ün- 

CO 

endlichwerdeu  von  lim  ^*  ay  qv  noch  genauer  präciairenden  Satze,  den 

6-1  1 

ich  bei  späterer  Gelegenheit  mittheilen  werde. 

2)  Die  gleichmils»ii;e  Integrabilitilt  von  /"(')  selbst  stobt  wegen  der 

Y 

absoluten  Convergcns  der  Reihe  -_r~r  *  Or  X*'+J  =  ^  f  {x)  dx  von 
vornherein  ausser  Frage. 
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§  4.  Zofiammenhang  zwischen  dem  reellen  und  imaginftren 

Theile  der  Bandftuction. 

1.  Mau  hat,  mit  Beibehaltung  der  bisher  angeweudeten 
Bezeichnungen: 

(1)  f{Q  .  e^')  =  h  (a.  +     i)     '  e""'  für  e  <  i  , 

I 

und  daher,  wenn: 

(2)  r(e-e*)-v(c,«)  +  i-v(e.<») 

gesetzt  wird: 

OB 

(p  (ß,     =      (a,  cos  y  1?  —  ß,  sin  r  i>)  •  6' , 

(3)  j  l  (8<1). 

[  V  toi  t>)  =*      (^r  cos  y  ^  +    sin  f  ^)  •  (.^"^ , 

Für  die  Randwerthe  c^'  ergiebt  sich  sodann: 

(4)  /•(«*) -vW  +  i-vW. 

wenn  <f{^i})t  y^iß)  definirt  werden  durch  die  Beziehungen: 

(5)  <p  W  =  Um  <F  iQ,0),    y  {{>)  ^  lim  y  (q.  »^X 

fiSl  «ist 

Es  wf>r<le  nun  angenonimon,  rlass  f(x)  diejenigen  (in  2, 
Nr.  3   iiiilier   urüiterten)  lutegrauilitüU-Kigeiiscliaften  besitzt. 

weiche  das  Zusammenfall en  von  ^  {fir  ßr  i)  >  e"'^*  mit  der 
Fourier' sehen  Reihe  für  f(e^*)  zur  Folge  haben.  Alsdann 
wird  nach  GL  (6),  p.  60: 

— a 

==    J(9»(v)  +  » •  V'(v)) •  sin  V»;  -  rfiy , 

also: 


80 
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(6) 


~—7l  —3t 


—ft  — Jt 


und: 

(7)  lmi««  =  0,    lim =  0. 


HS«  Msee 


Wenn  die  Reihe  £  a,.  o;"  für  irgend  eine  Stelle  X  =  ^ 
convergirtt  so  müssen  die  beiden  Keihen: 

(8)    ü»- (oy  cos  v  ^ — sinvi^),       O^r  cos  y    -1- sin  y  ^) 
1  1 

gleichzeitig  convergiren  —  vice  versa;  und  man  hat  sodann 
nach  dem  Aber  sehen  Satze:  ^) 


(9) 


M 

9?  (d)  =  lim      (Otr  COS  y  ^  —  ßp  sin  v  d) , 

ÜB»  1 

i 

I   y  (d)  =s  lim  S*'  (/^.r  cos  V 1?        sin  v  j>)  . 

^  HS«  I 


Zur  Beurtheilung  der  Convorgenz  oder  Divergenz  dieser 
Reiben  können  dann  zunächst  die  bekannten  Kriterien  aus  der 
Theorie  der  Fourier* sehen  Reihen  dienen,  wobei  also  in  der 
Reihe  für  (p(ß)  die  Coefficienten  a,,  als  Functionen  yon 
7  (  />)  erscheinen,  und  als  Convergenz- Bedingungen  gewisse 
Stetigkeits-Eigensehaften  von  9  (1^)  resultiren  (entsprechend  so- 
dann lür  yf  (*?)).  Da  sicli  aber  a^,  p'^  ji.k  h  Gl.  (6)  auch  als  Func- 
tionen von  yf  (/>)  darstellen  lassen,  so  t  i  gicbt  sich  hier  auch 
noch  die  folgende,  gänzlich  ausserhalb  der  gewöhnlichen  Theorie 


1)  Der  Volktftndigkeit  halber  bemerke  ich,  dam,  wie  ein  Blick  auf 

die  Gleichungen  (8)  und  (5)  lehrt,  das  entsprocbtMule  Theilresaltat  auch  er> 
halten  bleibt,  wenn  nur  eine  der  beiden  fraglichen  Reihen  convergiri. 
Und  man  hat  nach  §  1,  Nr.  2  auch:  9?  (i?)  «=  +  00  bexw.  vW™!t*f 
wenn  die  betreffende  Reihe  eigentlich  divergirt* 
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der  Fourier* sehen  Reihen  liegende  Fragestellung:  Welche 
Stetigkeits-Eigenschaften  von  (^)  ^d  erforderlich  oder  hin- 
reichend, damit  die  Reihe  fttr  fp{d)  bei  einem  hestimmten 

Werthe  überhaupt  convergire? ^)  Die  hierauf  zu  er- 
zielende Antwort  gilt  dann  in  Folge  der  zwischen  <p{p)  und 
y^ijy)  bestehenden  Reciprocität  (s.  (iL  (9)  nnd  ((5))  mutatis 
xuutaudis  auch  bezüglich  der  Couvcrgeuz  der  Reihe  für  ^  iß)-^) 

2.  Setzt  man: 

w 

(10)  (a,  co^v^--ß^smv<y)^(pn 
I 

80  handelt  es  sich  also  um  die  Untersuchung  von  lim  fpn  {&) 

unter  der  Voraussetzung,  dass  fiir  a».,  py  der  zweite  der  in 
Gl.  (0)  angegebenen  Integral- Ausdrücke  eingesetzt  wird.  Mau 
erhält  auf  diese  Weise  zunächst: 

(11)  <pn  (<>)  =  -  I    (i?)  •  ü»-  sin  y  (f/  —  i!^)  .  , 
und  da: 

^    .     .     cos  i  A  —  cos  (n  4-  l)X 

sin  vi  =  2 — -  , 

1  2  sm  ^  X 


=  ^  ^cot  g-  —  cos«A •  cot ^  -|-  siu »i^ 


so  wird: 


(12)  2ji.<^«(i>)  =  Jv'(»i)-cot--2— 0— cos«(»y  — i>)j-£^v  +  ^«. 


—n 

wo: 


Daaa  ihre  Summe  alsdann  Bteta  den  Werth  <p  {&)  hat,  folgt  wieder 
unmittelbar  aus  dem  Abersehen  Satze  (s.  auch  die  vorige  Fussnote). 

^  Eine  ähnlidie  Untersuchnng  des  Herrn  Tauber  (Monatsh.  f. 
Math,  uud  Phya.  Jahrg.  2  (1891),  p.  79—118)  beruht  tlicilweise  auf  an- 
deren Voraussetsongen  und  verfolgt  im  weeentUcben  andere  Ziele. 
IMML  Sttningsb.  4.  BMibw-pliya.  CL  6 
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(13) 

also : 
(U) 


itr  maÜk^^Kjß.  Chat  wm  3.  Feftmor  i900. 

sa  TT  (Om  cos  M  d  Sill  91 


lim  Ja  »  0 


und  Kwar  gleiclimässig  für  alle  mdglichen  Bezeichnet 
man  das  andere  in  Gl.  (12)  auftreiende  Integral  mit  JitC^),  so 
ergiebt  sidi,  indem  man    —  ^  s=  a  subetituirt: 


(15)  J*  v(*  +  a).cot^-(l — cosfia)*da, 


und  wenn  man  sodann  das  Integrations-Intervall  durch  Ein- 
sclialtung  des  Theilpunktes  — n  in  zwei  Theile  zerlegt  und 
beachtet,  dass,  mit  HlÜfe  der  Substitution:  a^a — 2n  und 
mit  Rücksicht  auf  die  Periodicität  von  t/K^): 

— » 

I  yf  (fi  +  a)  •  cot  ^  •  (1  —  cmna)'da 

n 

=  J*  y(i>  +  a')»cot —  •(!  —  cos «a')* da', 


so  folgt: 


=  J*  y  (i'>     aj  •  cot  ^  •  (1  —  OOS  na)  da 


(16) 


— « 


=  J'{v(^+«) — — a)}«cot|-(l— cosna)«dfa. 


Bedeutet  eine  beliebij^  kleine  positive  Zahl  und  zerlegt 
man  JnW  in  die  beiden  Theil-Integrale: 
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(17)  J.W-=^"(*)  +  <.W. 

wo: 

(18)  Jl'> (d)« J{v(d+a)— v(^-o)}.cot|-(l-co8na).da, 

0 

.-T 

(19)  J,..(^)=J{v(T?4-o)-'V'(^-a)l-<50t^.(l-C08na).da. 

so  hat  zimäckst  (^),  in  il'olge  der  ausnalmiälosen  Stotigkeit 
von  cot  ^  fUr  c  <  a  ^  ti  und  der  vorausgesetzten  Integrabilifcüt 

von     (i?)  und  I  v  (t^)  1 1  nicht  ntir  für  jedes  noeh  so  grosse  n 

eineu  be.stiuiijiten  Werth,  sondern  es  iat  auch  insbesoiidtre : 


(20)  lim  j;.,(i^)  =  f{v(i^+a)— v(^--a)}-cot|rfa, 
da  nach  einem  bekannten  Fundamentalsatze: 

(21)  lim  j  {vH«^  4"  «)  —  V     —  a)}  •  cüt^  'COS«a«da  =  0 

r 

wird.    Diese  Beziehungen  gelten  für  jedes  noch  so  klein  an- 

gt'iiumiueiie  coiistante  f  !>  0.  Soll  aber  die  Existenz  von 
lim  Ju^g  (tf)  auch  bei  unbegrenzter  Verkleinerung  von  « 


erhalten  bleihen,  so  ist  dazu  noth wendig  und  hinreichend, 
dass  ausserdem  noch  lim  J^'  ^  (0)  gleichzeitig  mit  cverschwindet, 


M 
HS« 


d.  h.  durch  Wahl  einer  oberen  Schranke  für  e  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann.  Und  sollen  die  beiden  Gleich- 
ungen (20),  (21)  für  e  =  0  einen  Sinn  behalten,  so  ist  des 
weiteren  erforderlich,  dass  die  beiden  Bestandtheile  von 
lim  <^'>  (i^),  nämlich: 


«SOB 


6* 
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(22) 


0 


lim  r{v{^+«)— — a)}-cot^»co8«a-rfa, 


einzeln  genommen  die  eben  fin^ogel>ene  Eigenschaft  besitzen. 
In  diesem  Falle  geht  dann  GL  (20)  in  die  folgende  über: 

st 

(23)       lim  Jh  W=  {WiO-\-Q)  —  yj(ß—a)\'Cot'^'da. 


Dabei  lässfc  sich  noch  das  Integral  J^^{^)i  wie  auch  jedes  der 
Theil-Integrale  (22),  durch  ein  etwas  einfacheres  ersetzen.  Da 
nämlich  die  identische  Umfonuung  besteht: 

(24)  JV-  W  =  2]  ^t»+«)-y(tf-°)(i _^,„„yaa 

0 

-f-  J'{y(^+a)—V'(*— «)}(!  — coswa)^cot^—^^  iJa, 


und  da: 

(25)        cot^  —  =  

^    '  2     a  .  a 


a 
6 


a  •  sm 


2 


für  a  s  0  verschwindet,  so  wird  das  letzte  Integral  in  GL  (24) 
gleichzeitig  mit  e  beliebig  klein,  und  zwar  unabhängig  von  n, 
insbesondere  also  auch  fUr  lim  fi  «  oo .  Hiemach  wird  also 
lim  (7^'^  (t>)  allemal  dann  gleichzeitig  mit  e  gegen  Null  con- 


yergiren,  wenn: 


(26) 


im  I 


Iii 


V     H-  «)  —  — 


a 


(1  —cosna)'  da 
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ilieHe  Eigenschaft  besitzt,  und  das  analoge  gilt  für  die  beiden 
Theil-Integrale  (22). 

Bemerkt  man  schliesslich  noch,  dass  aus  Gl.  (12)  die 
eiir^Titliche  L)i  vt  i  f^cTiz  von  ^  (a,  cos  >•  i9  ■  - /*,  sm  r re- 
suitirt,  falls  üm</»(^j  =  Hh^  i^^/)      koim  man  das  Ergeh- 

ÜB» 

nks  dieser  Untersuchung  in  folgender  Weise  zusammenfassen: 

£s  ist: 

.T 

(27)  9P(^)=.^  lini  r{i/;(^+a)-v<^--a)}.cot^.(l-coefia).|fa, 

0 

sobald  dieser  Grenzwerth  cxisürt;  d.  h.  die  Keihe 

er 

9  W  =      (^r  COS  y  t?  —  p  sinv  ü) 
I 

ist  coHVirgent  oder  eiyentlick  äiva'fjoit,  je  nachdem 
der  obige  G i  cn z \\  »*rth  mdlirfi  odor  nnendlirh  (fross 
ausfällt.  Als  nothwendig  und  hinreichend  für 
die  V<imergm£s  ergiebt  sich,  dass: 

(A)  lim  I  t^l±3-V(fi-'Ü .  (1  __     „  „3 .  j  „ 

~  0 

gleichzeitig  mit  e  ^egen  Null  convcrgirt.  Be- 
sitzen schon  die  beiden  Bestandtheile  dieses 
Ausdruckes,  nämlich: 

(B)  jv'.(*_+«).-v(*-«).i„ 

0 

(C)  lim  1— — ■ — '  —  -'imna'da 


«a« 
0 


^)  HierfQr  ist  wiederum  fainreicliend,  wenn  der  Qrenswerth  (26)  iDr 
irgend  ein  i >0  unendlich  gron  ausfiUlt. 
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diene  Eigenschaft,  so  reducirt  sich  zugleich  die 
Beziehung  (27)  auf  die  folgende: 

(28)  ifW  =  2^ J{v>(^  +  a)-v;(i>-a)}.cot^.da.O 

0 

8.  Ver^Ieiclit  nian  die  Darstell ungs-Forme!  (27)  mit  der 
gewöhnlichen  (^D  i  r i  c  h  1  e  t ' sehen)  Sumniationsfüimel : 

(2!))     v-(.9)  =  ilim  f{v  (,H  «)  + 9^  O»  -«)}^^  •<»<•, 

0 

=  i  Wi^  +  0) -f  9^(1? -  - 0)}  +  ^  Ji^'(«)-^ •  . 

0 

wo; 

J\a)=  {9>(*  +  «)-y(0  +  0)}+  {».(0-«)-v(*-0)), 

SO  ergeben  sich  die  folgenden  fundamentalen  Unterschiede: 

1)  Der  Werth  des  Grenz- Ausdruckes  (29)  hängt  lediglich 
von  den  Functionswerthen  tp  {{^)  in  unmittelbarer 
Nähe  der  betrachteten  Stelle  t9  ab,  derjenige  des  Aus- 
druckes (27)  von  der  Gesammtheit  der  Werthot  welche 
I/' (i^)  i^ör  —  7i<.^<-\-  n  annimmt. 

2)  Die  Convergenz  vun  (29)  basirt  auf  dem  Verhalten  der 
SuiiiHif  V  {  i)  -\-  f]  (O  —  n),  dit^enige  von  (27) bezw. (A) 
auf  dem  Verhalten  der  Differenz  yf{t^-\-Q)  —  r^}(j& — a) 
in  unmittelbarer  Nähe  der  fraglichen  Stelle 

ii)  Von  den  beiden  fUr  die  Beschaffenheit  der  Grenz-Aus- 
drücke  (29)  und  (27)  bezvr.  (A)  charakteristischen  In- 
tegralen: 


1)  Herr  Tauber  beweist  die  Gültigkeit  von  Gl.  (28)  auch  onter 
der  VoraiiftfletKung«  dass  nur  dai  Integral  (B)  der  ang^benen  Be- 
dingung genügt  und  dass  an  die  Stelle  der  auf  (C)  bezaglichen  Be- 
dingung die  Convergens  der  Reihe  ^{0')  =  'Ji{ßreoBP^-\'a»mny^) 
tritt  (a.  a.  0.  p.  87). 
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J*  bin  na  -         r  1  —  cos  w  «  , 
-  —  da,    J  da 

0  0 

ist  das  erstere  bei  lim  «  =  oo  convergent,  das  zweite 
dagegen  divergent. 

Kach  alledem  kommt  die  GonTergenz  des  Ausdruckes  (29) 
zu  Stande,  wenn  (p  (ß)  sowohl  reckts,  als  links  Yon  der  be- 
trackteten  Stelle  ^  gewisse  Stetigkeits-Eigenschaften  besitzt, 

während  dieselbe  durch  das  Vorhandensein  eines  Sprunges 
zwischen  7  (<? -f*  0)  und^^fr?  —  0)  nicht  alterirt  wir<l.  Dr- 
gegen  wünle  dos  Auftreten  eines  Sprunges  zwischen  1/' (t>  ■{•^) 
und  v  ~  Ö)  die  Oonvergenz  des  Grenzwerthes  (27)  bezw. 
(A)  definitiv  ausschliessen,*)  während  dieselbe  allemal  dann  zu 
Stande  kommt,  wenn  \p  iß)  zu  beiden  Seiten  der  Stelle  ^  sich 
symmetrisch  oder  doch  nahezu  symmetrisch  yerhält, 
m9gen  dabei  die  Werthe  yon  V'(^dt<>)  unbegrenzt  ab- 
nehmendem a  auch  Uber  alle  Grenzen  wachsen  oder  unendlich 
viele  Oscillationcn  mit  beliebig  -  l  osser  Amplitude  aufweisen. 

Eine  hinreichende  Bedingung  für  die  Convergenz  des 
Integrals  (C)  bildet  offenbar  diejenige  des  Integrals: 


i/>    -t-  g)  —  y    —  g) 


a 


da. 


also  die  absolute  Integrabilität  von  ^  {v  (»9  +  «)  ~  V    — «)} 


in  der  Umgebung  yon  a  =  0.  Dieselbe  zieht  dann,  wegen 
I  cos  M  a  I  <  1,  sofort  auch  die  Conyergonz  des  Grenzwerthes  (C) 
und  somit  schliesslich  diejenige  der  Reihe  ffir  sowie  die 

Gültigkeit  der  Beziehung  (28)  nach  sich.   Setzt  man  fUr  den 

gerade  betrachteten  Werth  ^: 

(30)  y     +  «)  —  V  ('^  —  «)     ^  («) . 

so  mag  A{a)  als  das  mittlere  Stetigkeitsmaass  yon  V' ('^) 

^)  £*Iäberes  n.  Nr.  6  dieses  Taragrapheu. 
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für  jVno  Stelle  />  Uezoichnet  werden.  Die  Convergenz  des  In- 
iegruis  (D)  mt  dann  gesicherti  wenn  bei  lima  =  0: 

(31)  M(«),^(ig.^  ig,v..igi^)~'-(ig.y''  («>o). 

da  in  diesem  Falle 


;ilsi»  in  der  T'ingebung  von  a  ==  0  integrabel  uusfiillt.  Dabei 
(liirf  eventuell  J  (<i)  im  Intervalle  0  <  r/  <  f  noch  unendlich  oft 
das  Vorzeichen  wechseln.  Findet  dies  wirklich  statt,  so  ist  die 
Convergenz  des  Integrals  (D)  und  somit  auch  die  Bedingung 
(31)  sehr  weit  davon  entfernt,  eine  für  die  Convergenz  des 
Integrals  (B),  (C)  und  somit  fUr  diejenige  der  Keibe  q>  {p) 
nofchwendige  Bedingung  zu  liefern.    Setzt  man  z.  B. 

V  iß)  ^  sin  ~,  so  nimmt  das  Integral  (B)  fUr  i^  =  0  die 
Form  an: 

0  1 

c 

ist  also  convergentf  wahrend  J  (a)  =  2  sin     in  diesem  Falle 

überhaupt  nicht  mit  a  verschwindet,  sondern  mit  unendlich 
vielen  Zeichen  wo«  hseln  um  Null  oscillirt.  Ja  es  conveigirt 
hier  sogar  auch  der  Grenzwertb  (C),  d.  h.: 

J'  1  .1 
•  sin  -  •  cos  na»  da. 
a  a 

0 

also  schliesslich  die  Reihe  97(0)»  d.  h.  die  Reihe  für  cos  4 

der  Stelle  //  =  0.  Dies  kann  zwar  aus  den  bereits  oben  ^) 
citirten  allgemeinen  Untersuchungen  Du  Bois  Reymond's 
gefolgert  werden.   Da  es  indessen  bei  der  complicirten  Be- 

')  p.  7ü,  Fuasnote. 
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sehaffenbeit  derselben  ziemlich  schwierig  und  zeitraubend  ist, 
in  die  betreffenden  Entwickelungen  genügende  Einsieht  ssu  er- 
langen, so  mag  es  vielleicht  nicht  ganz  überflüssig  erscheinen, 
den  Wtg  un zugeben,  auf  welchem  das  fragliche  Resultat  direkt 
abgeleitet  werden  kann. 

4.  Man  schreibe  in  dem  Integrale  (33)  m"^  statt  n  und 
bringe  dasselbe  sodann  auf  die  ruiin: 


r 


o  r  •  1        ^  da 
2  I  sin  -cosm*o- 
Ja  a 

(34)  ,  * 

0  0 

Substituirt  mau  in  dem  ersten  der  beiden  rechts  stehenden 
Integrale : 

a 

so  folgt  zunächst: 

Da  ^^-^00  füra^s-j"^  und  ß  mit  wachsendem  a  zu- 
nächst abnimmt,  bis  es  bei  a  =s     den  Minimalwerth  ß  —  tn 

m 

erreicht,  so  hat  mau  zu  setzen 

für  0<:a<:l:  a  =  1  (/?  -  j/^»  -  m*),  da  ^-:^J^-=^'dß, 

für  -<;a<£:  a^\iß -^Vj^-m^),  da^    -r  1  .^dß, 

sodass  also: 

(35)  J'sin      a  4-      •  -~ 

0 

m     '  Iii 
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Da  für  der  Nenner  nur  Ton  der  Ordnung  |  unendiieh 
wird,  so  wird  die  Convergenz  der  Integrale  hierdurch  nicht 
alterirt.   Man  hat  zunächst: 


alao: 

••+1» 

(36)  Hm  f  ;^^lL:.(^^  =  o, 

wenn  p  eine  feste  endliche  (oder  auch  schwächer  als  t»  in's 
Unendliche  wachsende)  Zahl  bedeutet.  Die  restirenden  Integrale : 

4(-'+i) 

können  durch  Zerlegung  des  Integrations-Intervalles  in  Theil- 
Intervalle  von  der  Form  [<&  (/»•  -f-  J)  '^].  [(^  +  i)  (A?  +  1)ä] 
in  eine  unendliche  bezw.  endlicl\p  Reihe  von  numerisch  be- 
ständig abnehmenden  Teimen  mit  alternirendem  Vorzeichen 
umgeformt  werden.   Da  es  freisteht  p  und  e  so  zu  wählen, 

dass  fn-jrPi  i       ^     e^)  Multipla  von  n  sind,  so  ist 

die  Suiimii'  einer  jeden  dieser  lieihen  kleiner  als  das  An- 
fangsglied : 


J sm    ff    ^     ,      m  4-  p  —  k  n).  d,  h,  <.   ,  - , 

«+p  y  i''  -  V2p  m-\-p-' 

sodass  die  betreflfenden  Grenzwertlie   für  lim  m  «  oo  ver- 

schwiiiflcii.  Ihirch  Zusaniineni'a.ssuug  dieses  Resultates  mit 
Gl.  {Iii})  ergiebt  sich  also: 

r 

(38)  lim  J  sin  l^m»  a  +      .  0 . 
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Noch  etwas  einfacher  gestaltet  sich  der  entsprechende 
Beweis  tür  das  letzte  Inteipral  der  Gleichung  (34).  Die  Sub- 
sÜtution : 


liefert  zunächst: 


a- 

iti 


Da  aber  =  —  oo  fUr  a=s  ^0  und  sodann  ß  mit  wach- 
sendem a  beständig  zunimmt,  so  entfallt  hier  die  Zerlegung 
des  betreffenden  Integrations-Interralles  in  zwei  Theile,  und 
zwar  hat  man  zu  setzen: 

also: 

r 

(39)  Jsi,.(„.„+n.^ 

u 

~  Ol  —  a» 

(da  allgemein:   f  *  d  ß  =^  0)  und,  wenn  mau  schliess- 


lieh  noch  —  ß  statt     als  lotegrations- Variable  einführt: 

ein  Inte«<r;il,  dessen  Verschwinden  für  limw=  oo  sich  in  der- 
selben Weise  ergiebt,  wie  für  das  erste  der  Integrale  (37). 
Somit  findet  man  schliesslich,  wie  behauptet  (Gl.  (33)): 
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f    .      1  A 

liüi  I  Sin    •  COS  n  a  •  —  =  0 . 
Mssco  Ja  a 
0 

Ich  bemerke  hierzu  noch,  dass  das  Verschwinden  von 

......  f  .  1    .       da  r     1  cos)  äa 

(41)  lim  I sin-'Sin»a» — ,   lim  I  cos—»  .   J»a«  — 
iisao  J     <i  o     HS« «/      <i  Sin  I  a 

0  0  ' 

in  analoger  Weise  bewiesen  werden  kann.  Und  da  die  Integrale: 

/Ao\    C-  ^''A  r  <^osl  da 

(42)  ]^^[^^oi,y^.Ua.-,  Jco^^a'^'aj-sin  ""T 

(wegen:  i-  —  ^cxii  !^^-^-,  8.  Öl,  (25))  offenbar  das  analoge 

Verhalten  zcMgen,  so  ergiebt  sich  (durch  jede  der  btidon 
FoniK  Iii  (27)  und  (29))  die  Convergenz  der  in  §  3,  Nr.  1  be- 
trachteten Keihe: 

(43)  /-(e^O^^^jcos^icot^-i.sin  (^cot^^)j 

fUr  ^  =  0,  d.  h.  der  Mac  Laur  in 'sehen  Entwickelung  von 

e*~*  an  der  Stelle  x^\l 

5.  Jirli'idct  f  (a)  \fi\.  (30))  in  der  Umgebung  der  b<'trach- 
tt'ten  Stellt?  //  mclit  unendlich  viele  Zeichen weclisel,*)  so  wird 
bei  hiulüuglicln.T  Verkleinerung  von  a  durchweg  A  («)  =  |  A  (a)  j 
oder  ^  —  M(a)|,  und  die  Bedingung  der  absoluten  In- 

tegrabilitilt  von  ^  '  («)  ist  dann  keine  andere  als  die  der  ein- 
fachen Integrabilität.  Auch  in  diesem  Falle  ist  die  Bedingung 
(31)  keine  nothw endige  fUr  die  Convergenz  der  Integrale 

(B),  (('),  aber  sie  nähert  sich  bei  unbegrenzter  Vergrösserung 

')  Damit  iwt  keinoM\v<»jrs  nuRgp»rhloHH»Mi.  «hi««  »/•(•''/  in  i1cr  fraglichen 
Umgebung  noch  unendlich  violc  MaxiniA  und  Minima  besitzen  kann. 
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Yon  X  uud  Verldemerung  von  q  dem  Charakter  einer  Qoth- 
wendigen  Bedingung  in  dem  Sinne,  dass  im  FaUe: 

(44)  \J(a)\t  (lg»  ^  •  Jgs  ^ .  • .  X.(a), 

nicht  nur  jedes  der  Integrale  (B)  und  (C),  sondern  auch  der 

(iri  uzwertli  (A)  und  suiuit  schliesslich  die  Keihe  (f  (i^)  eigent- 
lich divergirt. 

Um  dies  nachzuweisen,  werde  also  angenommen,  dass  ftlr 
0  <a<;e: 

(45)  J(a)><;  •  A„(a)    bezw.  <  —  (/  Lia) 

(wobei  e  von  Tornherein  so  klein  anzunehmen  ist^  dass  ^gn^ 

und  somit  auch  /.^{a)  positiv  austiilitj.  Alsdann  hat  maii 
behui«>  Abschätzung  des  Grenz werthes  (A)  zunächst: 

(1  r.)  j  J  -^"^  (1  — cosna) 'dJ>(/  j  ^'^(1 —cosnay da , 

0  0 

und,  wenn  n  von  vornherein  so  gross  angenommen  wird,  dass 
n 


1 

n 


(47)  J^-^.(l  — cos»«).(^a  =  J^.(l— co8»a).£/a 

0  0 


4-  f^^^^-'ila- f^"'^^^  «cosna« 
Ja  Ja 

H  n 

Babel  ergiebt  sich  unmittelbar: 


da 
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Die  Integrale      und      nehmen  duich  EinfObning  von 

—  an  Stelle  von  a  die  folgende  Form  an: 

1  nt 

(49)  N,=  L.(^).'^äa,N,=j'^.c^a.äa. 

Da  l„  für  a  =  0  verschwindet  und  gleichzeitig  mit  a 
monoton  zunimmt,  so  hat  man: 


d.  h. 

(50) 


*  lgl«...lgK« 


,  WO  0  <       i , 


sodass  also  ^|  für  lim  n  =  oo  verschwindet. 

Um  zur  Absehätzung  von      den  zweiten  Mittelwerthsatz 

anzuwenden,  soll  zunächst  gezeigt  werden,  dass  ^  •  Xh  für 

l<a<we  monoton,  nämlich  beständig  abnehmend,  verläuft. 
Man  hat: 


^  a-2>.(lg-...lg.^)] 
«      n(,     1  1 

aaslff,— ...Igx-  |1  —  

I  "-a  al 


und  daher: 


(51) 
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Da  im  Integnie  JY,  (Gl.  (49)): 

l<a;^fie,  also:  <», 

~     —  €  a 

1  n 
so  ist  -  der  kleinste  Werth,  den  das  Argument  —  bei  der 

Integration  anninunt.   Man  kann  nun  e  von  Tornherein  Uein 

genug  lixiren,  sodass  lg»  j>lt  also  um  so  mehr  für  jedes  in 

n 

Betracht  kommende  a:  lg>«  -  >  1.   Alsdann  wird  aber: 

a 

n  n 

lg^_l->t,  lgx-2->C*,  U.  S.  f., 

sodass  als  Suninie  der  in  (ol)  auftretenden  k  nefui^ativon 
Glieder  ein  durch  Wahl  von  e  beliublij;  klein  zu  luacheudtr 
achter  Bruch  resultirt.  Hiemach  hat  man  aber  für  das  frag- 
liche Integrations-lntervaU: 

d.h.  — >  .    ninmit  daselbst  beständig:  zu,  also— •^»11 

beständig  ab.   Und  man  findet  somit  auf  Gnind  des  zweiten 

Mittel  werth-Satzes : 


as  Ax       J  COS  a  •  c?ö  +  ^    (0  Jco8  a  -  da 

=  2(±^'.A.(^)±;;^A.(«)),  wo:  0<j^;j<l, 

d.  h.  auch  JVj  verschwindet  für  lim »  «  oo. 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (48),  (50),  (53)  geht 
dann  ftchliesslich  GL  (47)  in  die  folgende  über: 
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(1  —  cos  na)  -  da 


a 

sodass  also  dieses  Integral  fUr  limn     oo  so  unendlich  wird, 

witi  lg  Aus  Ungl.  (46)  folgt  sodann,  dass  der  absolute 

Werth  des  zu  untersuchenden  Integrals  d.  h.  des  Grenswerthes 

(2r))  bezw.  (A),  also  auch')  derjenige  des  Grenzwerthes  (27) 
in  in  dosten  s  in  derselben  Weise  unendlich  wird  und  somit 
di«»  Reihe  für  7  (/>)  an  der  fraglichen  Stelle  eigentlich 
divcrgirt.  Man  gewinnt  auf  diese  Weise  den  folgenden  8atz: 

Die  Reihe 

er 

tp  (^)  =  ijr  (a„  co&v^  —  ßp  sin  v  i>) 
1 

ist  ageniUck  divergent,  wenn  ly*  +  <z)  —  V  —  <k) 
für  a<£  constantes  Vorzeichen  besitzt  und  für 
Hm  a  =  0  nicht  stärker  gegen  Null  convergirt, 

als  ^Igi —  ' Igt ^> •* Ign^^    bei  beliebig  grossem  h, 

6.  Hieraus  ergiebt  sich  aber  insbesondere,  dass  die  Reihe 
für  9>(^)  an  jeder  Stelle  ^  eigentlich  divergiren  muss,  in 
deren  Umgebung  die  Differenz  y; {9 a)  —  y  {ff — a)  über 
einer  positiven  oder  unter  einer  negativen  Zahl  bleibt. 

Dies  wird  allemal  dann  der  Fall  sein,  wenn  v'  W  an  der  frag- 

licliLii  Stelle  einen  gewöhnlichen  Sprung-)  erleidi  t,  d.  h. 
wenn  v*(*^  +  Ö)  und      (i/  —  ü)  beide   existiren   und  von 

•)  s.  p.  80.  Fussnote. 

2J  Nach  Di  Iii  8  Bezoiebnung  eine  UnBtetigkeit  erster  Art.  Vgl. 
£iicjkl.  der  Math.  Wiaseoscb.  lid.  U,  p.  29. 
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euuinder  verschieden  sind ;  aber  auch  dann ,  wenn  nur 
lim  v  ('^^  -f       Iii"    (^^^)  oder  lim  v'     +  a) <lim  a).^) 

n=0  "^'^  "='»  71^ 

Bezeichnet  man  jede  derartige  ün.stetigkeit  als  einen  öprung 
acMechthin,  so  kann  man  also  sagen,  dass  ip(d)  allemal 
eigentiicli  diyergirt,  wenn  ^inen  Sprung  erleidet. 

Und  da  offenbar  analog  das  Aultreten  eines  Sprunges  bei  q>  (^) 
die  eigentliclie  Divergenz  der  Reihe  für  nacK  sich 
ziehiy  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Die  Potenzreihe  ^  {j^)  mit  absolut  und  beim 
Uebergange  zur  Convergenzkreis  -  Peripherie 
im  allgemeinen  gleiclunässig  integrabler  Jiand- 
function  f  (e^*)  ist  tv/fH flieh  divergent  an  allen 
Sprungstellen  von  f{e^*). 

Bezeichnet  man  andererseits  als  sprunglose  Unstettg- 
keiten  solche,  bei  denen 

lim  V     H"     <  lim  yf{^  —  a),    lim  y  (i?     a)^  limy)  (ß  —  a) 

a=:0  «=0  0=0 

and  yf(^)  in  der  Nähe  der  betreÖ'cuden  Stelle  alle  zwischen 
jenen  Limites  enthaltenen  Werthe  durchläuft,  (wie  sin  ~  bei 

0  ==  0),    so   zeigt   das   Beispiel   der   Poteuzreihe   für  c 
(s.  den  Schluss  von  Nr.  4  dieses  Paragraphen),  dass  deren  Vor- 
kommen dieConvergenz  der  Potenzreihe  an  der  betreftenden 
Stelle  nicht  ausschliesst. 

Man  gelangt  also  auf  Grund  dieser  Betrachtungen  zu  dem 
folgenden,  wie  mir  scheint,  neuen  und  nicht  unwichtigen  End- 
Ergebnisse  : 

iiine  für  i rgend  ein  zusammenhängendes  Bogen- 
stUck  ihres  Convergeuzkreises  convergirende  Po- 
tenzreihe unterscheidet  sich,  als  eine  aus  mei 

Beispiel: 
filr  «-sl. 

ItOOk  Sttwmpifci  d.  auiiL'pliy«.  OL  7 
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von  cinaiiiler  ahhänyigvn  i'o«Wr;' sehen  Reihen  zu- 
sainmengesetztp  I^eihe.  in  solern  wi  scntlich  von 
einer  geivöhniichm  Fourier' sehen  Ueihe,  als  ihre 
Summe  niemals  Sprünge  erleiden  kann.  Dagegen 
ist  (las  Auftreten  sprungloser  Unstetigkeiten 
keineswegs  ausgeschlossen. 

In  Folge  dieses  letzteren  Umstandes,  muss  also  jeder  Ver- 
such,^) aus  der  bloßen  Couvergenz  von  ^(-r)  auf  dem  Con- 
vergenzkreise  die  Gleichmässigkei t  dieser  Convergenz  oder 
auch  nur  die  Stetigkeit  der  Keihensunime  ürschliestien  zu 
wollen,  von  vornherein  aussichtslos  erscheinen. 

In  wieweit  dagegen  umgekehrt  aus  der  Stetigkeit  yon 

fic'"*')  auf  die  Convergenz  von  ]3(^r'')  geschlossen  werden 

könne  (NB.  allemal  unter  Voraussetzung  der  Identität  von 
mit  »ler  Fou  rit  r" schell  lu  iho  für  f  (e''^'))  —  diese  Fraise 
erscheint  vorliiuH^  noch  nls  eine  offene.  Denn  wenn  iiueh 
aus  den  Untersuchungen  l)u  Üois  Ueymond's*)  hervorgeht, 
dass  es  Functionen  y'{f>)  giebt,  deren  Fourier 'sehe  Entwicke- 
lung  ^  (6^  cos  V  1^ sin  V  »>)  ;in  einer  Stetigkeitssteile 
^  =  1^'  divergirt,  so  bleibt  doch  inunerhin  fraglich,  ob  nun 
auch  das  zugehörige  tp  (^)  ^  2J  cos  —  6,  sin  y  ^)  fUr 
1^»^'  ebenfalls  stetig  ausfällt.  Hiemach  erscheint  es  zum 
mindesten  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Stetigkeit  von 
f{e'''\  d.  h.  die  gleichzeitige  Stetigkeit  von  <r  (j?)  und 
stets  die  Convergenz  von  (rr»''')  zur  Folge  habe.  Eine 
hinreichende  Hcdin^nmi^'  für  di(>se  letztere  er^ndit  sieh  im  An- 
schlüsse an  die  Bedingung  (oij,  y.  88,  wenn  man  beachtet,  dass: 

(55)  d  (a)  =         +  a)  -  y.       -{y,(»-a)-y,  (»)) , 

und  dii-ss  im  Falle  der  Stetigkeit  von  wegen: 
y  (i>  +  0)  =  y  {^)*       Bedingung : 

(56)  ;  y>  iß  ±a)-y.  (ä)  ,     (lg,  1 . . .  lg,  1) " (lg,  1)''  fe>0) 

1)  Vgl  Zeitschr.  f.  Math.  20  (1876),  p.  870;  deagl.  29  (18B4),  p. 
Vgl.  p.  70,  Fuasnoie. 
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einerseits  die  CoDTorgenz  der  Reihe  andererseits  mit 

Rücksicht  ftuf  GL  (55)  die  Existens  der  Besiehung  (31)  und 
somit  auch  die  Oonvergenz  der  .Reihe  ip{d)  nach  sich  zieht. 
In  Folge  der  zwischen  (&)  und  qj  {ß)  bestehenden  Reciprocität 
gewinnt  man  also  noch  den  folgenden  Satz: 

Die  Reihf»  ^(f'*')  eonveryirt  an  jeder  Stelle  i?, 
für  welche  der  reelle  oder  imaginäre  Theil  von 
/"(e^*)  stetig  ist  und  ein  der  Bedingung  (56)  genü- 
gendes (rechtes  und  linkes)  Skü^ßsäismaass  besitzt. 

7.  Die  Relation  (28),  p.  86,  nämlich: 

0 

kann  zuweilen  mit  Vortheil  sowohl  als  Summationsforniel,  als 
auch  zur  Auswerthung  gewisser  bestimmter  Integrale  ange- 
wendet werden.  Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass  sie  in  der 
obigen  Form  nur  dann  gilt,  wenn  ^{ft)  Ober  das  Intervall 
( — ff,  •\-n)  hinaus  periodisch  fortgesetzt  wird  (vgl.  p.  86 
den  Uebergang  Ton  Gl.  (15)  zu  Gl.  (16)).  Wird  dapfegi  n  v' (^) 
durch  einen  arithmetischoji  Ausdruck  dargesttdlt,  welcher  an 
sich  eine  nicht-periodische  Foiisetzung  bcsit/i,  so  hat  man 
die  obige  Fonntd  durch  die  t(dgende,  aus  Ol.  (12).  (14),  (15) 
hervorgehende,  ohne  die  hetreffende  Verschiebung  des  In- 
tegrations-Interralls  zu  ersetzen: 

(57)  »'W  =  ^  J  V'(f +  «)-cot2.<ia. 

Ilm  ein  einfaches  Beispiel  zu  geben,  werde  etwa  gesetzt: 
V(^)  =  i^'(— 1)'~»-5^5J:J?  d.h.  =^   für  — ff<^<4-Ä. 
Alsdann  wird: 

^(ö)^i:.(_i)r-i.?üji*, 

1  V 

und  daher  mit  Benützung  von  Gl.  (57): 

7* 


Digitiz^  by  Google 


100       SiUtmg  der  malft*-jifty>.  CUute  vom  3,  Fehruar  1900, 


«t—& 


=        r  a  •  cot  %  *  da. 


— «— * 

sr— #  .7 


(da:  J*  ^  •  cot  ^  •  <f  a  5=  ^  •  J*cot ^ .  rfa  =  0).  Ferner  hat  man: 

— »— #  — — >r 

«  TT— T* 

==  J  (a  —  2  Ji)  •  cot^'da  -|-  J*  a  •  cot^*  da 

ff 

=  —  4  ;7i  •  j^lg  Hill  ^  j  J*a  •  cot  ~'da^ 

also:  ~* 

E'  (-1)*^  ' — —'^  Igcos  ^  +     J  a .  cot  2  .   a . 

— TT 

Daraus  ergiebt  sich  für  &  =  0: 
+» 

Ja.cot^  .da  =  £:>  (-  iy-'.i-lg2 

— .-t 

(wie  Legendre^)  auf  anderem  Wege  gefunden  hat)  und  somit 
schliesslich: 

^  ,           ,  cosv^      ,  l?\ 
(—  1)'   =  lg  (2  cos  2  j  . 


^)  Exemces  sur  le  calcul  integral,  T.  II,  p.  900. 
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Sitslug  vom  S.  März  1900. 

1.  Herr  J.  Ranke  halt  einen  Vortrag:  «Ueber  defor- 
mirte  Schädel  aus  den  Gräberfeldern  von  Ancon  und 
Fachacamac  bei  Lima*.  Die  Schädel  sind  Ton  Ihrer  König* 
Uchen  Hoheit  der  Prinzessin  Therese  von  Bayern  hei  ihrer 
Reise  in  Peru  gesammelt  und  der  prShistcrischen  Sammlung 
züiu  Geschenk  gemaclit  worden.  Die  Mittheilung  ist  für  die 
Abhandlungen  der  mathematisch-physikalischen  Classe  bestiiuuit. 

2.  Herr  W.  Kobnigs  bespricht  eine  von  ihm  mit  Herrn 
Dr.  £ouABi>  Knosb  ausgeführte  Untersuchung:  »Ueber  einige 
Derivate  des  Traubenzuckers*. 

B.  Herr  Seb.  PiNSTERWALnEii  legt  das  von  Herrn  Dr.  Adolf 

Blüm«  Kt  und  Herrn  Dr.  H  ans  Hes.s  in  >süinberg  herausgegebene 
und  der  Akadeuiie  zum  Geschenk  gemachte  Werk:  »Unter- 
suchungen am  Hintereisferner"  vor. 

4.  Herr  H.  Ebekt  tragt  die  Resultate  einer  mit  Herrn 
6.  HorFXAMN  ausgeführten  Arbeit:  «Versuche  mit  flüssiger 
Luft*  vor. 

5.  Herr  R.  Hehtwii.  überreicht  zwei  Abhandlunjj^en  des 
ilerm  Dr.  Franz  I)t>FLEix,  Assistenten  an  der  zoologisch-zootomi- 
scheu  Sammlung: 

a)  «über  eine  neue  Süsswasserkrabbe  aus  Columbien, 
gesammelt  von  Ihrer  Königlichen  Hoheit  der 
Prinzessin  Therese  von  Bayern*; 

b)  «weitere  Mittheilungen  über  dekapode  Crusta- 
ceen  der  k.  bayerischen  Staatssammlungen*. 
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üeber  einige  Derivate  des  Traubenzuckers. 

Von  Willlelm  Koenlgs  und  Bivard  Knair* 

Bekanntlich  hat  Colley^)  durch  Behandlung  von  Trauben- 
zucker mit  Acetylchlorid  eine  Verbinduncr  C^, llJ  l(OC.2H3  0)jO 
darit^estellt.,  in  welcher  vier  Hydroxjle  «lurcli  ()xarf'tylgni|»|H'n 
und  das  fünfte  Hydroxyl  durch  Chlor  vertreten  ist.  Er  nannte 
dieselbe  Acetochlorhjdrose.  Der  £ntdecker  gibt  an,  dass  es 
ihm  nur  zwei  Mal  gelungen  sei,  diese  Verbindunrr  jn  krjstalli- 
sirtem  Zustande  zu  erhalten.  In  der  Regel  bildet  dieselbe 
einen  farblosen  zähen  Syrup.  Michael^)  und  nach  ihm  Drouin') 
sowie  Hugh  Ryan*)  haben  die  grosse  Reaktionsfähigkeit  der 
Acetochlorhydrose,  welche  sie  ebenfalls  in  Form  eines  Syrups 
gewannen,  zu  schönen  Sv  ntliesen  verschiedener  1  Mi enol-Glucoside 
verwerthet.  Der  letztgrniinnte  Chemiker  Init  aucli  aus  der 
Galactose  durch  Behandlung  mit  Acetylchiorid  ein  entsprechen- 
des Derivat  dargestellt,  welches  übrigens  auch  wieder  amorph 
war.  Hugh  Ryan  bezeichnet  die  Acetochlorhydrosen  aus 
Traubenzucker  und  aus  Galactose  als  Acetochlorglucose  und 
Acetochlorgalactose. 

Bei  Yersuchen  Uber  das  Verhalten  der  Acetochlorglucose 
empfanden  wir  es  als  einen  grossen  üebelstand,  dass  man  bei 
der  syruplormigeu  Beschaüenheit  dieser  Verbindung  keine  ge- 

I)  Colley,  Annales  de  chimie  et  de  phymqne  [tV]  21,  868. 
Hichaelt  American  Jonmal  I,  806  und  6»  886. 
DroiUDf  Bnlletin  de  la  societe  chimique  [III],  13,  5. 
Hugh  Ryan,  Journal  of  tbe  Chemical  Society  75»  1064. 
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nilgende  Garantie  für  deren  Heinheit  besitzt.  Indem  wir  den 
Traubenzucker  der  Einwirkung  YOn  Acetylbromid  unterwarfen, 
gelang  es  uns  das  entsprechende  Bromderivat  des  Trauben- 
zuckers, die  Acetobromglttcose  CgH,Br(OC2HsO)40  zu  gewinnen, 
welche  eine  ähnlich  leichte  Vertretbarkeit  des  Halogens  zeiget, 
wie  die  Acetochlorglucose.  Vor  dieser  hat  sie  den  Vorzug, 
diuüs  sie  sehr  leicht  krystallisirt.  und  dass  ihre  Reinheit  durch 
die  Bestimiiiung  dos  Schmelzpunkts,  der  bei  88 — 89^*  liegt, 
rasch  coutrolirt  werden  kann. 

Die  Acetobromglucose  krystallisirt  aus  absolutem  Aetlier 
in  glänzenden  weissen  Kadeln.  Auch  aus  hochsiedendem  Ligroin 
iSsst  sie  sich  umkrystallisiren.  Sie  löst  sich  kaum  in  Wasser, 
YOn  welchem  sie  bei  längerem  Stehen  —  rascher  beim  Kochen 
—  zersetzt  wird.  Sie  ist  rechtsdrehend  und  reducirt  kochende 
Fehling'sche  Lösimjir. 

Wir  haben  /.imaclist  das  Vrrlialicn  der  AcetobromgliiL-ose 
gegen  Methyl-  und  Aetliylaikoliol  und  gegen  SiUxTverbin- 
dungen  etwas  eingehender  untersucht  und  haben  dabei  Folgendes 
beobachtet. 

Bei  längerem  Stehen  einer  Lösung  von  Acetobromglucose 
in  absolutem  Methylalkohol  bildet  sich  das  /^-Methylgluoosid. 
Aus  der  Acetochlorglucose  hat  E.  Fischer^)  durch  Einleiiien  von 
gasförmiger  Salzsäure  in  die  methylalkoholische  Lösung  das 
a-Methylglucosid  erhalten. 

Schüttelt  man  die  nietliylalkoholische  Lrisunt^  der  Accto- 
bromf^lucüse  mit  trockenem,  fein  gepulvertem  Silhercarbonai, 
so  bildet  sich  die  bisher  noch  nicht  bekannte,  prächtig  krystalli- 
sirte  Tetraacetylverbindung  des  //-Methylglucosids.  Dieselbe 
schmilzt  l)f'i  104 — 105^,  ist  linksdrehend,  reducirt  nicht  die 
f  ebling'sche  Xiösung  und  wird  bei  längerem  Stehen  mit  Normal- 
natronlauge zu  /^-Methylglucosid  veraeifb.  Durch  Umsetzung 
mit  Silbemitrat  hofften  wir  aus  der  Acetobromglucose  die  von 
Oolley  entdeckte  Acetonitrose  zu  erhalten.  Als  wir  die  methjl- 


^)  E.  Fiscker,  Berichte  der  Deutschen  chemischen  Gesellschaft 
26,  2407. 
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alkoholische  Lösung  des  Bromderivats  mit  einer  meihjlalkoholisch- 
wässerigen  HöllensteiDlösung  schüttelten,  fiel  zwar  sofort  quanti- 
tativ das  Bromsüber  aus,  aber  statt  des  erwarteten  Salpeter- 
saureathers  erhielten  wir  wiederum  das  Tetraacetyl-Z^-Methyl- 
gluoosid.  Dieselbe  Yerbindung  entstand  auch  bei  einem  Ver- 
such, die  in  Methylalkohol  gelöste  Acetobromglucose  mit 
Traubenzucker,  der  in  wenig  Wasser  gelöst  war,  bei  Gegen- 
Aviirt  von  Silbercarbonut  zum  Derivat  einer  Diglucose  zu 
combiiiiren. 

Schüttelt  man  die  aethylalkoholische  Lösung  der  Aceto- 
bromglucose mit  äilbercarbonat  oder  mit  einer  concentrirten 
wasserigen  Lösung  von  salpetersaurem  Silber,  so  entsteht  das 
gut  krystallisirendeTetraacetjl-Aethylglucosid.  Dasselbe  schmilzt 
bei  105 — 106®,  ist  linksdrehend  und  reducirt  nicht  Fehling'sche 
LSsnng.  Durch  längeres  Stehen  mit  Kormalnatronlauge  wird 
es  verseiit  zu  einer  in  Wasser  und  in  Alkohol  sehr  leicht  lös- 
lichen, linksdrehenden  Verbindung,  welche  wahrscheinlich  das 
bisher  noch  riiclit  lirkiiimte  /^-Authylglucosid  darstellt.  Bisher 
wollte  dieses  Produkt  nicht  krvstallisiien ;  es  reducirt  Fehling 
erst  nach  lüngriem  KiwäniHii  mit  Normalsalzsäuref  wobei 
Aethylalkohol  abgespalten  wird. 

Durch  Schütteln  der  in  Eisessig  gelösten  Acetobrom- 
glucose mit  Silberacetat  erhielten  wir  die  bei  1^0 — 131*^ 
schmelzende  Pentacetjlglucose.  Diese  letztere  Verbindung 
gehört  also  zusammen  mit  der  Acetobromglucose  und  dem 
/}-Methylglucosid  in  dieselbe  stereochemische  Reihe. 

Mit  trockenem  Ghlorstlber  scheint  sich  die  Acetobrom- 
glucose bei  längerem  Schütteln  in  absolut  ätherischer  Lösung 
umzusetzen  zu  Acetochlorglucose,  welche  aus  liochsiedtiulem 
LigTftVn  kr\ stallisirt.  Mit  Vcrsuclicii  übt-r  ili»'  Kiiiwirkunf»'  von 
tn/ckenem  Silberoxyd,  Silbercarbonat,  Cyariftüber,  Silbernitrat 
auf  die  Lösungen  der  Acetobromglucose  in  reinem  trockenem 
Aether,  Aceton  oder  Benzol  sind  wir  zur  Zeit  noch  beschäftigt. 
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Versuche  mit  flüssiger  Luft 

Ton  Heniuui  Eberl  und  V«rt1ioli  H^ltaMa« 

{Singtiau/m  £6,  Mars  iOQO.) 


A.  Elektricitätserregung  mit  Hilfe  von  ÜÜssiger  Luft. 

1.  Fallt  man  flüssige  Luft^  in  ein  Becherglas  und  bSngfc 
in  dieselbe  ein  an  einem  Goconfaden  befestigtes  MetaUatück, 
so  erweist  sieb  dieses,  wenn  man  es  nach  einiger  Zeit  aus  der 
flüssigen  Luft  herauszieht  und  an  ein  Elektroskop  anlegt, 
stark  negativ  geladen.  Wir  haben  diesen  Versuch,  welcher 
nie  versagt,  wenn  die  Luft  in  dem  Glase  schon  eini^-p  Zeit  ge- 
siedet hat,  und  das  isoliert  aufgehängte  Metallstiick  genügend 
lansre  in  dieselbe  eingetaucht  war,  mit  Stücken  von  Ahimi- 
Dium,  Eisen,  Zink,  Blei,  Kupfer,  Silber,  Gold,  Platin,  Palla- 
dium, Zinn  und  Messinpf  angestellt. 

Aber  auch  Nichtleiter  der  Elektricität  nehmen  solche  La- 
dungen an,  so:  Siegellack,  Glas,  Holz,  Gummi. 

Auch  wenn  die  genannten  Substanzen  an  einem  Seiden- 
faden direkt  in  die  Dewar^sche  Vacuumflasche,  in  der  die  Luft 
nur  schwach  siedet,  hineingehangft  werden,  nehmen  sie  nach 
einiger  Zeit  die  genannte  negative  Ladung  an. 

2.  Ein  einfacher  Volt;it  ti'eet  in  Folge  des  <  'ont;iklt's  der 
heterogenen  Substanzen  kann  nicht  die  Ursache  dieser  Ladungen 

Die  bei  den  Versuchen  btnutzte  flüssige  Luft  wurde  uns  in 
grOMeren  Mengen  von  der  hiesigen  GeaelUchafI  für  Lind  ersehe  Eia- 
masdunen,  tpeciell  von  der  Abteilung  fUr  Lnftverflaangunga-Maiichinen 
freondlidtflt  snr  Teifllgong  gestellt,  woför  wir  auch  an  dieser  Stelle 
nnteren  besten  Dank  ansspreehen. 
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sein;  denn  dcrst^lbe  würde  nur  ein  oder  zwei  Volt  Spannung 
erzeugen  können,  während  wir  Hunderte  von  Volt  Spannung 
an  den  eingetauchten  Körpern  maassen.  ^)  Auch  die  niedrige 
Temperatur  (—193^  bis  — 183«  q  )  ^n  sich  kann  nicht  die  Ur- 
sache der  Elektrisierung  sein.  Eher  kannte  man  an  eine  Elek- 
tricitätserregung  in  Folge  der  heftigen  Verdampfung  der  flfis- 
sigen  Luft  denken.  Die  Aenderung  des  Aggregatzustandes  an 
sich  kann  aber  schon  nach  den  Untersuchungen  Faraday's 
nicht  die  Ursache  der  l)f^ol)achteten  Sj)aiiiuiiigserscheinungen 
sein;  denn  in  der  berühmten  18.  Reihe  seiner  Experimental- 
TJntei*suchungen  zeigt  er  an  dem  Beispiele  des  Wassers,  dass 
die  Elektricitütserregung  unabhängig  von  der  Verdampfung 
oder  der  Aenderung  des  Aggregatzustandes  ist  (208.3).  Ferner 
weist  er  nach,  dass  trockene  Luft  in  allen  Fällen  gänzlich 
unTermSgend  ist,  durch  Reibung  Elektricitat  zu  erregen  (2132). 
Die  flüssige  Luft  sowie  das  aus  ihr  verdampfende  gasförmige 

Bei  diesen  Spannungsmeteungen  int  nicht  ausser  Acht  zu  laasent 
dass  die  Capaeit&t  e  der  eingetaachten  MetidlstQcke  meist  sehr  klein 

pej^enüber  der  r:i]i;u  itiit  c'  der  anzuwendenden  Mes>Iiisf niniente  ist 
{c'  ^  c).  Ist  also  der  eingetauchte  Körper  durch  Aufnahme  der  £lektri* 

E 

citätsmenge  E  zu  dem  Potentiale        ~  geladen,  so  verteilt  sich  beim 

Anlcf^'t'u  desselben  au  das  Elekt romoter  diese  liuduiifi-  7/  auf  eint-n  Leiter 
vou  der  Capacität  C  —  c-\-c',  so  dass  die  an  dem  nach  Volt  graduierten 

Elektrometer  abgelesene  Spannung  zn  klein  ist,  und  die  in  dem 

,       V  C 

Luftbad  wirklich  auftretende  Spannung  in  dein  Verhältnisse  —  =  — 

'  "  VC 

s  1  -j-  ~  grösser  als  die  beobachtete  ist.   Da  sich  so  kleine  Capaci- 

täten  e,  wie  sie  die  hier  verwendeten  YersuehskOrper  haben,  nur  sehr 
schwer  messen  lassen,  so  verehrt  man  bei  diesen  Spannungsmessungen 
besser  so,  dass  man  das  Elektrometer  durch  eine  Trockensäule  oder  viel- 
zellige AccumulatorerV'attfiie  li:^  auf  ein  bestimmtes  negatives  Potential 
ladet  Ull  i  /iisiebt,  ob  ai<h  der  Ausschlag  beim  Anlegen  des  aus  der  Luft 
kommenden  Körpers  vergrösaert  oder  vermindert;  im  ersteren  Falle  hat 
der  Körper  höheres  fnegativea)  l*otential.  im  zweiten  niedncrpre«.  mu\  so 
kann  man  die  wirkliche  >']>'""'""'-      imiuoi-  rnL'iTr»  rji.'nzeii  riuschliessen. 

-)  Experimental  - 1  nter^uehungen  über  Kkkl rii  it  it   von  Michael 
Faradaj,  deutsche  Uebersetzung  vou  iS.  Kaliacber,  2.  iid.  Ö.  06.  1890. 
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Produkt  muss  aber  als  überaus  trocken  angesehen  werden,  da 
das  Wasser  bei  so  niederen  Temperaturen  weder  als  Dampf, 
noch  ab  Flilssigkeit  bestehen  kann,  sondern  der  rerdampfenden 
Flflssigkeit  als  Eis  Yon  äusserst  niedriger  Dampfspannung  bei- 
gemengt ist. 

Wenn  also  auch  tropfbtir  1  lüs.si^es  Wasser  deiii  Wasscr- 
danipfe  oder  der  Luft  beigemengt  und  durch  seine  gasförmigeii 
Träger  gegen  feste  bubstanzen  geblasen  vermöge  der  Reibung 
an  diesen  nach  Faraday  zu  einem  starken  Elektricitätserreger 
wird,  so  kann  dies  hier  dennoch  nicht  als  Ursache  der  be« 
obachteten  Erscheinung  herangesBOgen  werden. 

Dagegen  könnte  man  Tielleicht  noch  an  eine  Elektrisie- 
rung bei  der  Bereifung  denken.  Wird  der  Versuch,  wie  in 
§  1  angegeben  ist,  angestellt,  so  schlägt  sich  auf  dem  in  der 
flüa*<ige'n  Luit  .^tark  abgekühlten  Körper,  wenn  man  lim  heraus- 
zieht, um  ihn  dem  Elektroskop  zu  nähern,  sofort  der  Wasser- 
dani})f  der  umgebenden  Luit  als  Keif  nieder;  dichte  Nebel  von 
coudensiertem  Wasserdampfe  sinken  dann  von  dieser  Reif- 
schicht herab.  Dass  auch  hierin  nicht  die  Ursache  der  Er- 
regung liegen  kann,  wird  schon  durch  die  Bemerkung  Fa- 
radaj*s  wahrscheinlich  gemacht,  dass  auch  die  Gondensation 
Ton  Wasser  keine  Elektrisierung  herrorrufen  kann  (a.  a.  0. 
2083).  Um  hierüber  ganz  sicher  zu  werden,  haben  wir  Oon- 
trolversuche  mit  fester  Kohlensäure  als  Kühlmittel  angestellt. 
Wenn  dieselbe  mit  Aether  verniiseht  auch  nur  Al)kühlungen 
bis  zu  — 8U^  C.  zu  orreichen  gestattet,  so  erfuhren  doeli  die 
gekühlten  Präparate  auch  hier  eine  sehr  starke  Bereifung,  und 
Nebelwolken  senkten  si(  h  auf  den  seitlich  von  dem  Elektro- 
skopknopf  herausragenden  Metallarm,  aber  nicht  die  mindeste 
Elektrisierung  war  hierbei  selbst  an  den  empfindlichsten  In- 
strumenten wahrzunehmen. 

S.  War  nach  den  im  Vorigen  beschriebenen  Oontrolver- 
suchen  eine  direkte  Wirkung  der  Bereifung  bei  der  beobach- 
teten Eiektrisierungserscheinung  ausgt  sclilossen.  so  konnte  die- 
selbe doch  mögliclierweis»'  indirrkt  niitgrwirki  haben.  Denn 
wenn  der  stark  abgekühlte  Körper  sich  mit  einer  Xieif-  oder 
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Eisschicht  bedeckt,  sowie  er  aus  der  tiUssigeii  Luft  heraus- 
gezogen wird,  so  könnte  man  zu  der  Vermutung  neigen,  dass 
die  thatsächlich  gefundene  Divergenz  der  ElektroekopblSitcheii 
Yielleicht  einfach  daher  rOhre,  dass  diese  Eisschicht  am  Knopfe 
des  Elektroskopeb  reibe  und  diesen  negativ  elektrisch  mache, 
dass  also  die  Vorgänge  in  der  flfissigen  Luft  gar  nichts  mit 
der  Elektrisierung  selbst  /u  thiin  hii))cn  und  diese  nur  als  Kälte- 
mittel wirke.  Dem  «▼cp^eiiiibtr  ist  zu  erwähnen,  dass  die  ein- 
getauchten Körper  meist  so  stark  elektrisiert  aus  dem  Luft- 
bade hervorgingen,  dass  sie  schon  durch  Influenz,  noch  ehe 
sie  das  Elektroskop  berührten,  die  Biättchen  desselben  zur 
Divergenz  brachten. 

Wiederholt  man  den  Versuch  oft  mit  demselben  Kdrper, 
so  bedeckt  er  sich  allerdings  schliesslich  mit  einer  so  dicken 
Schicht  von  Keif,  dass  nun  andererseits  die  Vermutung  aus- 
gesprochen werden  konnte,  die  eingetauchte  Substanz  spiele 
gar  keine  individuelle  Holle  mehr,  sondern  die  beobachtete 
Erscheinung  bräclite  direkt  eine  negative  Elektrisierung  des 
Eises  selbst  zum  Ausdruck.  Es  war  daher  geboten  den  Grund-» 
versuch  bei  völligem  Ausschluss  der  Luftfeuchtigkeit  und  un- 
abhängig von  jeder  Bereifung  zu  wiederholen.  Wir  haben  da- 
her eine  Beihe  von  Versuchen  in  einem  grossen  Vacuum-Ex- 
siccator  angestellt,  in  den  das  Elektrometer  sowie  das  Gefiiss 
mit  der  flüssigen  Luft  selbst  eingebaut  waren;  in  ihm  konnten 
die  nötigen  Hantierungen  von  aussen  her  mittels  eines. Glas- 
hebels verrichtet  werden,  der  durch  eine  im  Stopfen  des  Ex- 
siceators  sitzende  Glasröhre  hindurchging.  Auf  der  Grundplatte 
der  Exsiccatorglocke  war  ein  grosses  GelÜss  mit  concentrierter 
Schwefelsäure  aufgestellt;  auf  diesem  stand  ein  kleiner  poröser 
Thonteller,  auf  dem  Phosphorsäureanhydrid  ausgestreut  lag. 
Dieser  Teller  trug  das  für  die  flüssige  Luft  bestimmte  Becher- 
glas, das  aussen  mit  einem  Stanniolmantel  umkleidet  war, 
welcher  durch  einen  durch  den  Stopfen  isoliert  hindurchgeh- 
enden Draht  dauernd  zur  Erde  abgeleitet  war.  Neben  dem 
Schwefelsäuregefäss  stand  das  Exner'sche  Elektroskop.  dessen 
Gehäuse  an  die  genannte  Erdleitung  ebenfalls  angeschlossen 
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war.  Das  Vorzeichen  aller  L.idungen  konnte  durch  eine  von 
aussen  genäherte,  geriebene  Siegellackstange  in  jedem  Falle 
letcht  festgestellt  werden.  Der  Gnmmi-Stop£en  in  dem  3,4  cm 
weiten  Tubulus  der  Glasglocke  war  fUnfGush  durchbohrt;  durch 
die  mittelste  weiteste  Durchbohrung  ging  ein  Trichterrohr  aus 
dünnem  Hessingblech  in  das  Innere  des  Becherglases;  hier 
wurde  die  tlüiisige  Luft  eingegossen.  Eint;  zweite  Durchboh- 
rung trug  eine  Glasröhre,  durch  welche  der  oben  genannte 
Glasbebel  geführt  war.  Dieser  war  im  Innern  der  Glocke 
kuieiormig  umgebogen  und  trug  an  seinem  zu  einem  Haken 
zusammengebogenen  Ende  an  einem  Bündel  von  Coconfiiden 
den  in  die  flüssige  Luft  einzusenkenden  Körper.  Da  sich  beim 
Verdampfen  der  Luft  allmählich  eine  immer  sauerstoffireichere 
AtmosphSre  entwickelt,  so  wählten  wir  ein  möglichst  schwer 
oxydierbares  Metall  und  hängten  an  den  Glashebel  ein  dünnes 
1 '.lUiiiluimbloch.  Durch  den  Ik'bel  konnte  dieses  in  das  üelass 
getaucht  oder  aus  ihm  herausgezogen  werden:  durch  Drehen 
an  dem  Glashebel  konnte  es  dann  gegen  einen  Palladiumring 
geführt  werden,  der  an  einem  Seitenarm  des  Elektroskopes  be- 
festigt war.  So  waren  durch  die  Anwendung  desselben  Me- 
talles Voltaeffecte  möglichst  ausgeschlossen;  Thermoeffecte  bei 
der  Berührung  des  gekühlten  Bleches  und  des  liinges  yon 
Zimmertemperatur  waren  natürlich  nicht  zu  Termeiden;  ihr 
Einflnss  ist  aber  jedenfalls  verschwindend  klein. 

In  einer  dritten  Stopfendurchhohrung  war  ein  Rohr  be- 
festigt, welclies  sich  zu  einem  Ohlorcalciumrohr  erweiterte,  das 
durch  einen  Hahn  abschliessbar  war.  Ein  anderes  Kohr  diente 
zum  Abzug  des  aus  der  flüssigen  Luft  verdampfenden  Gas- 
gemisches, durch  die  letzte  der  fünf  Stopfenöfihungen  war 
ein  Glasrohr  gezogen,  in  welches  die  von  dem  Innern  heraus- 
führende Erdleitung  eingekittet  war. 

Zunächst  wurde  das  Trichterrohr  und  alle  anderen  Oeff- 
nungen  durch  Gummiversehlüsse  luftdicht  abgeschlossen,  und 
die  ganzi  lih)cke  durch  das  Ohlorcalciumrohr  hindurch  ver- 
mittelst der  VV asser iu ftp umpe  evacuiert  und  dann  abgeschlossen. 

Vor  jeder  Versuchsreihe  stand  der  Exsiccator  längere  Zeit 
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(bis  zu  acht  Tagen)  evacuiert,  sodass  die  in  ihm  aufgestellten 
Trockenmittel  alle  Feuchtigkeit  absorbiert  hatten.  Dann  wurde 
durch  das  Trichterrohr  aus  der  Dewar'schen  Flasche  Luft  in 
das  Gefdss  gegossen  und  gleichzeitig  das  Abzugsrohr  gedffiiet. 
Da  die  Luft,  sowie  sie  in  das  in  dem  Ezsiccator  stehende 
Sammelgefäss  hinabgelangt,  sofort  sdir  heftig  aufsiedet,  so 
entweicht  vom  ersten  Momente  an  nur  trockene  Luft  Ton  innen 
nach  aussen,  aber  es  vermag  nicht  Feuchtigkeit  enthalteude  Luit 
von  aussen  nach  innen  zu  dringen. 

Wiewohl  also  bei  allen  in  diesem  liaume  angestellten  Ver- 
suchen Reif-  und  Nebelbildung  vollkommen  ausgeschlossen  war, 
gelang  doch  der  in  §  1  beschriebene  Versuch  jederzeit,  diese 
Nebenerscheinungen  waren  demnach  nicht  die  Ursache  der 
beobachteten  Elektrisierung. 

4.  Nachdem  gezeigt  war,  dass  die  Elektricitiitserregung 
in  der  flüssigen  Luft  selbst  ihren  Sitz  habe,  war  es  nötig 
näher  zu  prüfen,  welchem  Bestandteile  derselben  diese  Wirkung 
zuzuschreiben  sei.  Neben  den  schon  bei  niedriger  Temperatur 
alkn&hhch  Verdampfenden  BestandteUen  der  reinen  atmosphä- 
rischen Luft:  Stickstoff,  Argon  und  Sauerstoff  enthält  die 
flüssige  Luft,  wie  sie  von  der  Maschine  geliefert  wird,  als  Ver- 
uureiiii'runijen  noch  Kohlensäure  und  Iveste  von  Maschinenöl 
in  festem  Zustand.  Im  Laufe  der  Zeit  gesellt  sich  aber  auch 
Eis  in  reichlichem  Mafisse  hinzu,  da  z.  B.  bei  offen  stehender 
Dewar-Flasche  die  Feuchtigkeit  der  Luft  fortwährend  als 
Schnee  niedergeschlagen  wird.  Alle  diese  Beimengungen  kann 
man  aber  durch  Filtrieren  der  Luft  leicht  entfernen.  Wir 
haben  zunächst  mehrere  Versuche  mit  vöUig  reiner  Luft  an- 
gestellt, die  ein  in  den  Trichter  der  Ezsiccatorglocke  einge- 
setztes Papierfilter  passiert  hatte,  ehe  sie  in  das  Versuchsgefäss 

im  Inneren  eintnit. 

Diese  [.uft,  die  eine  wundervoll  Idiiuliche  klare  Färbung 
und  das  von  K.  Olszewski  beschriebene  Absorptionsspectrum 
mit  den  vier  eigentümlichen  Banden  zeigt, giebt,  selbst  wenn 

1)  K.  Olszewski,  Wied.  Ann.  38.  p.  670.  1Ö88. 
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sie  z.  B.  am  Anfange  unmit^tolbar  n&ch  dem  Eüngiessen  sehr 
heftig  an  den  Gefaaswänden  und  dem  eingetauchten  Körper 
emporscbfiamt,  keine  Spur  einer  Elektrisierung.  Die 
Reibung  der  reinen  flüssigen  Luft  vermag  also  weder 
Olas  noch  ein  Metall  durch  Reihen  elektrisch  zu 
machen.  Hierdurch  wird  das  Faraday'sche  Ergebnis  (vgl. 
S.  108)  bis»  zu  Temperaturen  von  — 193°  hinab  er^veitert. 

Um  zu  orkonnon,  welcher  Eostandtpil  fs  nun  ist.  der  bei 
niclit  gereinigter,  gewöhnlicher  Üüssiger  Luit  die  beobachtete 
sehr  starke  Elektrisierung  henrorruft,  haben  wir  der  reinen 
Aussigen  Luit  zunächst  KohlensSureschnee  in  reichlicher  Menge 
beigesetzt.  Hierbei  war  Vorsicht  geboten;  denn  die  feste 
Kohlensaure,  wie  sie  der  Bombe  entnommen  wird,  zeigt  immer 
eigene  elektrische  Ladung,  meist  eine  positive.  Wir  haben 
daher  grössere  Stücke  fester  Kohlensäure  zunächst  zwischen 
zwei  zur  Erde  abgeleiteten  ebenen,  dicken  Zinkplatten  zer- 
kleinert, dann  den  fein  zerriLdjeiicii  Schnee  am  Elektrosko]! 
geprüft  und  erst  wenn  er  sich  gänzlich  entladen  zeigte  in  den 
Ezsiccator  geworfen.  Alsd;inn  zeigte  sich  keine  Elektrisierung 
des  eingetauchten  Palladiumbleclics,  also  auch  die  Spuren  fester 
Kohlensaure,  die  immer  der  flüssigen  Luft  beigemengt  sind 
•  und  ihr  das  bekannte  milchige  Aussehen  verleihen,  sind  nicht 
die  Ursache  der  in  §  l  geschilderten  Erregungen. 

Nun  gingen  wir  dazu  Über  der  filtrierten  fiflssigen  Luft 
Eis  in  möglichst  fein  verteiltoni  Zustande  /u/usct/.en.  Dies 
war  ausserordentlich  scliwierig,  wenn  da,sselbe  elektrisch  völlig 
neutral  in  das  Siedegeliiss  gelangen  sollte.  Denn  jegliches  Zer- 
kleinern eines  stark  unterkühlten  festen  Eisstückes  mit  irgend 
einem  Körper,  Metall  oder  Nielitinetall  würde  dieses  sehr  stark 
positiv,  das  zerkleinernde  Instrument  negativ  erregt  haben 
(vgl.  w.  u.  g  5  S.  115).  Ja  seihet  als  wir  mittels  eines  Glas- 
zerstaubers  einen  feinen  SprUhregeu  von  destilliertem  Wasser 
gegen  die  filtrierte  flüssige  Luft  richteten,  wobei  sich  in  der- 
selben  kleine  Eiskügelchen  ansammelten,  erwies  sich  das  in  ihr 
gebihlete  Eis  als  überaus  stark  jxjsitiv  elektrisch  geladen.  Wir 
haben  hier  den  Effect  der  Dampfelektrisiermaschine,  von  dem 

liKKl  Sitznngfib.  d.  uiatlL-phy«.  Ol.  8 
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Faraday  nachgewiesen  hat,  dass  or  auf  der  Elektrisierung  der 
Wassei-tröpfchen  beruht,  wenn  diese  durch  einen  Dampf-  oder 
Luftstralil  gegen  irgend  einen  Körper  geschleudert  werden. 
Das  Wasser  nimmt  immer  (TOn  wenigen  Ausnahmen  abgesehen 
Tgl.  w.  11.)  positive  Ladung  an.  Beim  Reiben  am  Zerstäuber 
oder  beim  Auftreffen  auf  die  flüssige  Ltift  werden  die  TrOpfchen 
el^trisiert  und  bleiben  es,  wenn  sie  zu  Eis  erstarren. 

Wir  haben  schliesslich  fein  verteiltes  Eis  von  nicht  zu 
starker  positiver  J^udung  in  der  flüssigen  Luft  dadurch  ange- 
reichert, dass  wir  einen  liingsamon  Tiuftstroni.  der  mit  danipf- 
forinigeu  ^V;l.s.st^r  beladen  war,  /..  H.  den  Atlieni  (da  ja  bereits 
nachgewiesen  war,  da.ss  die  Kohlensäure  das  Phänomen  nicht 
hervorbringt)  gegen  die  flüssige  Luit  richteten;  dann  erschien 
die  negative  Ladung  des  eingetauchten  Körpers  und  wuchs  in 
dem  Maasse,  wie  das  die  flüssige  Luffc  mehr  und  mehr  trübende 
Eis  sich  anreicherte.  Es  ist  also  die  Reibung  des  in  der 
flüssigen  Luft  enthaltenen  Eises,  welche  den  einge- 
tauchten Körper  negativ  elektrisiert,  das  Eis  selbst 
aber  positiv. 

5.  Das«  das  in  der  flüssigen  i.utt  scliwinmiende,  stark 
unterkühlte  Eis,  wenn  es  durch  «lie  Str(innuigen  und  \V  alhmgen 
in  der  Luft  gegen  feste  Kfh  jier  (;t'ri('l)en  wird,  die  Ursache  der 
oben  bebciniebenen  Elektricitätserregungen  ist,  wird  noch  durch 
einige  andere  Versuche  bekräftigt.  Die  festen  Reste,  welche 
in  den  Siedegeftissen  zurückbleiben,  wenn  alle  flüssige  Luft 
verdampft  ist,  zeigen  sich  stets  sehr  stark  positiv  geladen  und 
zwar  unabhängig  davon,  ob  das  Abdampfen  der  Luft  in  einem 
Glasgeföss,  in  einem  Gummibecher,  der  bei  der  Siedetemperatur 
der  Luft  steinhart  wird,  oder  in  einem  Schiilchen  stattfindet, 
das  aus  Siegellack  gepresst  ist.  Beim  Auftauen  der  festen 
Rückstände  erkennt  man,  dass  sie  zum  grössten  Teil  aus  Wasser 
bestehen  (ein  nie  ganz  fuhlt-ndpr  Oelgeruch  zeigt,  dass  ihm 
Spuren  von  Masrliinenöl  bei;4"enicngt  sind).  Schon  l'^araday 
wies  auf  die  hohe  Positivität  des  Wassers  (2131),  speciell  des 
Eises  hin,  welches  sogar  durch  Reilien  mit  flüssigem  (conden- 
siertem)  Wasser  positiv  elektrisch  wird,  während  alle  anderen 
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Körper  bei  dieser  Keibung  negairre  Ladungen  annehmen. 
L.  Sobncke^)  bestätigte  dieses  und  fügte  ausserdem  einige 
wichtige  Versuche  hinzu,  aus  denen  hervorgingt  dass  voll- 
kommen trockenes,  sehr  kaltes  Eis  beim  Reiben  mit  festen 

Körpern:  Messing,  Stahl  und  Glas  positiv  elektrisch  wird, 
während  die  reibenden  Körper  spli)st  ncgatix  werden  müssen. 
Durch  unsere  V'ersuclie  werden  die  Sühncke'schen  llesultate 
bestätigt,  ihr  (niltigkeitsbereich  bis  zu  KisteniiKnaturen  von 
—  193*^  C.  erweitert  und  die  Versuchsergebniääe  auf'  alle  die 
in  g  1  genannten  Substanzen  ausgedehnt. 

Hat  man  nur  wenig  flüssige  Luft  zur  YerfQgung,  so  kann 
man  den  Eisreibungsversuch  wie  folgt  anstellen:  Man  filtriert 
flüssige  Luft  aus  der  Flasche  durch  einen  dünnwandigen 
Metalltrichter  in  ein  Becherglas.  Ein  an  ein^m  isolierenden 
Faden  hängendes  Metallstück  erweist  sich  selbst  nach  längerem 
Hängen  in  der  filtrierten  flüssigen  Luft  als  iinclcktri.sch,  selbst 
wenn  der  sjihäroidale  Zustand  lange  überwiniden  ist,  ein  inniges 
Keiben  der  flüssigen  siedenden  Luft  am  Körper  also  stattge- 
funden hat.  Mit  der  Zeit  setzt  sich  oberhalb  des  Flüssigkeits- 
spiegels im  Linern  des  (ilases  eine  dichte  Keifschicht  an. 
Reibt  man  das  stark  gekühlte  Metallstück  an  dieser,  indem 
man  es  einige  Male  mittels  des  Fadens  an  der  Geffisswand 
auf-  und  abgleiten  lasst,  so  ist  es  so  stark  negativ  geladen, 
dass  schon  ein  unempfindliches  Elektroskop  diese  Ladung  an- 
zeigt  und  der  Yersucli  in  dieser  Forin  sogar  ein  bequpiner 
Vorle.sungsversuch  wird.  Die  grosse  Trockenheit  der  flüssigen 
Luft  scheint  die  Erregung  sehr  zu  begünstigen. 

Bezüglich  des  Grades,  in  welchen  die  verschiedenen  Körper 
durch  die  Eisreibung  bei  völligem  Ausschluss  der  Mitbeteili- 
gung Yon  tropfbar  flüssigem  Wasser  negativ  erregt  werden, 
haben  wir  keine  wesentlichen  Unterschiede  constatieren  kdnnen; 
Faraday  fand  bei  der  Wasserreibung  Ausnahmen  von  der 
allgemeinen  negativen  Elektrisierung,  die  alle  Körper  auch  bei 

»)  L.  Sohncke,  Wied.  Ann.  28  p.  550.  1886  und:  Ursprang  der 
G -^^ ifterelektricität  und  der  gewöhnlichen  Elektricität  der  Atmosphäre 
p.  36  If.  1885. 

8» 
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dieser  annehmen,  nur  bei  drei  Substanzen:  Elfenbem,  Feder- 
kiel und  Bäreuhaarc  (2099);  diese  Präparate  wurden  nur  un- 
merklich erregt,  Federkiel-  oder  noch  besser  Wenbeinröhren 
ergaben  an  seiner  Dampfelektnsiermascbine  einen  elektrisch 
neutralen  Dampfstrahl  (2102).  Auch  bei  der  fäsreibung  scheinen 
diese  Substanzen  (wir  konnten  freilich  nur  die  beiden  erst- 
i^ciiannten  prüfen)  eine  Ausnahmestellung  einzunehmen,  indem 
.sie  aus  dem  Jiuf'tbade  positiv  elektrisch  oder  neutral  oder  doch 
nur  schwacli  iief^^ativ  elektrisch  (reladen  hervorgingen;  jeden- 
falls war  der  Uiittirschied  z.  B.  gegenüber  einem  Platinstück, 
welches  abwechselnd  in  dasselbe  Bad  eingetaucht  wurde,  auf- 
fallend. 

Nach  Faradaj  setzen  schon  äusserst  geringe  Beimen- 
gungen öliger  Substanzen  die  Wassertropfenreibungselektricitat 
stark  herab.  Wir  haben  auch  bezüglich  der  Eisreibung  nach 
einem  analogen  Einflüsse  gesucht;  durch  direktes  Zusetzen  von 

Hüs,sigen  Gelen  ist  derselbe  freilich  schwer  naclizuweisen ,  da 
die  OeUrriplchen  in  der  flüssigen  Luft  soi'ort  zu  harten  Kurbeln 
orslarif  n  Indessen  ist  es  nicht  unwahrscheinlich,  dass  die  Ö.  112 
und  1  11  erwähnten  genngeu  Beimengungen  von  Maschinenöl 
doli  hier  studierten  Etiect  beeinträchtigen,  so  diiss  man  gut 
thut  die  Luft  erst  zu  tiitrieren  und  ihr  dann  durch  Stehen- 
lassen oder  durch  Anhauchen  oder  Einblasen  gewöhi^icher  Lufb 
den  nötigen  Eisgehalt  zu  erteilen, 

6.  Dadurch,  dass  das  reibende  Eis  positiv,  jeder  geriebene 
Körper  aber  ebenso  stark  negativ  elektrisch  wird,  erklären  sich 
einige  Nebenerscheinungen,  die  sonst  unverständlich  wären. 
Verbindet  man  mit  dem  Elektrometer  oder  einem  emptindlichen 
Gaivunoujeter  unter  Krdung  des  anderen  Poles  einen  Draht, 
den  man  in  die  flüssige  Luit  eintaucht,  so  erhält  jxum  keinen 
Aus.schlag;  reibender,  -f  geladener  und  geriebener,  — geladener 
Körper  liegen  nebeneinander,  die  Kraftlinien  sind  in  sich  ge- 
schlossen, freie  Spannung  kann  nicht  angezeigt  werden.  Ei«t 
wenn  man  beide  trennt,  den  Draht  heraushebt,  oder  das  Ge- 
fass  senkt,  zeigt  das  Elektrometer  freie  —  Spannung  auf  dem 
Drahte  an.    Ebenso  wird  keiu  Ausschlag  erhalten,  wenn  mau 
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an  das  Elekiroskop  ein  Platinschälchen  befestigt,  in  das  man 
flüssige  Lwft  hineingiesst;  trotz  des  heftigsten  Siodons  zeigt 
das  Instrinnent  keine  freie  Spannung  Onliitt  man  da- 

gfgni  den  YrrsiH-li  so  dass  man  das  Schülclien  an  einem 
nach  unten  gcliout  iK'ii  Draiit  und  diesen  au  das  Elektroiiieler 
befestigt,  dann  von  unten  her  ein  Glas  mit  flüssiger  Luft 
nähert,  so  dass  das  Schälchen  eintaucht,  so  erhält  man  nach 
Aufhören  des  Le  idenfrost^schen  Phänomens  einen  Ausschlag, 
sobald  man  die  Schale  mit  dem  Reibzeug,  in  diesem  Falle  den 
in  der  Luft  schwimmenden  Eispartikelchen,  senkt. 

7.  Dieses  haben  wir  dazu  benutzt,  mit  Hilfe  der  flüssigen 
Luft  gewissermaassen  eine  Eiselektrisiermascli  i  ii«'  zu  con- 
strui<Ton  :  In  eine  (TlasWdire  von  1  cm  lichter  Weite  und  10  cm 
Längt'  war  ein  zusamniengprolltes  nninlgnmiertcs  Kupferdraht- 
netz  von  5  cm  Länge  eingeschidx  n.  Die  Itöhre  hatte  in  tlcr 
Mitte  einen  seitlichen  Ansatz,  durch  den  ein  mit  dem  Netz 
in  leitender  Verbindung  stehender  Draht  nach  aussen  führte. 
Oben  war  die  Röhre  mit  einem  Gummiatopfen  yerschlossen, 
durch  welchen  ein  Trichterrohr  in*s  Innere  führte;  am  unteren 
Ende  war  sie  zu  einem  engeren  Ausflussrohre  yon  12  cm  Länge 
ansgetogen.  Diese  Röhre  war  in  einem  4  cm  weiten.  14  cm 
langen  Glasrohre  derselben  Gestalt  so  befestigt,  dass  der  seit- 
liche Ansatz  des  kleinen  Ikolircs  in  den  des  grossen  genau 
hineinpasste,  wodun  h  es  nKiglich  wurde  den  Ableitungsdraht 
völlig  isoliert  auch  duich  den  so  entstehenden  Mantel  nach 
aussen  zu  führen.  Der  Mantelraum  war  oben  durch  einen  drei- 
fach durchbohrten  Stopfen  verschlossen.  Durch  die  erste, 
centrale  Bohrung  ging  das  erwähnte  Trichterrohr  zur  inneren 
Röhre;  die  zweite  nahm  ein  Trichterrohr  für  die  äussere  Röhre 
auf  und  die  dritte  Bohrung  diente  als  Abzugscanal  für  yer- 
dampfte  Luft.  Unten  war  das  Mantelrohr  ebenfalls  auage- 
zogen und  von  solclier  Weite,  dass  das  Ausflussrohr  d«'r  klei- 
neren K«>liri'  vhvu  liiiidurclij^nng.  Ein  Stück  ühergezugt'nen 
Gummischlauches  dichtete  die  ineinander  sitzenden  Köhren  ab. 
Der  Mantelraum  war  mit  Chlorcalciumstücken  angefüllt,  um 
alle  Feuchtigkeit  vom  Innenrohr  abzuhalten ;  in  ihn  wurde  vor 
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dem  Versuche  Üüssige  Luft  gegossen^  um  den  ganzen  Apparat 
auf  niedrige  Temperatur  zu  bringen.  Wurde  nun  aucli  (liircli 
das  innere  Kolir  flüssige  Luft  gegossen,  so  machte  das  in  ihr 
mitgefühlte  Eis  beim  Passieren  des  Drahtnetzes  dieses  negatsy 
elektrisch;  die  durchgeflossene  Luft  konnte  unten  wieder  auf- 
gefangen werden.  Hier  wurde  eine  dauernde  elektrische  Er* 
reguiig  erhalten,  solange  flfissige  Luft  durch  den  Apjtarat  floss. 
Hei  dieser  Klektrisierniaschine  bewegt  sich  also  das  Reibzeug, 
der  geriebene  Körper  bleibt  in  Hube.  Jede  Mitbeteiligung  von 
liü.ssiLjeni  ^Vas^er  war  hierbei  durch  den  Trocken-  und  Kübl- 
niautel  ausgeschlossen. 

8,  Nicht  iiiu  rwähnt  darf  bleiben,  dass  die  genannten  Ver- 
suche gelegentlich  Störungen  namentlich  bezüglich  des  Vor- 
zeichens der  Ladungen  erfahren  können  und  zwar  aus  einem 
leicht  ersichtlichen  Grunde.  Verbleiben  die  durch  Reiben  po- 
sitiv gewordenen  Eisstückchen  in  dem  Gefösse,  so  reichem  sie 
sich  immer  mehr  an.  Es  kann  dann  geschehen,  dass  die  ne« 
gative  Elektrisierung  eines  eingetauchten  Körpers  zurQcktritt 
und  dieser  bei  d«  r  Jiei  ülii  uiig  mit  vielen  stark  positiv  ge- 
ladenen Eissitückt  n  von  diesen  «lurcli  Berührung  Ladung  an- 
uininit  uiul  liriiu  Herausziehen  dulicr  jiositiv  und  nioht  negativ 
geladen  erscheint.  Dies  ist  besonders  dann  der  Fall,  wenn 
zerkleinertes  Va>  in  das  Luftbad  geworfen  wird  (vgl.  4). 
Biese  EisstUckclien  sind  dann  beim  Zerbrechen  durch  die  Kei- 
bung  mit  dem  dazu  benutzten  Gegenstande  so  stark  positiv 
elektrisch  geworden,  dass  ihre  Ladungen  vollkommen  den  hier 
in  Rede  stehenden  Effect  Überdecken. 

9.  Durch  die  im  Vorigen  beschriebenen  Versuche  dürfte 
gezeigt  sein,  dass  beim  Reiben  mit  vollkommen  trocke- 
nem, sehr  kaltem  Eise  fast  alle  Körper,  insbesondere 
die  Metalle,  stark  negativ  elektrisch  werden,  wogegen 
das  Kis  selbst  sirli  nllon  dicsni  l\r)r|»ern  !re<x<^rtülit'r  positiv  er- 
regt erweist.  Die  Untersuch ungsmethode  mit  Hilfe  der  iiüssigen 
Luft  ))ietet  hierbei  nngenscheinhche  Vorteile  gegenüber  den 
gewöhnlichen  Methoden,  die  äusserst  difficil  sind  und  auch 
nicht  immer  Übereinstimmende  Resultate  gewinnen  lassen.  Vor 
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allein  ist  wichtig,  dass  man  bei  diesem  sehr  kräftigen  Kälte- 
mittel den  Wasserdampf  in  einfachster  Weise  von  der  Beteili- 
gung auszusehliessen  Termagf  da  der  aus  der  Atmosphäre  con«- 
densdrte  Dampf  sogleich  als  Reif  auf  das  Kühlmittel  sowohl 
wie  das  gekühlte  Präparat  niederfallt 

Die  Erseheiniinp^,  dass  ein  in  flüssiger  Luft  gekühlter 
Körper  stark  elektrisch  geladen  wird,  ist  bei  allen  elektrischen 
Versuchen,  bei  denen  flüssige  Luft  als  Kühlmittel  dient,  wühl 
zu  beachten! 

Für  die  Meteorologie  scheint  uns  gleichfalls  das  gefundene 
Ergebnis  von  Bedeutung  zu  sein.  Für  die  sog.  „Wärme- 
gewitter* dürfte  freilich  die  h,  Sohncke^sche  Theorie  wohl 
ihr  Recht  behaupten,  der  zu  Folge  die  Reibung  des  in  der 
aufsteigenden  Cumuluswolke  empoi^ehobenen  condensierten 
flüssigen  Wassers  gegen  die  Eisnädelchen  der  Girrusschichtf 
in  welche  diese  eindringt,  die  Ursache  der  Gewitterelektricitjlt 
ist.  Es  giebt  aber  auf  der  iwdc  |j^rosse  Gebiete,  in  denen 
diu  Wirksamkeit  von  tropi'I>areni  Wasser  uu wahrscheinlich  ist: 
die  liüchsten,  sehr  kalten  Kegionen  des  Luftnieeres  und  die 
Polarzonen.  Woher  kommen  jene  wenn  auch  vielleicht  nur 
schwachen  elektrischen  Erregungen,  welche  sich  in  den  Polar- 
gebieten, unseres  Planeten  vorwiegend  längs  der  Magnetkraft- 
Knien  in  Form  der  Polarlichterscheinungen  ausgleichen? 
Diese  Frage  vermag  die  Lehre  von  der  Elektrisierung  beun 
Reiben  von  Wasser  und  Eis  nicht  zu  lösen.  Durch  unsere 
Versuche  wird  aber  wahrscheinlich  geimicht,  duss  kosmischer 
Staub,  kleinste  Stein-  oder  Eisen-Meteorite,  wenn  sie  sich  mit 
den  bis  zu  sehr  hohen  Schichten  emporreichenden  Kisnadeln 
(tirrusschichteu,  leuchtende  Nachtwolken?)  bei  ihrem  Fall  zur 
Erde  reiben,  p^enügend  stark  »Icktrisch  werden,  um  in  den 
gasverdünnten  Regionen  der  Erde  bei  irgend  einer  Auslösung 
ein  schwaches  Elektroluminescenzlicht  zu  unterhalten  (Himmels- 
phosphorescenz,  Polarlicht  u.  s.  w.).  Die  Versuche  mit  der 
flüssigen  Luft  zeigen  ja,  dass  jene  Erregungen  selbst  bei  sehr 
niedrigen  Temperaturen  und  in  einer  vollkommen  wasserdarapf- 
freien  Atmosphäre  wirklich  eintreten  können. 
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Ueber  eine  neue  Süsswasserkrabbe  ans  Columbien, 

gesammelt  von  I.  K,  H.  Prinzessin  Tberese. 
Von  Dr.  F.  Hei  lei^ 

In  meiner  früheren  Mitteilung  über  die  Yon  I.  K.  H.  Prin- 

Zessin  Therese  jo^esammelten  Dekapoden-Krebee*)  babe  icb 

unttr  di'iii  Xamon  Potaniocarciiius  aequiitoriali?^  Ort- 
mann eini<?e  Laiiilkritl)l)eii  tTwälint.  \relche  auf  iluni  Markte 
von  S.  Fe  de  P><»«^njta  <x<'kauf't  waren.  Ich  Hatto  damals  si-lion 
Abweichungen  von  der  Ortniann\schen  Beschreibung  kon- 
statiert, aber  erwähnt,  das55  auf  Grund  meines  ungenügenden 
Materiales  eine  Entscheidung,  oh  es  sich  um  eine  neue  Art 
bandle,  nicht  möglich  sei.  Mittlerweile  sind  mir  durch  die 
Güte  meines  yerehrten  Freundes  und  ehemaligen  Lehrers,  Prof. 
Doederlein  in  Strassburg  i/E.,  Exemplare  zur  Verfügung  ge- 
stellt worden,  welche  jener  Sammlung  des  Dr.  Reiss  ent- 
stammen, auf  Grund  deren  Ortmann  seinerzeit  die  neue  Art 
aufgestellt  liatte.  Ich  konnte  alüo  mit  Exemplaren  verghnclien, 
welche  wohl  noch  mit  Recht  als  Typen  Ix  /eielmot  werden 
dürfen.  Ich  konnte  feststellen,  dass  es  sich  nicht  um  die  Ort- 
mann'sehe  Art  handelt,  .sondern  um  eine  davon  abweichende 
Form,  welche  dem  ebenfalls  bei  Bogotii  gefundenen  Potonio- 
carcinus  (P«Judothelphusa)  lindigianus(Kathbun)  sehr  nahe  steht. 
Da  aber  gerade  diejenigen  Merkmale,  welche  zur  Artdiagnose 
nach  Miss  Rathbun  dienen  sollen,  entweder  nicht  deutlich  aus- 

1)  8.  diese  fierichte  1699,  p.  188. 
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geprägt  sind  oder  deutlich  abweichen,  so  glaube  ich  mich  zur 
Aufteilung  einer  neuen  Art  berechtigt,  welche  ich  der  hohen 
Sammlerin  zu  Ehren  benenne: 

Potaniocarcinus  principessae  n.  sp. 

Stiro  mittelmässig  mit  einem  aus  deutlichen  Granulationen 
bestehenden  oberen  Rand  (Fig..  8).  Der  Merus  des  zweiten 
Qnathopoden  hat  einen  geraden  Aussenrand  (Fig.  1).  Die  vor- 
deren Abdominalhänge  des  Mannchens  sind  merkwttrdig  ge- 

staltet  und  sehr  breit  (Fig.  2). 


Fig.  1.  Fig.  2. 


Fig.  S, 


In  der  letzteren  Bezieluiii^'  stimmt  die  neue  Art  mit 
liiidigianus  (Kutlibuii)  iilx'iriii.  Dagegen  ist  der  Carapax  in 
transversaler  wie  longitudinaler  Richtung  fast  Haeh;  die  Ober- 
fläche ist  punktiert,  sehr  fein  granuliert.  Die  Granulationen 
werden  gegen  die  llinterseitenränder  hin  etwas  gröber.  Die 
Cervikalfurche  ist  nicht  sehr  tief,  aber  deutlich  ausgeprägt. 
Yorderseitenrand  mit  sehr  feinen  Sagezähnen.  Die  Stimbreite 
geht  fast  5  mal  in  die  Breite  des  Carapaz.  Stirn  von  oben 
zweilappig,  Unterrand  in  3  Zipfel  ausgezogen,  scharf  genmdet 
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(Fig.  3).  Das  Ischiuni  ist  vorn  am  breitesten,  ziemlich  gleich- 
niäs-sig  und  mit  parallelen  Seiten  ausgebildet.  Merus  5  eckig 
mit  geradem  Aussenrand. 

Fig.  2  gibt  die  beiden  Abdominalanhänge  der  linken 
Seite  eines  Ö  von  unten  gesehen  wieder.  Sie  stimmen  mit 
der  Beschreibung  von  Miss  Rathbun  für  lindigianus  überein, 
doch  erwähnt  die  Autorin  nur  ein  Paar  Anhänge.  Das  zweite 
schlanke  Paar  hinter  dem  blattartig  erweiterten  ersten  gelegen, 
erinnert  sehr  an  den  entsprechenden  von  P.  aequatorialis,  wäh- 
rend das  erste  erheblich  abweicht. 


Von  aequatorialls  unterscheidet  auch  die  Bihlung  der 
Scheeren,  indem  bei  princij)essae  die  Hand  etwas  geschwollen, 
die  Finger  dagegen  sehr  schlank  sind.  Der  Carpalzahn  ist 
konisch  und  sehr  scharf.  Die  Scheerenfüsse  sind  genau  gleich 
gross.  Ober-  und  Unterrand  der  Hand  gleichmässig  abgerundet, 
ebenso  die  Aussenseiten  der  Finger,  welche  mit  scharfen  dunkel- 
gefärbten Spitzen  endigen.  Die  ersten  Zähne  auf  den  Fingern 
sind  ziemlich  gross  und  nehmen  gegen  die  Sj)itze  zu  continu Ir- 
lich an  Grösse  ab.  Durch  die  Bildung  der  Scheerenfüsse  ist 
also  die  Art  auch  von  aequatorialis  deutlich  zu  unterscheiden. 


124         SiiMung  der  maihr]^.  ÖUmte  eom  B,  Män  1900, 

Die  Länge  des  kleineren  6  ist  25  mm,  die  Breite  38  mm. 
Sonstige  Masse  sind  aus  der  Abbildung  zu  entnehmen. 

Die  Art  steht  in  vielen  Beziehungen  somit  lindigianus  sehr 
nahe,  weicht  aber  hinreichend  ab,  um  bei  Anwendung  der  zur 
Zeit  Oblichen  Merkmale  eine  neue  Speeles  zu  rechtfertigen, 
wenn  die  Beschreibung  von  Miss  Kathbun  (Bull.  Mus.  d'llist. 
nut.  Paris  T.  III  1897)  sich  als  genau  erweist.  Auch  der 
Fundort  ist  nahezu  derselbe. 

S.  de  Bogota  auf  dem  Markt  gekauft;  stammt  aus  dem 
Kio  grande  bei  Soacha. 

2  6.  2  9. 
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Weitere  Mitteilungen  Aber  dekapode  Cmstaceen  der 

k.  bayerisolieii  StaatäsammIuiigen.O 

Yon  Dr.  T.  DofMn» 

{Brnff^attfim  S.  Man.) 

In  den  nachfolgenden  Zeilen  gedenke  ich  einige  Hosultate 
uieiuer  Bearbeitung  der  Münchener  Dekapoden -SaHunluiig 
niederzulegen ,  welche  sich  vorwiegend  auf  Systematik  uud 
geogpraphische  Verbreitung  beziehen.  Die  ganze  Liste  unserer 
Sammlung  zu  publizieren,  würde  keinen  Wert  haben;  ich  be* 
gnttge  mich  damit,  diejenigen  Arten  zu  erwähnen,  bei  denen 
etwas  von  unseren  bisherigen  Kenntnissen  Abweichendes  zu 
bemerken  ist.  Einige  allgemeine  Bemerkungen  werde  ich  erst 
am  Schluss  anfügen.  Notizen  zur  Systematik  werde  ich  je- 
doch jedesmal  bei  der  betreffenden  Gruppe  vorbringen. 

I.  PenaeidMu 

Um  die  Briuiehb:irkeit  der  V^erschiedenlieiten  au  Tlielycum 
und  IMasma,  den  Begat tungsurganen.  der  Gattung  IVnaeus 
zur  Unterscheidung  vou  Arten  zu  prüfen,  hul)e  ieli  s.'iiutbrhe 
mir  zugänglichen  Arten  genau  untersucht,  und  tinde,  da^b  diu^ 
Merkmale  ausserordentlich  scharfe  Speziesunterscheidungen  er- 
geben. Bei  denjenigen  Formen,  bei  welchen  diese  Organe  noch 
nicht  genauer  beschrieben  waren,  füge  ich  eine  genaue  Be- 
schreibung bei.  Diese  Charaktere  waren  zuerst  Ton  Spence  Bäte 

')  Vgl.  Sitzungsberichte  der  inatlj.-phy.H.  Klange  1809,  pag.  177. 
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(Ann.  nat.  bist.  vol.  VIII  8881)  hcrv  i gehoben  und  dann  von 
Ortmann  (Zool.  Jahrb.  Abt  Sjst.  vol.  V  18^1)  systematisch 
angewendet  worden. 

1)  Penaeus  caramoto  liisso. 
Exemplare  von  Cadix  und  Villa  franca. 

Das  PetusiH.i  Ist  >yiumetrisch,  zwei  Doppelnunen  bildend; 
Spitzen  nicht  hakeniormig,  abgerundet. 

Spangen  convergieren  nach  vom:  schwach  vierlappig. 
Theljcum  eine  nach  yom  ofieue  Tasche;  hinterste  Spange  des 
Stemums  hinter  dem  5.  Pereiopodenpaar  gelegen,  nach  vorn 
und  schwach  auch  nach  hinten  concaT.  Telson  mit  seitlichen 
Domen,  Rostralzfihne  -ä-**^-*-*.  Zwei  tiefe  Gruben  zu  beiden 
Seiten  der  Rostralleiste  des  Cephalothorax,  ebenso  eine  Furche 
auf  der  hinteren  Hälfte  dieser  selbst. 

Die  Art  würde  also  in  der  Ort  man  naschen  Tabelle  eine 
neue  Unterrubrik  für  sich  beanspruchen.  Sie  würde  fallen 
unter  .  A .  —  BBBB. 

2)  Penaeus  setifer  L. 

i\  tasnia  syrnnietriscli,  vorn  rund  abgestutzt,  llakeuspit/fn 
der  inneren  Kinne  vorhanden.  nl>er  nicht  von  aussen  sichtbar. 

An  der  Unterseite  des  l'ctasnia  verläuft  auf  bei- 
den Seiten  von  vorne  aussen  nach  hinten  und 
innen  eine  mit  feinen  Härchen  besetzte  Leiste 
(Fig.  1).  Die  Abbildung  bei  Sp.  Bäte  ist  nach 
meinen  Exemplaren  zu  schliessen  nicht  ganz 
genau.  Thelycum:  Nach  hinten  und  Yome  con- 
cave  Spange  hinter  dem  letzten  Pereiopodenpaar. 
Bei  den  9  meiner  Sammlung  finde  ich  keine 
typische  Thelycumbildung:  statt  dessen  sind  die 
Coxen  des  5.,  4.  und  :!.  Th«)rakalfusö])aares  mit 
starr  über  das  Stornuni  liiiiausiagciidtii  Horsten  bedeckt;  so 
dass  nur  durch  di.  s,  Iben  die  Tasche  des  Theljcums  anderer 
Arten  ersetzt  erscheint. 


Fig.l. 
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Meine  Exemplare  stammen  aus: 

1)  Florida  2      2  6-   Packard  leg.  1876. 
2}  Mittelamerika  (Atl.  Ocean). 

8)  San  tos.   Salm  in  leg. 

4)  Clinrit'ston.    Joa.  Dingle  leg. 

5j  1  o  augebl.  Indischer  Ocean,  jedenfalls  eine  Verwechalang 

3)  Penaeus  brevieomis  M-Edw. 

1  9  Galcutta.    Schlagintweit  leg. 

4)  Penaeus  brasiliensis  Latr. 

2  9  fiio  Janeiro.  Selenka  77. 

2  9  1  cT  Rio  Janeiro.  Essendorfer  70. 

II*  Eneypilidea* 

b>)  Atja  scabra  Leach. 

Panama.  AÜantiBche  Seite.  H.  Wagner. 

6)  Atya  (Evatya)  crassu  Smith. 
Panama.  Atlantische  Seite.  M.  Wagner. 

Bisher  bekannt  von  NicaTagua,  Mexiko,  s.  Ortmann,  Pro- 
ceed.  Acad.  nat.  sei.  Philadelphia  1899. 

7)  Oaridina  typus  M-£dw. 

(%p  York.  Salmin  leg.  Im  SüsawaBBer. 

Bisher  war  Aniboina  der  östlichste  bekannte  Fundort;  die 
Art  hat  also  eine  ähnlich  weite  Yerlin  ituiiu;  wie  C.  wycki 
Hicks.,  indem  sie  von  Mauritius  bis  Australien  vorkoiuiut. 

8)  Alpheus  spinifrons  M-£dw. 

Steht  dem  Inevimanus  sehr  nahe;  nieine  Exemplaro  zeigen 
nuf  der  Hand  zwischen  dem  Dorn  und  der  Basis  des  beweg- 
lichen Fingers  noch  einige  (2 — 3)  kleine  Höcker  oder  Zähnchen. 
Chile. 

9)  Alpheus  neptunus  Dana. 

AtlantiBcher  Ocean,  WeBtafrikaniache  Küate.  Salmin. 

Bisher  nur  aus  der  Sulusee,  Arafurasee. 
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10)  Alj)lirii.s  L'dwardsii  Aud. 
Bai  von  Kio  Janeiro,    äalenka  77. 

Bisher  von  Nord-Carolina  und  den  Bermudas  bekannt, 
(s.  Ortmann,  Jen.  Denkschriften  VIII.) 

11)  Falaemon  jamaicensis  Herbst. 
Panama,  atlantiscHe  Seite.  M.  Wagner. 

12)  Falaemon  olfersii  Wiegm. 

1)  Bio  Gbagres  bei  Panama.  M.  Wagner. 

2)  Puerto  Cabello.  Salniiii. 

8)  Victoria  (Kamerun).  Prenas. 

Das  Kameruner  Exemplar  besitzt  riel  stärkere  schwarze 

Stadieln  auf  der  Hjind,  die  auch  reg«  Imässiger  gestellt  sind, 
aU  bei  den  Amerikanern,  wo  die  Behaarung  überwiegt. 

13)  Palaenion  acanthurns  Wiegm. 

1)  Punama,  atlantisicho  Suite.    M.  Wai^ner. 

12)  lira^ilieu.  Saltuiu. 

8)  Martinique.  Dr.  Doflein.*) 

14)  Falaemon  aztecus  de  Sauss. 
Rio  Chagres  bei  Panama.  M.  Wagner 

Da  mir  de  Saussures  Arbeit  im  Original  unzugänglicli 
war,  so  ist  die  Bestimmung  vielleicht  ungenau. 

15)  Palaemon  carcinu.s  Fabr. 


Von  den  Fundorten  ist  besonders  derjenige  hoch  im  Uima^ 
laya  von  Interesse. 


')  Meint!  in  der  vori^ren  Mitthcilnn}:^  Ooc.  cit.)  erwähnten  Exemplare 
von  P.  iamarrei  (von  Martinique)  gehören  za  acanthnnu  Wiegm. 


1)  Ceylon 

2)  Orissa.  CentmliiKlicn 

3)  Mäudi  (Külu,  Himalaja) 
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III.  Loricata« 

16)  Palinurus  Tulgaris  Latr. 

Ein  sehr  grosses  trockenes  Exemplar  unserer  Sannnlung 
zeigte  die  Augendornea  Tiel  weiter  nach  aussen  gebogen,  als 
die  typischen  Exemplare  aus  dem  Mittelmeer.  Es  war  be- 
zeichnet als 

Palinurus  frontalis  M-Edw. 
Chüe  ?  ? 

Diese  Art  soll  aber  nach  Ortniann  (1.  c.)  zu  Jasus  ge- 
hören, welche  Gattung  durch  die  Stimbildung  deutlich  unter- 
schieden ist. 

17)  Fanulirus  argus  Latr. 

Wir  besitzen  Exemplare  von 

Haitiiiiqtie.  leg.  Doflein. 
Surinam,  Salmin. 
St  Thomas.  Etaendorfer. 
Bio  Janeiro.  Eaaendorfer. 

Die  ix  alen  Exemplare  von  Surinam  und  St.  Thomas  zeigen 
keine  Unterbrecliung  der  Abdoniciifurrlien,  ausserdem  nclM.'u 
den  4  Haupthöckern  des  Antenncnseginentes  eine  Anzahl  kleiner 
Domehen.  Beide  sind  grösser  als  die  Exemplare  von  Mar- 
tinique und  Rio. 

18)  Panulirus  bttrgeri  de  Haan. 
Japan.  »:>aimin. 

Bei  unserem  Exemplare  (9)  dieser  seltenen  Art  linde  ich 
alle  Angaben  Ortmanns  bestätigt. 

19)  Panulirus  japonicus  v.  bicbold 
stimmt  ttberein  mit  den  Ortmann^schen  Angaben. 

Das  Exemplar  nähert  sich  der  Yar.  femoristriga  in  der 

Bedornung  des  Antennensegmentes,  indem  2  kleine  D«irnchen 
hintor  dem  Haupt  dorn  stehen,  einige  davor.     Diese  Neben- 
dürnchun  sind  aber  alle  schwach  ausgebildet.  —   Der  Cephalo- 
IMOl  8iUaii8«b  d.  matk-plijs.  Ct.  9 
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thorax  ist  mit  Schuppen  Ijodeckt,  deren  Raiul  mit  einem  Cilien- 
krair/  versehen  ist.  Eben.s(»  besitze  ich  ein  l]xeniphir  von 
P.  guttatns  Latr.,  welches  am  ganzen  ('e])]iah»tlH)rax  (Yw  gleiche 
ErscheiuiiDg  zeigt.  Nachdem  ich  ausserdem  noch  bei  mehreren 
Arten  sehr  verschiedener  Gattungen  dieselbe  Erscheinung  habe 
konstatieren  können.  ))in  ich  zu  der  Ansicht  gelangt«  dass  die 
betreffenden  Exemplare  kurz  vorher  eine  Häutung  durch- 
gemacht hatten.  Die  meisten  der  in  Betracht  kommenden 
Stücke  zeichneten  sich  auch  durch  eine  brilliante,  wohlerhaltene 
Färbung  aus.  Ehe  ich  bei  mehreren  Arten  diese  Eigenschaft 
bemerkt  hatte,  bat  ich  den  erfahreneil  Crustaceenkenner  Ort- 
mann  um  seine  Ansicht  in  dieser  Sache;  derselbe  veitritt 
(hirchaus  die  Auffassung,  dass  es  sich  um  eine  Begleiterschei- 
nung des  Panzerwechsels  handelt. 

Ich  fasse  diese  Schuppen  also  als  eine  Form  der  Häutungs- 
haare  auf,  wie  sie  bei  Arthropoden  und  bei  schuppentragenden 
Wirbeltieren  vorkommen.  Wenn  wir  aber  diese  Gebilde  physio* 
logisch  nehmen,  als  vorübergehende  Erscheinungen  zu  einem 

gewissen  Zweck,  so  wird  dadurch  ihre  Bedeutung  als  Art- 
merkmal sehr  beeinträchtigt;  die  mit  diesem  Merkmal  unter- 
seliiedenen  Arten  /.  B.  der  Gattungen  Eriphia,  Plagusia  be- 
dürfen also  einer  gewissenhaften  Nachpriifuiig.  Ks  erlieischen 
übrigens  noch  viele  der  Hocker-,  Schuppen-  und  Stachel- 
bildungen auf  dem  Panzer  der  Crustaceen  eine  biologische  Er- 
klärung, und  viele  deijenigen  Skulpturen,  welche  man  als 
charakteristisch  f(lr  eine  Art  beschrieben  hat,  erweisen  sich 
als  wechselnd  nach  Alter  und  Zustand  des  Individuums. 

20)  Panulirus  orientalis  n.  sp. 

»Steht  dem  dasjpus  M.-Edw.  sehr  nahe,  untei'scheidet  sich 
von  ihm  aber  durch  iblgende  Merkmale: 

Während  am  2.  Gnathopoden  die  Ekphyse  fehlt,  besitzt 
diejenige  des  1.  Gnathopoden  eine  ganz  kurze  Geissei.  Bio 
Beine  sind  marmoriert,  Abdomensegmente  glatt.  In  den  meisten 
anderen  Merkmalen  ist  keine  auffallende  Abweichung  vorhan» 
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den.  £s  sind  2  Domen  auf  Antennenaegment,  am  Hintor- 
rand  der  Abdomensegmente  findet  sich  je  ein  blaues  und  ein 
weisses  Band.   Auf  den  4  ersten  Abdomensegmenten  finden 

sich  Spuren  einer  nicht  unterbrochenen  Behaarung,  ohne  dass 
aber  eine  Furche  auch  nur  angedeutet  wäre, 
Jftpan.  Salmin. 

21)  Panulirus  dasjpus  M.-Edw. 

1  mittleres  Exemplar,  Färbung  ganz  abgeblasst.  Die  Ab- 
doiuenfurchen  sind  deutlich  und  unterbrochen. 

2  grosse,  trockene  Exemplare  (9)  mit  4  Hauptdomen  des 
Antennensegmentes,  glatten  Abdomensegmenten  (aber  Spuren 
gewesener  Behaarung),  keiner  Ekphjse  des  2.  önathopoden 

und  mit  Ortnuiniis  Beschreibung  ühereinstinimender  Färbung. 

Diese  drei  Exemplare  scheinea  mir  seiir  iiir  de  Mans  An- 
siebt  zu  sprechen,  dass  die  Arten  polyphagus  und  fasciatus 
nur  Terschiedenen  Altersstufen  einer  und  derselben  Species 
entsprechen.  Vgl.  Ortmann,  Zool.  Jabrb.  Abt.  Syst.  Bd.  X. 
S.  263. 

Japan.  Salmin. 

22)  Scyllaruä  aequinoctialis  Fabr. 

Obwohl  bei  meinen  Exemplaren  die  Hocker  deutlich  be- 
haart sind,  scheint  mir  die  Art  doch  von  latus  Latr.  wohl 

uiiterscheidbar, 

Surinam.   iSalmiiu  Aatillcu. 

23)  Scyllarides  latus  Latr. 
Madeira,   iieraog  von  Leuclitcnberg. 

War  Ton  den  Canarischen  Inseln  schon  bekannt. 

24)  Scyllarus  arctus  L. 

1  joT.   Rio  Janeiro.   Selenka  77. 

Die  Art  von  Miers  sclion  liir  SciiegiUnlHeii  uiigtgeben 
scheint  nach  diesem  Fund  tropisch  athintisch  zu  sein;  be^^onders 
häufig  ist  sie  allerdings  in  der  mediterranen  Kegion. 
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25)  Arcttts  tuberciilattis  Sp.  Bäte. 
B.  Cballenger  Bepori,  Kacntm  S.  70. 

Ein  junges  Exemjilar  liegt  mir  vor,  welches  dadurch  aut- 
falk  iid  ist,  rlnss  alle  HfVcker  und  DuniPii  in  Form  von  Schuppen 
mit  CiliLu  vorliauileii  sind.  Vgl.  hiezu  das  weiter  oben  unter 
Panulirus  japonicus  v.  Sieb,  gesagte. 

Die  Challenger  Exemplare  wurden  zwischen  Neu  Guinea 
und  Australien  gedredgt.  Mein  Exemplar  stammt  aus  Japan 
ohne  genauere  Angabe  leg.  Salmin. 

ly»  Nepbropsidea. 

26)  Astacus  fluviatilis  ßond. 

In  unserer  ziemlich  grossen  und  yon  zaUreiclien  Fund- 
orten stammenden  Sammlung  von  Exemplaren  dieser  Art  fielen 

mir  hcsondere  diejenigen 

vou  Hof  (Bayeru)  v.  Siebold  und  aus  dem  Plötzenaee  bei 
Berlin  auf. 

Dieselben  haben  zumteil  den  Rand  des  Kostruins  als  Leiste 
fortgesetzt,  so  weit  als  der  zweite  postorbitale  Höcker  reicht; 
derselbe  ist  auch  an  einzelnen  Exemplaren  domartig  ausgebildeti 
wQrde  also  zu  colchicus  gehören.  Da  solche  Variationen  vor- 
kommen, halte  ich  die  letztere  Art  fQr  nicht  ganz  sicher. 

4 

27)  Astacus  pallipes  Penn. 
Mailand  (Fischmarkt).   t.  Stebold. 

Diese  Exemplare  zeigen  die  Leiste  auf  dem  ßostrum  lange 

nicht  so  ausgesprochen,  wie  alle  anderen  von  sehr  zahlreichen 

verschiedenen  Fundorten  stamnn  iidcii  Stikke  uiLserer  Samm- 
lung. Es  ist  also  wohl  nnzunrhmon ,  dass  es  sich  um  eine 
Zwischcuiorm,  vielleicht  einen  Bastard  mit  torrentium  handelt. 

28)  Oambarus  putnami  Faxon. 

Erie,  Kreuzpointner. 

29)  Parastacus  agassizii  Faxon. 

Lüg.  Llanquihn^  (Puerto  Montt)  SQd'Chile  (leg.  Heppke). 
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Meine  Exemplare  12  cT  und  9  stimmen  in  allen  äusseren 
Merkmalen  durchaus  mit  der  genauen  Definition  ron  Faxen 

(Proc.  U.  S.  N.  Mus.  XX.  1808)  überein.  Nur  die  Kienien- 
fVirniel  weicht  etwas  ab.  Vielleicht  waren  Kiemen  an  den 
scUuu  so  lange  aiit'hi'walirten  Exemplaren  der  ilasslcr  Exiiedition 
(1872),  welche  Faxon  vorlagen,  schau  etwas  luaceriert  und 
wurden  von  ihm  daher  nicht  ganz  richtig  gesehen. 

Ich  finde: 


Fodobranehien 

Arthrobranchien 

Pleurobrauchien 

Im  Ganzen 

VIL 

ep. 

0 

0 

0 

=  ep. 

vin. 

1 

1 

0 

0 

=  2 

IX. 

1 

1 

1 

0 

8 

X. 

1 

1 

1 

0 

»  3 

XI. 

1 

1 

1 

1 

=  4 

XII. 

1 

1 

1 

1 

=  4 

XIII. 

1 

1 

l(r) 

1 

=  4 

XIV. 

0 

0 

0 

1 

~  I 

Summe        6  + 

e 

4  +  r 

4 

ep  = 

Epipod 

r  — 

rudimentär. 

Die  Gesammtzahl  stimmt  also,  nur  finde  ich  bei  X  keine 
Pleurobranchie,  dagegen  bei  XIV  eine. 

Die  Zahne  am  Merus  des  grossen  Scheerenfusses  sind 

undeutlich;  die  Mittelleiste  auf  dem  innersten  Blatt  der  letzten 
Abdominalanhängc  endet  ohne  Spitze  oder  Dorn. 


Y.  Pagnridea« 

30)  Coenobita  diogenes  Latr. 

1)  Antillen.  Sahnin. 

2)  Savanilla.   fissendorfer  2      2  9. 

Die  Au^enstiele  sind  durchuub  nicht  au.s<;esproclieu  rund. 
son»leru  nacli  der  Medianebene  abjnreflaclit,  allt  rdintrs  sind  si<^ 
nicht  so  abgeplattet,  wie  diejenigen  der  indo-paziiischen  Arten. 
Sonst  stimmen  die  Exemplare  gut  mit  Beschreibungen  und 
Abbildungen  ttberein. 
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31)  Ooenobita  clypeatus  Herbst. 

1)  Ceylon.  .Schlaj^ntwcifc. 

2)  Celebea.  Ludekiug. 

32)  Goenobita  rugosus. 
yar.  wagneri  nov.  var. 

Aehnelt  sehr  der  var,  pulchra  Dana.  Das  dritte  linke 
Sclireitbein  ist  auf  der  Aussenseite  bei  weitem  nicbt  so  sehr 
abgeflacht,  wie  bei  rugosus  typ.  Die  schrSgen  Leisten  auf  der 
grossen  Hand  sind  nur  schwach  ausgebildet,  fehlen  beim  9. 
Beim  linke  coxa  des  5.  Pereiopoden  schwächer  vorgezogen 
als  bei  rugosus. 

^fcaphocorit  der  äussf^en  Antennen  vervvaclisen.  an  beiden 

Scheereu  llaarpolster.    Augeustiele  conipriiiiiert.    Am  5.  linken 

Pereiopoden  Aussenseite  der  Kralle  glatt  mit  scharfer  Kante, 

bei  den  Übrigen  Öliedem  abgerundet,  sehr  schwach  behaart. 

Rio  Bayano,  bei  Panama. 
Pacifiacher  Ocean.  M.  Wagner. 

Die  Art  ist  also  mit  ihren  verschiedenen  Varietäten  durch 
die  ganze  indopazifische  Kegion  bis  in  die  westamerikanische 

verbreitet. 

33)  Ooenobita  spinosus  M-£dw. 

var.  oHvieri  Owen. 

Oshifrika.    Engelhardt  1895. 

Die  Augenstiele  sind  oben  mit  sehr  deutlichen  Dörnchen 
bedeckt. 

War  bisher  nur  aus  dem  östlichen  Indopaciiic  bekannt. 

34)  Olibanarius  speciosus  Miers. 

1)  Canipeche  BaL  Salmin. 

2)  Kamerun.   Gouverneur  v.  Zimmerer. 

Stimmen  beide  genau  mit  der  Beschreibung  des  Typus 
überein. 

8}  Savonilla.   Easendorfer  76. 

(Viele  j  und  9  jung  und  alt.) 
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Bei  diesen  sind  zwar  die  Krallen  viel  langer  als  der  Pro- 
poduSf  aber  bei  Exemplaren  vom  selben  Fundort  sind  bald  die 

hellen ,  bald  die  dunklen  Streifen  auf  den  Beinen  breiter. 
B'olglich  gehört  dies  letztere  Merkmal  nicht  in  die  Si)ezies- 
diagnose. 

35)  Clibanarius  padayensis  de  Man. 

Ceylon.  Schlagintweit. 

36)  Clibanarius  aequabilis  Dana. 
Tenerife.  Rothplets  87. 

37)  Clibanarius  infraspinatus  Hgdf. 
Ceylon.  Schlagintweit. 

38)  Pagurus  striatus  Latr. 

var.  pectinata  Ortni. 
St.  Thomas.  EMendorfer  76. 

Iktstätigt  vollkommen  die  von  Ortinaiiu  aufgestellte  Va- 
rietät; auch  der  von  ihm  als  nicht  sicher  an^^enreheiie  Fundort 
(Br;L^ilie?0  wird  durch  meine  Exemplare  wahrscheinlich  ge- 
macht. Sollte  sich  die  var.  pectinata  in  der  Folge  als  auf  die 
westlichen  Litoralgebiete  des  atlantischen  Ozeans  beschränkt 
herausstellen,  so  dürfte  es  sieb  empfehlen,  sie  als  gute  Art 
abzutrennen. 

39)  Pagurus  deformis  M-£dw. 
Ceylon.  Schlagintweit. 

Zwitter,  wie  die  Exemplare  von  Ortniann  und  llilgendorf. 

40)  Paguristes  hians  Hend. 

4$  Ceylon.  Schlagintweit. 
(Manila  Ghallenger-Henderion). 

VI.  Galattcidea. 

41)  Aeglea  laevis  Latr. 

See  Llanqnihue  bei  Paerto  Montt,  Heppke. 
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42)  Lepidopa  mjops  Stm. 
Mazatlan.  Salmin. 

Stimpsou  beschrieb  die  Art  vom  Cap  St.  Lucas. 

43)  Albunea  symmysta  L. 
Indischer  Ocean. 

44)  Albunea  pareti  Quirin. 
Campllcbebai.  Sahnin. 

Auch  mir  scheinen  A.  paretif  Gibbesi  und  lucasia  zu 

einer  Art  zu  gehören,  vielleicht  ist  nur  die  letztere  abzu- 
trennen. 

45)  Remipes  adactylus  denticulatifrons  Miers. 
Calro.  Billharz. 

(Wird  wohl  vom  rothen  Meer  stammen.) 

YIII.  Oxystomata. 

46)  Mursia  cristimanus  Desm. 
St.  Helena.  Salmin. 

Bisher  bekannt  von  der  Cap-Küste. 

47)  Oalappa  conyeza  de  Sauss. 

f,        zanthusiana  Stm. 

Die  Art  «teilt  in  der  Mitte  zwischen  japonica  Ortnj.  und 
granuhita  L.  Der  Cephalotliorax  ist  sehr  stark  gewölbt,  also 
wie  bei  japonica,  vieUeicht  sogar  mehr.  Die  Hocker  des 
Cephalothorsix  sind  sehr  stark,  wie  bei  japonica. 

Qrösste  Breite  ungefähr  beim  4.  Hinterseitendorn,  Domen 
mit  gekörnten  Kielen  wie  bei  granulata. 

Der  dritte  Dom  ist  der  grosste  am  Hinterrand,  aber  d«r 
4.  ist  überhaupt  der  grr>sste. 

Wo  bei  granulata  die  innersten  Domen  stehen,  linden 
sich  hier  nur  stumpfe  Hricker.  Vor  dem  grüshten  Dorn  (4.J 
noch  '6  deutliche,  dann  2  undeutliche,  dann  Körner:  was  alles 
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TOD  granulata  abweicht.    Spitze  des  äusseren  Lappens  des 
3.Siagnopode]i  abgestutzt  und  stumpf  ausgerandet  (wie  japonica). 
Der  Yergleicli  mit  der  Diagnose  von  0.  zanthusiana 

Stinipson  zeigt  vollkommene  TJebereinstimmung. 

Wenn  es  sich  nachweisen  liesse,  dass  in  den  verschicdoncii 
Altersstufen  die  Dornverhältnisbe  des  Seiten-  und  Hintt  i  randes 
varrüren,  so  würde  es  sich  höchstens  um  eine  Varietät  von 
japonica  Ortm.  handeln ,  ^  'Iche  dann  Über  den  nördlichen 
Pacific  eine  weitere  Verbreitung  besässe. 
Ifazatian.  Salmin. 

48)  Calappa  gallus  Hbst. 
Kantaru,  Viii  Inseln.   Dr.  Büchner  1876. 

49)  Gryptosoma  granulosum  de  Haan. 

Chiiiesisclies  Meer.  Salmin. 

Diis  Exemplar  hat  auffallend  weit  vorstt  eckbare  Augenstielc. 

IX.  Braehyura  s«  s. 

50)  Euphylax  doYÜ  Stm. 

Pontarenas  (Niederkaliforuicn).  Salmin. 

51)  Portunus  puber  L. 

Altata  fW^eatkfifite  von  Mexiko).  Salmin. 
Bisher  ist  die  Art  nur  aus  dem  atlantischen  Ozean  und 
dem  Hittelmeer  bekannt;  daher  holte  ich  die  Zuverlässigkeit 
der  Fundortsangabe  vorläufig  für  anfechtbar. 

52)  Neptuntts  marginatus  M-£dw. 
Bucht  von  Rio  Janeiro.  Essendorfer  76. 

Die  Art  ist  von  Milne-Edwards  för  Gaboon  angegeben. 

Meine  E>Leinplare  befanden  sich  in  einein  Glas  beisammen  mit 
Callinectes  sapidus  Rathb.,  von  «U'ni  sie  sich  aber  durch  die 
Form  des  Hinterleibs  deutlich  unterscheiden. 

53)  Neptunus  hastatoTdes  Fabr. 

Sansibar.  Salmin. 
Bisher  nur  von  östlicheren  Fundorten  bekannt. 
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64)  Thaiamita  sima  M-£dw. 
jttv.  Rotes  Meer.  Fischer. 

Dies  junge  Exemplar  hat  nur  4  Seitenrandzähne,  während 
die  erwachsenen  deren  5  haben  sollen;  es  wäre  interessant 
festzustellen,  ob  dies  eine  regelmässige  Erscheinung  ist. 

55)  Mjomenippe  legoullii  A.  M-£dw. 

Mtiiiü  Exeniplare,  welche  sonst  in  jeder  Beziehung  mit 
Abbildungen  und  Beschreibung  der  grunulosa  von  Milne-Edward.s 
übereinstinnuen,  besitzen  eine,  wenn  auch  schwache^  so  doch 
deutliche  Gaumeuliste,  was  nicht  zu  der  Ortmann'schen 
Diagnose  der  Familie  stimmen  wttrde. 

Cap  York.  Salmin. 

56)  Lophozozymus  cristatus  M^Edw. 

Das  Exemplar  unterscheidet  sich  durch  feineres  Netz  der 
Thorakalfjirbung  und  mangelnde  Behaarung  der  Schooren  vom 
Tjp  des  Milne-Edwards.  letzteres  auch  Ortmann,  Z.  J.,  Abt, 
Syst.  Vn,  p.  457.) 

57)  Actaea  granulata  Aud. 

Die  3  9  zeigen  die  t}  })i.sclion  Granula,  doch  Annäherung 
der  l'ingerspitzeu  zur  Löifelform,  nähern  sich  damit  den  Ac- 
taeodes. 

Auch  ist  die  Art  sehr  ähnlich  hjstrix  Miers,  dessen 
Challenger-Exemplar  ebenfalls  vom  Gap  York  herrührte;  nur 

and  die  Thoraxgranula  verschieden. 

Cap  York.   Salmin  leg. 

58)  Actaea  setigera  M-Edw.  (?) 

Die  Pereiopoden  sind  oben  scharf  gekantet,  das  Abdomen 
des  cT  ist  7  gliedrig.  Bemerkenswert  der  Schutz  des  Auges 
durch  ein  Schüppchen  mit  Behaarung. 

Öudsee  (V).  Salmin. 
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59)  Acfeaea  granulös»  Ad.  und  Wh. 

Mein  Exemplar  stimmt  vollkommen  mit  der  Beschreibung 
Ton  Adams  und  White  Oberein.   Ich  glaube  aber  nicht,  dass 

die  Art  thatsuchlich  zur  Gattung  Actaea  gehört;  bestehen 
Beziehungen  zu  Xantho  und  zu  Zogyniiis. 
Siam.  Salmin. 

60)  Actaea  polyacantha  Heller. 

Ich  Termute,  dass  die  Art  sich  als  identisch  erweisen  wird 
mit  Actaea  hystrix  Miers  (Ohallenger).    Die  2  Exemplare  von 

Ortmanu  (1.  c.)  aus  dciu  Museum  Godcffruy  (jt't/.t  im  Stniss- 
burgcr  Museum)    unl»  kannten  Fundorts   stainiutu  jedtiifalls 
auch  aus  dem  Indn[)aciiic;  Miers  Exemplar  vom  Cap  York. 
Rotes  Meer.  Praner  leg. 

61)  Xantho  bidentatus  M-Edw. 

Unterscheidet  sich  durch  die  Zähne  am  Vordrrseitcnrand 
gut  von  ]»unctatus;  meine  Exemplare  sind  jun«^;  beim  (f  ist 
das  Abdomen  7  gliedrig,  die  Furchen  aut'  der  Überfläche  ziem- 
lich ausgesprochen. 

Gap  York.  Salmin  leg. 

62)  Xantho  melanodactylus  M-£dw. 

^unniiiii.    Salmin  lej?. 

liisiier  nur  von  der  atlantischen  Küste  Afrikas  bekannt. 

63)  Panopeus  hartii  S.  Smith. 

]Jies<'  Art  ist  offenbar  in  den  Saninilungeu  selten  ver- 
treten. —  Bisher:  Abrolhos,  M.-Edwards,  Mission  au  Mexique. 
Surioam.  Salmin  leg. 

Familie  Potamonidae  Ortmann« 

(Thelphusidae  aut.) 

tii)  Potamon  fluviatile  (Belon.) 

Ein  ziemlich  grosses  Material  von  Yerschiedenen  Fund- 
orten, welches  mir  vorliegt,  scheint  mir  für  lokale  Variationen 
der  Art  zu  sprechen.   Doch  kann  ich  mich  über  eine  Auf- 


Digitized  by  Google 


140 


Sittmng  der  tmaOL-plifa»  OUme  mm  3.  Mär»  1900, 


Stellung  von  geographischen  Varietäten  noch  nirht  entscheiden, 
daau  reicht  mein  Material  nicht;  ans.  Um  aber  die  Unter- 
suchung dnrok  Jemand,  dem  yielleicfat  griSes/evea  Material  vor- 
liegt, anzuregen,  gebe  ich  folgende  Beobachtungen: 

Der  Postfrontalrand  zeigt  bei  den  Ihcemplaren  aus  Aegypten 
und  vom  roten  Meer  meist  ^^latte  Linien;  bei  den  Italienern 
sind  die  Ränder  meist  mehr  oder  weniger  grob  gekörnelt, 
während  l)ei  den  palä^tmiachen  der  ganze  Rand  mehr  ver- 
wischt ist. 

65)  Potamon  aurantium  (Herbst). 

2  rf  aus  Ceylon. 

1  ffrOBseres.  Sdilagintweit  leg. 

1  kleineres.  Fmbstorfrar  leg. 

Hei  beiden  ist  der  Hinterleih  gleichartig  ausgebildet;  sonst 

sind  kleine  Verschiedenheiten  vorhanden,  welche  ich  auf  das 

verschiedene  Alter  zurückführe. 

66)  Potamon  larnaudi  (M-Edw.). 

Gehört  in  die  Reihe  des  P.  fluviatile  in  seiner  ost-südlicben 
Aus))reiiung.    War  lusher  nur  aus  lliateriudien  bekannt. 

Calcutta.   Scblagintweit  leg. 

67)  Potamon  Tic.  larnaudL 

Viele  Exemplare  aus  Simla,  Himalaya.  Schlagintweit  leg. 

Ein  Sammelt}  pus  mit  (  luuakten  ii  von  ibericum,  denti- 
cuhitum,  larnaudi.  Ist  daher  von  gids^cui  Interesse  für  die 
Frage  der  Abstammung  und  geograi»hischen  Verbreitung  der 
Gruppe  des  P.  fluviatile.  P.  larnaudi  scheint  überhaupt  sehr 
zu  varüren;  ein  weiteres  Exemplar: 

68)  Potamon  vic.  larnaudi 

weist  durch  scineu  stark  geschweilteu  btirurand  auf  Sinuati- 
frons  hin. 

Sumatra.  Hofrat  Martin  leg. 

69)  Potamon  (Potaroonautes)  indicum  Latr. 

1)  1  ^  HUfl  .Iablj)iit  fMalwa),  Centrahndicn,    .Schlagintweit  leg. 

2)  1  ^  Ceylon.    Fiuliatorfer  89. 
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Ist  vieileiclit  ein  juv.  einer  anderen  Art,  da  iiidicum  nach 
Wood'Mason  im  südlichen  und  östlichen  Indien  nicht  Tor* 
kommen  soll.   £r       «ueh  durch  die  Form  des  Hinterleibes 


Fig.  2.  Fig.  8. 


ausg'pzcit  lniet.  Fi^.  2  stallt  clus»  AlMlomen  des  typischen,  Fig.  o 
dasjenige  des  ceylonischen  Exenipliirs  dar.  Ueberhaupt  ist  dio 
Form  des  Abdomens  zur  Unterscheidung  mancher  Formen  von 
grosser  Wichtigkeit 

70)  Potamon  (Potamonautes)  guerini  M-Edw. 

('»■vlon.    Schlamin twpit  leg. 
Bisher  von  Ceylon  nicht  bokannt.   Die  Exemplare  stimmen 
in  einigen  Punkten  mehr  mit  der  Diagnose  von  guerini»  in 
anderen  mehr  mit  planata  Uberein,  welche  Arten  sicher  mit 
Recht  von  Ortmann  zusammengezogen  sind. 

71)  Potamon  ( I'otamon  :i  u  t  es)  intlatuin  M-Edw. 

stimmt  am  meisten  mit  intiatum  Ubereinf  ähnelt  jedoch  sehr 
den  afrikanischen  Arten  der  perlatum-Qruppe,  Daher  wohl 
auch  die  Verwechslung  durch  Milne-£dward8.  s.  Ortmann  t.  J. 
Abt.  sjst.  X.  p.  308). 

Nord-Ceylon,  Reisfelder  bei  Candelsy,  Juni  1887.  Frohstorfer  leg. 

72)  Potamon  (Geothtlphusuj  obtusipes  Stm. 
Calcutta.    SchlagiutM  eit  leg. 

Bisher  bekannt  von  Manila  und  den  Liu  Kiu  Inseln.  Die 
Spitzen  der  Finger  sind  mit  feinen  homartigen  Hückchen  ver- 
sehen, welche  stark  umgebogen  sind,  dadurch  erscheinen  die 
Finger  obtusi.  Das  gleiche  gilt  fQr  die  stumpfen  Endglieder 
der  Schreitbeine. 
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73)  Potamon  (Geothelphusa)  augustifrons  M-£dw. 
Cap  York.  Salmin. 

9  und  cf ;  gehört  sicber  zur  Untergattung  Geothelphusa. 

74)  Parathelphusa  tridentata  M-Edw. 

1)  ^  Bomeo.  Rupert. 

2)  cf  ^  I3oemi  Ajoe  (Bomeo).  Selenka  und  Scharfenb^g. 
8)  ^  9  Sumatra.  Martin. 

Die  (jraimlatiüiiüD,  welche  den  hintersten  Zahn  mit  der 
Postfrontallt'istt^  verbinden,  sind  sehr  deutlich,  die  Verhültuitüjc 
bei  sinensis  lassen  daraul  schliessen,  dass  eigentlich  der  hinterste 
Zahn  als  Epigastricalzahn  aufzufassen  ist.  —  Die  Leiste  er- 
innert sehr  an  Potamonautes,  so  dass  die  Gattung  (wohl  eher 
Untergattung)  sich  vielleicht  von  diesen  ableiten  lasst. 

Familie  GrapsidM« 

75)  Grapsus  grapsus  L. 

Die  sehr  variable  Form  liegt  von  mehreren  Fundorten 
beider  Hemisphären  vor;  einige  Merkmale  scheinen  aber  kon- 
staut zu  variiren.    Es  sind  verschieden: 

1)  Der  Anterolateralzahn, 

2)  die  lateralen  Stirnhöcker, 

3)  die  2  Stacheln  auf  der  Stirnfläche. 

Oestliche  Fundorte  Westliche  Fundorte 

1)  Zahn         stumpfer  Winkel  spit/.er  Winkel 

2)  Hücker      sehuuil  breit 

3)  Stachel      undeutlich  sehr  deutlich 

Fundorte:  liaa  ^luhammed  Surinam 
Sinaihalbinsel  Madeira 
OstalHkaaische  Kflste 

76)  Goniopsis  cruentatus  Latr. 

1)  Atlantische  Eflste  von  Amerika.  Easendorfer  76. 

2)  Kamerun.   Gouverneur  v.  Zimmerer. 

Die  Suborbitallappen  erreichen  bei  den  meisten  Exemplaren 
die  Stirn  nicht  gäuzlich,  sind  also  durchaus  nicht  mit  derselben 
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verwachsen;  aber  hie  .scbiiessen  dennoch  tllo  AnteuDeo  m  ziemHch 
Ton  Jer  Orbita  aus.  Nur  bei  (ktn  iiltesicii  Kx^^niphir  von 
Eaiuerun  erreicht  der  Suborbitailappen  di('  Stiru  voiUitÜQdig. 

Van  Kamerun  war  die  Art  noch  nicht  bekannt. 

77)  Metüpügrapsus  latilrons  White. 

Meine  Exemplare  stimmen  sehr  genau  mit  der  Diagnose 
TOD  de  Man  überein,  sodass  ich  gegenüber  Ort  mann  dennoch 
geneigt  bin,  den  viel  schlankeren  M.  pictus  M-£2dw.  für  spezifisch 
Terschieden  zu  halten.  Besonders  genau  stimmen  die  MassTer- 
haltnisse  des  Carapax  mit  de  Man  (30 : 23). 
Cap  York.   Salmin  leg. 

78)  Pachygrapsus  pfracilis  de  Sauss. 
Campeche  Bai.   Salmin  leg. 

79)  Pachjgrapsus  transTersus  Gibbes. 
Canarische  Inseln.   Minutoli  leg. 

ÖU)  Heterograpsus  nudus  Dana. 

1)  S.  Francisco.     Buchner  78    )  . 

2)  Pacitic  Grove.    DoHein  08  j 

scheint  mir  identisch  zu  sein  mit  oregonensis  Dana. 

81)  Sarmatium  cnrTatum  M-£dw. 

Kameiuu.    v.  Zimmerer  leg. 

82)  Plagusia  depressa  Fabr. 
Surinam.  Salmin  leg. 

83)  Plaguaia  immaculata  Lam. 

Rockbainptoii,  Queensland,    balmiu  leg. 

84)  Plagusia  tuberculata  Lam. 

1)  Madeira.  Henog  von  Lenditenberg. 

2)  Tenerife.  fiotbplets  1887. 

Durch  diese  beiden  Fundorte  wird  die  Art,  welche  l)i.s]i(  r 
aus  dem  ganzen  Indu-Parifir  vom  llotlien  Meer  bis  zur  West- 
amerikanischen Küsto  aiiijMjgeben  worden  war.  auch  aii5J  dorn 
atlantischen  Ozean  nachgewiesen.  6ic  erweist  sich  damit  als 
circumiropisch. 
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Ob  dabei  conti nuirliche  Uebergänge  zu  depressa  existieren 
oder  ob  dies  selbst  eine  unsichere  Art  ist,  vermag  ich  nicht  zu 
entscheiden. 

85)  Sesarma  cinerea  Bosc. 

Neue  Fundorte:    Martiniqnp.    Doflein  lopf. 

Campr»fli('  Hui.    Salmin  leg. 

Columbien.   Prinzessiu  Therese  ?.  Bajern  leg. 

86)  Gardisoma  guanhumi  Latr. 

Lagos  lind  Oftbon.   Salmin  leg. 

Diese  Exemplare  beweisen  mir  die  von  Ortmaun  ange- 
nommene Identität  von  armatum  mit  guanhumi. 

87)  Ocypodii  gaudicbaiidii  M-Edw.  et  Luc. 
Panama,  atlant.  Seite.    M.  Wagner  leg. 

Auf  der  Etikette  ausdrficklich  als  Yom  atlantischen  Ocean 
stammend  bezeichnetf  während  die  Art  bisher  nur  von  der 
pazifischen  EUste  bekannt  ist. 

88)  Ocypoda  ceratophthalma  Pallas. 
Gap  York.  Salinin  leg. 

Sehr  kurze  Augenfortsätze! 

Von  grösserem  Interesse  dürften  diojoniijon  der  angefölirten 
Yerbreitungsdaten  sein,  welche  sich  auf  die  atlantische,  die 
indopazifische  Provinz  und  die  Gegend  des  Isthmus  von  Panama 
beziehen.  Während  die  letzteren  manches  Zweifelhafte  ent- 
halten und  die  Notwendigkeit  einer  Untersuchung  der  mittel- 
amerikanischen Meeresfauna  vor  dem  Bau  eines  interoceani- 
scheu  Kanals  sehr  wünschenswert  erscheinen  lassen,  bringen 
die  ersteroti  eiiio  Anzjilil  von  Belegen  für  unsere  tiergeo- 
graphische Aultassung  der  grossen  Oceangebiete. 

Für  das  atlantische  Gebiet  ergab  sich  für  eine  Ileihe  Yon 
Arten,  welche  bisher  erst  von  der  einen  Küste  bekannt  waren, 
dass  sie  auch  an  der  gegenüberliegenden  Yorkommen,  so  für 
bisher  nur  in  Brasilien  g^ndene  ein  westafrikanischer  Fundort 
und  umgekehrt.    Wahrscheinlich  werden  diese  Fälle  immer 
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bSufiger  werden,  je  melir  insbesondere  die  westafHkanische 
Meeresfauna  eiforscht  wird;  diese  bietet  dem  Sammeln  dadurch 
gewisse  Schwierigkeiten,  dass  selten  solche  Anhftufungen  ron 
IndiTiduen  und  Arten  zu  finden  sind,  wie  an  den  Etisten  mit 

Kuralleuriffen. 

Für  die  indo-pazifiBche  Provinz  hatte  ich  einige  Resultate 
der  gleichen  Art  zu  yerzeichnen.  Auffallend  ist  die  Ausbrei- 
tang mancher  Arten  bis  in  die  westamerikanisehe  Provinz,  so 
von  Coenobita  rugosus  mit  der  nOY.  yar.  Wagneri.  Genauere 
Untersuchungen  über  die  Ausdehnung  der  letzteren  P^vinz 
fehlen  ja  noch;  das  Vorkommen  indopazifischer  Arten  im  Qolf 
Ton  Panama  lässt  es  möglich  erscheinen,  dass  die  Provinz  nur 
eine  schmale  Zone  unifasst,  welche  bedingt  ist  iluich  die  kalten 
Strr>niu Ilgen  und  das  kalte  Auftriebwasser  längs  der  Westküste 
von  Xord>  und  Südamerika. 


180D.  «tBangsb.  d.  iiiAtli.-pbys.  Cl. 
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Sitzungsberichte 

der 

küuigl.  bajer.  Akademie  der  Wissenschaften, 


Mathematisch-physikalische  Classe. 

Sitoung  vom  5.  Mai  1900. 

1.  Herr  H.  Seki.kjkk  Icf^t  eine  Ablinndlunir  des  Herrn 
l*r<»iVssor  Max  Wolf  in  Heidelbern":  .  A  u  s  s  c  im  c  }>  c  1  ilcr 
lUejuden*  mit  2  Tafeln  vor.  Dieselbe  ist  lui'  die  Abhand- 
lungen der  Akademie  bestimmt. 

2.  Herr  Sku.  Finstekwamifk  maclit  unter  Vorzeija^ing  von 
Karten  eine  Mittheilung:  ^Ueber  die  Coustruktion  von 
iiühüukarteu  aus  BailoDaufuuLmeD." 

3.  Herr  Febo.  Likdehann  legt  eine  Abhandlung  von  Dr. 
JoHANK  GKVrTLEK,  Privatdozent  an  der  üniTersität,  vor:  «Con- 

forme  Abbildung  der  lialbebene  auf  ein  Fläcbenstück, 
Meiches  von  einer  cirkuhiren  Curve  dritter  Ordnung 
oder  von  einer  bicirkularen  Curvc  vierter  Ordnung 
begrenzt  wird. 

4.  Herr  P.  Groth  legt  drei  aus  seinem  Institut  hervor- 

geg.iii^^cne  Arbeiten  vor: 

a)  von  Fräulein  Kelly:  ,Uober  Conchit,  eine  neue 
Modifikation  des  kohlensauren  Kalks.* 

SMO.  81Uttiit*b.  4.  miOi.-iilqn.  Ol.  10 
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b)  von  Herrn  Privatdozenicn  Dr.  Erkst  Wbinschekk: 
»Chemisch-geologische  Studien;  zur  Eenntniss 
der  Graphitlagerstätten 

II.  Aipine  Graphitlagerstütteu. 

ni.  Die  Graphitlagerstätten  der  Insel  Ceylon.** 

Beide  Abhandlungen  sind  für  die  Abhandlungen  der 
Akademie  bestimmt. 
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üeber  die  Eonstraktion  von  Höhenkarten  ans 

Ballonaufnahmen. 

Von  8*  FlMtorwaider« 

iKttigtlau/m  6.  Hai.) 
(IUI  Taf.  L) 

Hat  man  von  einem  Objekt  zwei  PhotograpWeen  E'  und  E" 

mit  innerer  Orientierung,  das  lieisst  solche,  zu  welchen 
die  relative  Lage  drs  /uirt'lirtrigen  perspektivischen  Centrunis 
bekannt  ist,  so  reichen  dieselben  theoretisch  ohne  weiteres  hin, 
um  das  dargestellte  Objekt  sowie  die  Lage  der  beiden  Auf- 
nalmiepunkte  gegenüber  demselben  bis  auf  den  Massstab  zu 
bestimmen.^)  Die  Kenntnis  irgend  einer  Länge  des  Objekts 
genügt  dann  zur  Festlegung  des  Massstabes.  Bis  jetzt  ist  ein 
in  allen  Fallen  praktisch  gangbarer  Weg  zur  Lösung  dieser 
Aufgabe  nicbt  bekannt.  Man  bedarf  dazu  der  yon  Herrn 
Quido  Hauck  so  benannten  gegnerischen  Kernpunkte,*)  d.  i.  der 
gegenseitigen  l'erspektiven  des  einen  .St!in<l[iunktes  vom  andern 
aus,  deren  Auttindung  beträchtlichen  rechnerischen  oder  kon- 
struktiven Schwierigkeiten  begegnet.    Indessen,  selbst  wenn 


1)  Vergl.  2.  B.  das  Referat  des  Verfaasers  Aber  die  geometriscben 
Grondlagen  der  Photogrammetrie.  Jabretbericbt  der  Deutscben  Mathe* 
matiker'Vereinigiuig,  6.  Bd.,  8. 15. 

*)  Ebenda  S.  9,  sowie  die  Abhandlnngen  des  Herrn  Hauck  Uber  die 
Theorie  der  trilinear^projektivischen  Systeme^  Crelle's  Journal,  Bd.  96 
und  97. 

10* 
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wir  einen  Weg  zur  Lösung  der  genannten  Aufgabe  hätten, 
wäre  damit  für  die  photogrammetrische  Torrainaufnahnie  vom 
Ballon  aus  wenig  gedient,  denn  bei  einer  solchen  handelt  es 
sich  nicht  blos  um  die  Ermittelung  der  Terrainformen  an  sieb, 
sondern  speziell  um  ihre  Beziehung  zur  Lotrichtung.  Eine 
Kurvenaufiiahme  des  Terrains  z.  B.,  bei  welcher  die  Ebenen 
der  Kurven  nicht  lioiizontal  sind,  würde,  obwulil  sie  die 
Terrainiuniieii  vollständig  darstellt,  wenig  nützen.  Zwar  wünle 
bereits  die  Kenntnis  des  Fluchtpunktes  der  Lotlinien  auf  einer 
der  beiden  photographischen  Perspektiven  zur  Herstellung  der 
richtigen  Horizontalkurven  ausreichen,  allein  die  oben  gekenn- 
zeichneten Schwierigkeiten  lassen  es  geraten  erscheinen,  sich 
bei  der  Lösung  der  Aufgabe  nicht  auf  das  theoretisch  zulässige 
Mininram  an  Kenntnis  des  darzustellenden  Objektes  und  der 
zugehörigen  Lotrichtung  zu  beschränken.  Nur  so  erzielt  man 
nämlich  nicht  nur  eine  ausführbare  L(isung,  sondern  auch  Kon- 
trollen, weiche  die  Richtigkeit  derRcll»cn  sicher  stellen. 

Zunächst  sei  vorausgesetzt,  nuin  kenne  Grundriss  und  Hrdie 
von  vier  auf  zwei  photographischen  Bildern  M'  und  dar- 
gestellten Punkten  des  Terrains  B,  C\  1),  sowie  von  den  l>eiden 
photogrammetrischen  Standpunkten  0^  und  0,  (Balionörter); 
man  soll  Grundriss  und  Hohe  irgend  eines  weiteren  auf  beiden 
Bildern  dargestellten  Terrainpunktes  P  finden.  Später  soU 
auseinandergesetzt  werden,  auf  welche  Weise  man  in  den  ver- 
schiedenen Fällen  die  Balionörter  bestimmt,  bezw.  wie  man  auf 
die  Kenntnis  eines  oder  zweier  Terrain]>ünkte  verzichten  kann. 

Zur  Lösung  der  erstgennnnten  Anfga))e  bedient  man  sich 
am  besten  der  Vermittelung  der  beiden  Perspektiven  des  Ter- 
rains von  den  jeweiligen  Standpunkten  auf  die  Grundrissebene 
Es  seien  0,  und  0^  (vergl.  Fig.  1)  die  Standpunkte 
(Balionörter),  und  O^q  ihre  Grundrisse,  P  ein  Punkt  des 
Terrains,  F^  und  dessen  Perspektiven  von  den  beiden  Stand- 
punkten aus  auf  die  Grundrissebene  und  Pq  dessen  Grundriss. 
Kennt  man  P,  und  P,,  so  erhält  man  Pq  als  Schnitt  von 
0^f^l\  und  ^^20  Urdie  Pr^  F  des  Punktes  P  über  dem 

Grundriss  ergibt  sich  zweilach  aus  fülgcuden  Proportionen: 
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P„P:  0,0  0,  -  P,      :  1\  O,, 

?  n  f  '  <Ko  0,        :  n  - 1\  ^*o» 

wobei  if|  und       die  Ballonhühea  sind. 

Ausserdem  muss  die  Verbindungslinie  7*,  durch  den 
l*unkt  i)  ereilen,  in  welchem  O,  die  GniiKlrissebene  schneidet. 
Nur  in  *iu'.sein  Fall  schueiden  sich  iiiinilich  die  beiden  Stralik'u 
P,  Oj  uml  L\  0^  in  einem  Punkt  des  liaums.  Diese  Probe  ist 
äijuivcilent  mit  der  liöiieuprobe,  welclie  sich  bei  der  doppelten 
Ausrechnung  von  h  aus  den  beiden  Proportionen  ergibt. 


Fig.  1. 


Somit  ist  die  Konstruktion  von  Orundriss  und  Höhe  des 
Terrainpunktes  auf  die  Bestimmung  von  P|  und  P,  zurück- 
geführt. Diese  aber  kann  einfach  auf  folgende  Weise  ge- 
schehen (vergl.  Fig.  1):  Es  seien  i>p  C\,  1)^  die  4  Punkte» 
wcb  he  durch  Centraiprojektion  von  O,  aus  auf  die  Grundriss- 
«dunc  aus  d<'n  4  bekainilvn  Terrain|Miiikten  A,  Ii.  (\  D  ent- 
stehen und  sicii  aus  deren  (irundrijjsen  A(^,  7^^,  (,\^,  7>^,  urnl  den 
zugehörigen  Höhen  olme  weiteres  konstruieren  liLssen  (vergL 
Fig.  1).   Es  ist  nun  das  Punktfebl  yl,.  7/,,  (\,  der  KI)eno 

perspektiv  zum  photographisehen  Bild  A\  i^,      i/,  P  der 
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Ebene  M'  von  0^  aus,  daher  kann  aus  linear  ermittoli 
werden.  Dies  geschieht  am  sichersten  rechnerisch,  wobei  man 
Yon  der  Bemerkung  ausgeht,  dass  die  (rechtwinkeligen,  schief- 
winkeligen  oder  projektiven)  Koordinaten  Ton  P,  in  der  Grund- 
rissebene  J^^  mit  den  Koordinaten  von  P'  in  der  Bildebene  E' 
durch  linear  gebrochene  Relationen^)  zusammenhängen,  deren 
Koeffizienten  sich  dann  besonders  einfach  bestimmen  lassen, 
wenn  in  den  beiden  projektiven  Ebenen  jene  Paraikl-Koordi- 
naten  x^,  f/j  bezw.  x\  y  eingetührt  werden,  welche  zu  den  Ver- 
binduugidiuien  und  B^       resp.  A!  B'  und  €'  D'  als 

Axcn  gehören  (vergl.  Fig.  2).  Die  Relationen  kOnnen  dann  so 
geschrieben  werden:*) 


Zur  Bestimmung  Yon  a,  ^,  ^,  x  hat  man  nun  folgende  vier 
Gleichungen: 


^)  Siebe  etwa:  debsch'Lindemann*«  Yorlesnngen  über  Geometrie, 
Bd.  1,  S.  250  u.  flF, 

^)  Ebenen  rinfach  werden  übrigens  die  Rebitionen,  wenn  man  an 
Stelle  der  echiefwinkeligen  Koordinaten  der  Punkte  ihre  ntniDalen  Ab- 
stände von  den  oben  genannten  scbiefwinkeligen  Knor.lijiatenaxen  nimmt. 
Diese  normalen  Ah^ffiTnL'  balun  vor  den  schiel  winkeligen  den  Vorteil 
voran«»,  dass  sie  in  ih  n  lUMoi  n  o Ii ne  weitere  Konstruktion  direkt  mit  dem 
Zirkel  abgegritfeu  werden  könneü. 


X  X 

y  y 


(3) 
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Die  Buchstaben  a,,  6,,  (f,  bezw.  i/',  c\  (T  bezeichnen  dabei 
die  absoluten  Werte  der  Koordinaten  der  Punkte  yl,,  J^,,  C',,  Z>j 
bezw.  A\  G\  JJf  im  genannten  System  (Tergi.  Fig.  2).  Aus 
den  Gleichungen  (3)  lassen  sich  die  Konstanten  der  Fomeln  (2) 
fblgendermassen  successive  berechnen: 


Entnimmt  man  dem  Bilde  K  die  Koordinaten  jt;',  ^  von  T\ 
so  kann  man  nun  mittels  der  Formeln  (2)  die  Koordinaten 

^j,      des  i'unkleb  L\  der  Gruudrissebene  linden.    Die  Formeln 
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(2)  sind  bereits)  in  jciiu  Gestalt  gebracht,  welche  fUr  den  Go- 
brauch  des  Uechc  n>r]iiobcrs  am  vorteilhaftesten  ersoheint.  In 
analoger  Weise  ündet  man  die  Koordinaten  se^f  von  P,, 
wobei  man  vorlier  die  Koeffieienten  jener  neuen  Formeln  zu 
berechnen  hat,  duroh  welche  dar  Zusammenhang  zwischen  den 
x^,  des  Punktos  der  Ebene  E^^  und  x'*^  yt  des  Punktes 
P«  der  zweiten  Photographie  E*'  dargestellt  ist.  Die  Koordi- 
naten x^^  ;/j  sind  auf  ein  von  dem  früheren  etwas  verschiedenes 
Koordinatensystem  bezogen,  da  A.,.  Ii,,  6'^,  im  allgemeinen 
nicht  mit  A^,  i/j.  ( \,  J)^  zui.uiiiiii(  nr;illi'ji  werden.  Hat  man  so 
die  Punkte  1\  und  nach  ihren  Koordinaten  atif<,n.'t ragen,  so 
ergibt  sich  i^,  Avif  erwähnt,  als  Schnitt  von  1\  O^^  und  1\ 
und  die  Höhe  h  auf  doppelte  Weise  aus  den  Proportionen  (1). 

Will  man  die  Rechnung  vermeiden,  so  kann  man  sich  zur 
Bestimmung  der  Punkte  P|  und  P,  auch  der  durch  4  Punkte- 
paare gegebenen  projektiven  Beziehung  des  Möb  in  stachen 

Netzes  bedienen,  wie  ich  bei  einer  andern  Gelegenheit  aus- 
einandergesetzt hal»e.  (Vergl.  das  S.  14!)  citierte  h'eferut  8.  ü.j 
Ihw  längeren  Kunjstruktionen  in  den  Kltenen  der  l'liotogrnjdiieen 
un<l  K"  aus  dem  Wege  zu  gehen,  wird  man  ein  in  die 
15ilder  mechanisch  einkopiertes  Quadratnetz  in  die  (nundriss- 
ebene  J'J^  übertragen,  wo  es  dann  als  Möbius'sches  Netz  er- 
scheint.^) Ks  ist  dies  auf  rein  graphischem  Wege  allerdings 
nur  sehr  schwierig  mit  der  nötigen  Genauigkeit  zu  erreichen. 
Sollen  die  Vorteile,  welche  das  Möbius'sche  Netz  bei  der  Be- 
stimmung einer  grossen  Zahl  von  Punkten  bietet,  nicht  durch 
Ungenau igkeit  der  zeichnerischen  Ausführung  beeinträchtigt 
werden,  so  ist  es  das  Empfehlenswerteste,  die  Handpunkte 
des  <  ,>iiadrat Uetzes  der  Bildebene  auf  dem  rechiiurischen  AV»  <;e 
mittels  iii^'i-  ruriiieln  (2)  in  die  Eben«'  /v',  zu  übertragen  nnd 
durch  Zi(dien  der  Verbindungsiinieu  das  Netz  zu  vervoUstän- 
digeu.  Die  Avrit«>re  Ausführung  der  Netzmaschen,  bezw.  die 
Eintragung  der  Punkte  P,  und  P,  geschieht  dann  auf  dem 


in  der  beifolgenden  Tafel  I  ist  ein  eolobec  Mdbius^schee  Netz  ein- 
getragen. 
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Wege  der  Proporüoaalteiluug,  iodem  man  die  projektive  Be- 
ziehung der  Ebenen  l^J'  bezw.  7'>"  und  innerhalb  einer 
Masche  nUherungsweise  durch  eine  aftine  Beziehung  ersetzt. 

Aus  den  Formeln  (2)  kann  man  übrigens  sehr  einfach  die 
Lage  der  Fluehtlinien  in  den  Ebenen  E'  bezw.  E*'  und  Jß^ 
berechnen  (vergl.  Fig.  2).  Sind  und  g,  die  Abschnitte  der 
Fluchtlinie  auf  den  Koofdinatenazen  in  JE^q,  p*  und  q  die  ana^ 
logen  Grössen  in  E\  so  ergeben  sich  aus  (2)  die  einfachen 
Beziehungen 

1  H 


^  1 

a  p 


(5) 


Kann  man  nun  Ober  das  dem  Möbius*schen  Netz  zu  Grunde 
gelegte  Quadratnetz  in  E'  noch  yerfügen,  so  legt  man  das- 
selbe am  besten  parallel  zur  Fluchtlinie  und  erreicht  dadurch, 
dass  eine  Schar  von  liinien  des  Mobius'schen  Netzes  eluiilalls 
parallel  zur  Fhu  htlinie  winl.  Man  erspart  dann  die  Liurecli- 
nung  eines  Teiles  der  Handpunkte. 

Nehen  der  oben  auseinandergesetzten  Methode,  die  beiden 
Punktfßlder  P,  nn  l  1\,  in  der  Ebene  Eq  auf  projektivem 
Wege  aus  den  photographiscben  Bildern  zu  entwickeln,  ist 
noch  eine  mehr  elementare  denkbar,  die  auf  den  Regeln  der 
darstellenden  Geometrie  beruht  und  bei  welcher  man  den 
Grundriss  und  Aufriss  der  projizierenden  StrahlbOschel  von 
O,  und  0,  aus  zu  Hilfe  nimmt.  In  der  Praxis  versagt  die 
direkte  Anwendung  dieser  Methode  wegen  ihrer  üngenauigkeit 
und  Unbequemlicbkeit.  Die  Genau itjfkeit  der  Metbode  hängt 
nSnilicb  in  erster  liinie  davon  al),  wie  sebarf  die  Krniittelunif 
der  äusseren  OricntiermiLr  der  lieiden  Strablbündei  und 
gelingt  und  jeder  Fehler  in  den  Hallonörtern  oder  in  der  Stel- 
lung der  Bilder  «jfelit  in  vollem  Betrag  auf  die  zu  konstruieren- 
den Terrainpunkte  Uber.  Hingegen  ist  die  projektive  Methode 
von  der  Genauigkeit  der  Ballonörter  fast  unabhängig,  solange 
nämlich  die  Ballonhdhen  sehr  gross  gegen  die  Terrainhöhen- 
unterschiede sind.  Wären  letztere  Null,  so  brauchte  man  die 
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HaiUmörter  überhaupt  nicht,  die  beiden  Punkttelder  P,  und  Pj 
in  würden  sich  decken  und  direkt  die  Uoii/ontalprojektion 
liefern.  Aber  noch  ein  weiterer  sehr  wesentlicher  Vorteil 
spricht  zu  gunsten  der  projektiven  Methode.  Während  man 
bei  der  Methode  der  darstellenden  Qeometrie  auf  die  Richtig- 
keit der  metrischen  Verhältnisse  angewiesen  ist  und  daher 
immer  auf  das  Originalnegativ  oder  auf  ein  davon  abgenom- 
menes Glasdiapositiv  zurückgehen  muss,  kann  man  bei  der 
projektiven  Methode  ohne  weiteres  mit  fix  irrten  Papierbildem 
oder  Vergrösserungen  arhriten,  du  ja  die  Veränderunirin.  die 
diese  gegenüber  dein  Driginalnegntiv  zeigen,  selir  genau  diinh 
eine  atiine  oder  projektive  Transformation  ersetzt  werden  können, 
und  daher  die  Werte  der  Doppelverhältnisi>e,  auf  die  es  bei 
der  projektiven  Methode  allein  ankommt,  nicht  beeinträchtigen. 
Durch  die  Benützung  von  Yergrösserungen  lässt  sich  aber  die 
Genauigkeit  und  Bequemlichkeit  erheblich  steigern.  Wenn  es 
sich  wie  in  der  Regel  bei  den  Terrainaufhahmen  um  die  Ein- 
tragung des  Konstruierten  in  die  vorhandenen  Karten  handelt, 
so  hat  man  bei  der  Methode  der  darstellenden  Geometrie  noch 
mit  dem  Papiereingang  der  Karte,  der  in  der  Hegel  nach  ver- 
schiedenen Kichtungen  verschieden  ist,  zu  kämpfen,  wa^»  bei 
der  projektiven  Methode  uiMrfallt.  sobald  man  die  Ausgangii- 
masse  derselben  Kart*-  entnoniinen  hat. 

Es  sollen  nun  die  Methoden  erwähnt  werden,  die  zur  Er- 
mittelung der  Ballonörter  Verwendung  finden  können. 

a)  Sind  zwei  Ebenen  wie  E'  und  7>',  jirojektiv  aufeinander 

bezogen  (vergl.  Fig.  3),  so  ist  ein  geometrischer  Ort  des  Centrums 
O,  in  be/.ng  auf  welches  sie  per.sjjektiv  gelegt  werden  können, 
gegeniil>er  einer  der  beiden  Ebenen,  z.  B.  7^^,  ein  Kreis,  desüen 
Ebene  normal  aul  J'J(^  «-teht  und  dessen  Mittelpunkt  in  der 
Fluclitlinie  dieser  Ebene  liegt.  Sein»'  Elemente  lassen  sich  aus 
den  Formeln  (2)  und  (4)  leicht  berechnen.  Für  den  Radius  r  gilt: 

U'  ^  > 

für  den  Kreismittei|mnkt  M  gilt: 
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Diese  lielationen  folgen  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 

U,G,F,'oOH'J*  und 

0  Lt^  i  \r^z  V  n  J  ', 

Kennt  man  die  Bildweite  des  photographischen  Bildos  A". 
d.  h.  den  Noimalabstand  des  Centrums  0  von  der  Kbenc  J'j\ 
so  ibt  die  Lage  von  0  auf  dem  Kreise  bestimmt.  £in  Versuch 
auf  diesem  Wege  die.  Lage  des  Ballonortes  zu  bestimmen, 
scheitert  zumeist  an  der  Ungenauigkeit  des  Verfahrens.  Es 


Fig.  8. 


setst  dasselbe  nicht  nur  voraus,  dass  die  metrischen  Verhält- 
nisse in  Bild  und  Karte  durch  keine  Papierkontraktion  oder 
Vergrösserung  geändert  wurden,  sondern  wenn  diese  Verhält- 
nisse auch  zutreffen,  ist  doch  der  geometrische  Ort  (Kreis)  von 

O  80  wenig  bestimmt,  dass  ein  befriedip'ndes  Resultat  nicht 

leicht  erzielt  wird.  Pls  wird  dies  pluiisilxd.  wciiii  man  iK'dfnkt, 
d:iss  die  pcrsjM'kti ve  Al)))ildung  von  F/  auf  A',  wr^'cii  dos  iiinst 
kl<Mn»'n  Hildtfld«\s  aimälicrnd  zur  attiiicii  wird  tiiid  Ixi  »iiicr 
solchen  der  gesuchte  geometrische  Ort  in  diu  ganze  unendlich 
ferne  Kbeue  ausartet* 
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b)  Bessere  Resultjite  eraielt  man,  wenn  man  <lie  ganze 
innere  Orientierung  jeder  der  Photograpliieeii  und  drei  Punkte 
des  Terrains  als  gegeben  ansieht.  Aus  der  inneren  Oriientie- 
rung  ergibt  sich  das  Dreikant  der  Projektionssirablen  naeb  den 
bekannten  Terrainpunkten,  das  man  dann  so  in  den  Raum  zu 
stellen  hat,  dass  seine  drei  Kanten  durch  die  vorgegebenen 
Terniinpunkte  gehen.  Diese  Aufgabe  ist  zwar  nicht  mit  74irkel 
un«]  Lineal  lösbar,  lässt  ab»  r  rasche  und  praktisch  ausreichende 
Näherungskonstruktionen  zu. 

c)  Besonders  einfach  wird  die  Konstruktion  des  Ballon- 
ortes, wenn  der  Fluchtpunkt  der  Vertikalen  aus  der  Photo* 
graphie  entnommen  werden  kann.  Um  letzteres  zu  ermög* 
liehen,  lasst  man  eine  Reihe  Yon  langen  Lotleinen  vom  Aequator 
des  Ballons  herabhängen,  welche  dann  bei  der  Aufnahme  mit« 
photographiert  werden.  Der  Schnittpunkt  der  Bilder  der- 
selben gibt  den  gesuchten  Fluclitpuiikt.  Iii  diLsciii  Fall  genügt 
ausser  der  Kenntnis  der  inneren  Orientierung  die  von  nur  zwei 
Terrain]nmk  trii.*) 

Gelingt  in  den  Fällen  b)  und  c)  die  Orientierung  mit  der 
nötigen  Schärfe,  so  kann  man  versuchen,  für  die  weitere  Kon- 
struktion ohne  Kenntnis  eines  vierten  bezw.  dritten  und  vierten 
Terrainpunktes  auszukommen,  indem  man  auf  dem  Wege  der 
darstellenden  Geometrie  aus  einem  oder  zwei  Paaren  von  Bildern 
identischer  Terrainpunkte  Grundriss  und  Höhe  derselben  rekon- 
struiert und  dann  nach  der  projektiven  Methode  weiter  verfährt. 
Freilich  ist  das  erzielte  R»  ^ultat  in  liolioni  Masse  von  (h  r  Richtig- 
keit der  i'usitiouen  der  Terrainpunkte  und  der  jjotrichtung 
abhängig.^) 

•)  Vergl.  das  S.  U9  ciliertc  Kefenit  S.  26. 
Ebenda  8.  29.  Ueber  die  praktische  Anwendttiig  dimi*  lUllan- 
ortabeBtimniung  Biehe  des  Verfassers  Aufsatz  in  den  Illustrierten  ttronanti» 
sdien  Mitteilungen  1899,  S.  81,  auch  im  Jahresbericht  des  Müadiener 
Vereins  för  LofbschifiUirt  für  das  Jahr  1699,  8.  88. 

"*)  Wiederholte  Ki-fiihrunjreji  haben  t^ezeijj^t,  dms  die  vom  Ae(}liator 
des  Ballons  herabhängt  ii<l*'n  Lule.  deren  lülder  hri  e)  zur  Verwendung 
kommen,  doch  nicht  selten  zienilieh  weit  von  der  Lotriclitun«;  iibweichen, 
namentlich  dann,  wenn  sich  der  Ballon  in  der  Nähe  des  Gebirgee  bewegt. 
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Die  oben  auseinaiulergeeetBten  MeUiodeD  wurden  an  der 
Haad  eines  ziemlich  umiaiigreicheii  Materials  an  BallonbÜdern 
des  MfiBcfaener  Vereins  fftr  Luftschiffahrt  geprüft.  Speziell 

jiii  HüheiiMufiiiiiinitii  wurden  zwei  Bilder  verwendet,  welche 
bei  einer  Veieinsfahrfc  am  1^^.  Noveinher  1899  aufgenoniuion 
wurden  und  die  Ortschaft  \Vaai  bei  Kaufbeuern  aus  einer 
telattren  Höhe  von  ca.  900  m  darstellen.  Die  eine  von  ihnen 
wurde  von  Herrn  Baron  v.  Bassus  mit  einem  dem  Verein 
gehörigen  Apparat  mit  konstanter  Bildweite  auf  eine  Platte 
Tom  Format  12  X  16  cm  aufgenommen.  Die  Bildweite  des 
Objektivs,  ein  Orthostigmat  von  Steinheil,  betrügt  152  mm. 
Die  zweite  Aufnahme,  von  Herrn  Privatdozent  Dr.  Heinke 
herrührend,  wurde  mit  einer  sogenannten  Bruns-Kamera  im 
Format  9  X  12  cm  gemacht.  Das  zugehörige  Objektiv  ist  ein 
Guerz'hclier  l)o])pt'l-Anastioiii;it  mit  149  mm  Bild  weite.  l>ie 
Ballonörter  wurden  nach  der  IMetho  le  h)  aus  3  Terrainpunkten 
bestimmt,  fis  war  zwar  der  Ballon  bei  der  Abfahrt  mit  Lot- 
leinen ausgerüstet,  allein  infolge  eines  Versehens  hatten  sieh 
diesdben  verwirrt,  so  dass  nicht  die  genügende  Zahl  (minde- 
stens zwei)  von  Lotleinen  auf  einer  Photographie  zur  Abbil- 
dung kam.  Die  innere  Orientierung  der  erst  genannten  Auf- 
nahme wurde  auf  folgendem  Wege  bewericstelligt.  Im  Inneren 
des  Apparates  betindet  sicli  ein  rechteckiger  Kähmen,  dessen 
Umrisse  auf  dem  Negativ  zur  Abbildung  grlangeJi.  Infolge 
der  Einriclitung  zum  Wechseln  der  Glasplatten  ist  ein  ai>soiiit 
genaues  Anliegen  deiselben  an  den  Kähmen  nicht  zu  erreiclien, 
man  kann  aber,  wenn  die  inneren  Orientierungselemente  (Haupt- 
punkt und  Bildweite)  für  die  Ebene  des  Kahmens  vorher  be^ 
stimmt  waren,  aus  dem  Vergleich  der  Dimensionen  des  Kahmen- 
bildes  und  jener  des  wirklichen  Kahmens  die  zur  Lage  der 
Glasplatte  im  Moment  der  Aufnahme  gehörigen  Orientierungs- 
elemente beötiiumen.   Es  verhält  sich  nämlich  unter  der  Yoraus- 

AUerdings  sind  dann  die  relativen  Luftbewegungen  gegenüber  dem  Ballon 
ao  atark,  dass  sie  boreits  fühlbar  werden.  Es  ist  ein  Misaatand  der  an- 
gegebenen  Methode»  daas  man  kein  sicheres  Kriterium  für  das  normale 
Herabhftttgen  der  Lotleinen  besitzt. 
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aeteung,  dass  die  Unterschiede  der  beiden  in  Betracht  kom- 
menden Ebenen  (der  Bahmenebene  und  der  Ebene  der  Platte) 
sehr  klein  sind,  die  zur  Platte  gehörige  Bildweite  zu  der  zum 
Rahmen  gehörigen  wie  der  Umfang  des  Kahmenbildes  zum 
wirklichen  Rahmenumfang.  Der  Hauptpunkt  erleidet  in  Rich- 
tung der  Rahmenseiten  Verschiebungen,  die  sich  mittels  For- 
meln folgender  Art  berechnen  lassen: 

wobei  d  die  gtMiaiinte  Bildvveite.  a  und  h  die  Seiten  des  IJali- 
mens  bedeuten,  /a,  und  rcsp.  a^  und  die  Verkürz  untren 
der  beiden  liahnienseiten  b  resp.  o,  und  (i  bozw.  ß  die  Ver- 
rlickung  des  Hauptpunktes  in  Kichtung  der  Seite  a  bezw.  b 
und  zwar  nach  der  stärker  verkürzten  Seite  hin  bedeuten. 
Für  die  Dimensionen  des  benutzten  Apparats  ist  der  Faktor 

^=1,6,  es  können  also  die  Veränderungen  des  Hauptpunktes 

infolge  der  nichtparallelen  Stellung  der  Platte  zum  Rahmen 
mit  einer  allerdings  etwas  geringeren  Genauigkeit  errnttteli 

werden,  als  die  Messungsg»  iiauit^keit  auf  dem  Negativ  beträgt. 
Die  zugehüripre  liallonhöhe  wurde  nach  der  genannten  Methode 
dreimal  bestimnit.  wobei  die  Zalilen  957  ni.  0.S3  ni  und  !)4r>  m. 
im  Mittel  Dl")-!- 7  in  resultierten.  Für  die  Ibdio  de«  zweiten 
Ballonortes  ergab  sich  in  ähnlicher  Weise  898  m.  Die  hori- 
zontale Entfernuni«-  der  beiden  Ballonorte  betrug  1676  m  (vergL 
die  Tafel  1).  Als  Projektionsebene  wurde  eine  in  der  mittleren 
Höhe  von  637  in  des  darzustellenden  Terrains  gelegene  Hori- 
zontalebene gewählt.  Für  die  weiteren  Ausarbeitungen  stellte 
ich  im  mathematischen  Institut  Yergrdsserungen  der  erwähnten 
Ballonbilder  her  und  zwar  wurde  die  erste  Aufnahme  dreifach, 
die  zweite  doppelt  vergrdssert.  Um  zunächst  die  Genauigkeit 
der  nach  der  inojektiven  Methode  unter  weniger  günstigen 
Verhältnissen  zu  ge>\'innenden  Horizontalpositionen  zu  j)rüfen, 
wählte  ich  auf  dem  zweiten  Bild  E"  vier  in  der  beigegebenen 
Talel  1  durch  Dreiecke  markierte  Punkte,  die  ich  auf  dem 
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Xataaterblatt  S.  W.  VII.  26.  im  Massstabe  1 : 5000  identi- 
fizieren konnte.    Ihre  Höhen  entnahm  ich  den  Horisontol- 
kurven  des  Positionsblattea  Nr.  739  Waal.   Es  wurden  nun 
120  Punkte  der  Photographie  in  die  Grundrissebene  mittels 
der  Formehi  (2)  übertragen.    Wurden  dieselben  mit  dem 
Grundriss  des  Ballonortes  verbunden,  so  mussten  die  Ver- 
bindungslinien dureh  entsprechende  Punkte  der  Katastralauf- 
nahme    hindurchgehen.     Das  traf  auch  im  ullgemeinen  zu, 
doch  stellte  sich  heraus,  dass  das  im  Jahre  ISll  autgeuümmeiie 
Blatt  trotz  der  Korrekturen  aus  tkii  Jalin  n  1841,  1849  und 
1877   soviele  Unterschiede  an  den  Gebäuden,  den  Stra-ssen- 
zUgen,  den  VVasserläufen  und  den  Fiurgrenzeu,  soweit  letz- 
tere zu  erkennen  waren,  aufwies,  dass  eine  zweifellose  Identi- 
fizierung, so  wie  sie  für  eine  Höhenaufhahroe  unbedingt  nötig 
wiire,  nicht  wohl  möglich  war.   Für  die  bestimmten  Punkte 
wurden  zum  leichteren  Vergleich  mit  der  Katastralaufnahme 
die  Korrekturen  wegen  der  Erhebung  der  betrefienden  Terrain- 
punkte  Uber  das  Ausgangsniveau  unter  Zugrundelegung  der 
dem  Positionsblatt  entnommenen  Höhen  gerechnet.    Na<  Ii  dvn 
so  erniitteUfii  PositiorR-ii  NMirde  ein  Teil  des  iivilrouraplu.scht'n 
Nt'tzcs  n'konstruii'it,  welches  zum  Vergleich  mit  der  Katastrnl- 
aulnahmt'  ni  der  bt  iliegenden  Tafel  im  vi  rkleinerten  Mjussstahe 
1  :  25000  reproduziert  wird.    Die  Verschiedenheiten  gegen  ül)er 
der  Katastralaufnahme  erklären  sich  zum  grössten  Teil  durch 
die  Veränderungen,  welches  das  hydrographische  Netz  sei  es 
durch  den  natürlichen  Verlauf»  sei  es  durch  künstlichen  Ein- 
griff erfahren  hat  (Verlegung  und  teilweise  Abschnürung  der 
Serpentinen  des  Singold-Baches  einerseits,  dann  Trockenlegung 
des  Walker  Weihers  andrerseits).  Die  nicht  ganz  befriedigende 
Uebereinstimmung  mit  der  Katastralaufnahme  wird  zum  Teil 
auch  auf  der  nicht  vollkonimeu  sicheren  IdentitiziLruiiir  ihr 
Ausgangspunkte  beruhen.    Um  für  die  Höht  nautiialmie  liievon 
möglichst  unabhängig  zu  sein,  oricnticrtf  Ich  das  Koordinaten- 
sy.sten»,  das  zum  Umrechnen  der  autlern  Aufnahme  A  diente, 
nicht  nach  Punkten  der  Katastralaufnahme,  sondern  nach  auf 
beiden  Photographieen  sicher  zu  identifizierenden  Punkten  der 
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obcngenaimteii  Kekonstruktion.  Dadurch  fallen  die  etwa  vor- 
handenen System  all  sehen  Fehler  dersell)»  ii  für  die  Höhenbestira- 
nmiig  fast  vollständig  hinaus.  Nun  wurden  für  etwa  30  Punkte, 
welche  auf  beiden  Aufnahmen  identifiziert  "werden  konnten,*) 
die  Hohen  gerechnet  und  dabei  das  in  der  nachfolgenden 
Tabelle  zusammengestellte  Resultat  erhalten.  Da  sich  für 
jeden  Punkt  zwei  Höhen  rechnen  lassen,  so  kann  man  aus 
der  TJebereinstimmung  der  beiden  einen  mittleren  Fehler  einer 
Höhenbestinnnung  zu  0,92  ni,  denjenigen  einer  Höhe  zu  0,65  ni 
berechnen.  Dabei  stellt  sich  heraus,  dass  die  vom  zweiten 
Standpunkt  au6  geiiomnienen  Höhen  durchst  hnittlich  um  m 
«^riisst'r  sind  als  die  vom  ersten  Standpunkt  aus  aut'genunaiienen. 
\\  ii  tl  dieser  systematische  Fehler  abgerechnet,  so  bh  ibt  ein 
mittlerer  zufalliger  Fehler  von  0,85  bezw.  0,60  m.  Das  Mass 
desselben  beweist,  dass  die  liekonstruktion  der  Positionen  bis 
auf  etwa  0,2  mm  bis  0,4  mm  im  Massstab  1  : 5000  gelungen 
ist.  Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  sich  bei  noch  grösserer 
Sorgfalt  eine  erhebliche  Steigerung  der  Genauigkeit  erzielen 
Hesse.  Immerhin  ist  die  bereits  gewonnene  Genauigkeit  schon 
höber  als  die  eines  systematischen  Nivellements  mit  dem 
Äneroid. 

Für  dit'  jiraktische  Veru  ci  tun»?  ist  der  Zeituul'waiid,  w^elcher 
für  die  einzeliieii  ( )pi'iat iont  ii  inUiu'  ist,  von  grosser  Wichtig- 
keit und  ( s  mögen  daher  einige  Angahen  darüher  gestattet  sein. 
Die  Konstruktion  eines  Ballonortes  nach  der  Methode  b)  er- 
fordert, sobald  man  die  Dimensionen  der  Karte  direkt  ent- 
nehmen kann,  ca.  .'iO  Minuten  Zeit,  die  Ausrechnung  der  Kon- 
stanten für  die  Formeln  (2)  etwa  ebensoviel.  Die  Anwendung 
der  Formeln  (2)  ist  auf  je  5  Minuten  Zeitaufwand  zu  veran- 
schlagen. Ebensoviel  Zeit  bedarf  die  Herstellung  der  Hori- 
zontalposition und  die  doppelte  Höhenrechnung,  sodass  sich  die 
für  einen  kotierten  Punkt  noch  aufzuwendende  Zeit  auf  15  bis 
20  Minuten  beläult  Arb^tet  man  mit  dem  Möbius^schen  Netz, 

')  Die  Zuhl  der  identifizierbareii  Punkte  hätte  «ich  auf  einige  Hun- 
dert vermehren  lassen. 


S.  Mmterwäid»: 
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Tftltolle  i«r  dAppettfemeiMatB  H91teB  4er  Tomlnpniikte. 
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Hiernach  ist  der  mittl*  lo  Fohler  einer  Beatimmung: 
and  der  mittlere  Fehler  einer  Hohe  Üf  =  0,707  m  »  0,66  Meter. 


>)  Der  Fonlct  114  liegt  nicht  auf  dem  Terrain  selbst,  sondern  ist 
die  Spitze  des  Kirchturms  von  Waol. 
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so  ist  für  die  Herstellung  eines  solchen  im  Massstab  1  :  5000 
wohl  eine  mehrstündige  Arbeitszeit  anzusetzen.  Der  für  den 
einzelnen  Punkt  benötigte  Zeitaufwand  reduziert  sich  dann 
allerdings  auf  die  Hälfte,  also  auf  ca.  10  Minuten.  Eine  noch 
weit«g«h«nd6  Abkteung  d«.  V«rfd,ren»  lie»e  «eh  durdi  «ne 
rein  mechanische  TJmzeichnung  des  Ballonhildes  E*  in  die 
Ehene  mittels  eines  Perspdctographen  ermöglichen.  Da- 
durch, dass  man  nicbt  das  Ballonbild  E'  selbst,  sondern  eine 
Vergrr»,ss<'ning  df^sclbcii  zur  Uiiizeiclinunj^  benützt,  lassen  sirli 
iVw  zufiilli'rrn  Fehler  des  Verialuv'iis  jedenfalls  auf  ein  zuläs- 
siges Mass  reilucieren.  Ob  ein  Gleiches  mit  den  systematischen 
Fehlern  auch  gelingt,  bedari'  noch  genauer  Untersuchung. 
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CoDfonne  Abbildung  der  Halbebene  auf  ein  Flachen- 

stück,  welches  von  einer  circularen  Kurve  dritter 
Ordnung  oder  einer  bicircnlaren  Kurve  vierter  Ord- 
nung begrenzt  wird. 

Von  Jokann  (jroettler. 
{MbttOßatflm  II.  Mut,) 
(Hit  Tal  II  v.  IIL) 

Im  Jahre  1894  hat  Herr  Professor  Lindemann  eine 
Methode  angi  «^^t  ben,')  naeh  der  das  Problem  der  conformen 

Ahbiklung  für  eine  Kurve 

/■(*.»,)  =  o 

erledigt  werden  kann,  wenn  sich  eine  rationale  Funktion  ron 

a'  und  //  mit  reellen  Coef'tizienten  derartig  bestimmen  lüs.st, 
cIjlss  eine  pausende  Potenz  des  Quotienten  (0  eine  rationale 
Funktion) 

0 

IL 

dz, 

eine  rationale  Funktion  von  e  wird.  Dabei  ist  bemerkt,  dass 
dieser  Fall  unter  andern  bei  der  Ellipse  und  Parabel  (von 
Schwarz  behandelt),  bei  der  Hyperbel  (von  Lindemann  be- 

li.indelt),  ferner  bei  der  circularen  Kurve  dritti^r  Ordnung  und 
der  bicirculareii  Kurve  vierter  Ordnung  vuilie^t.  Die  beiden 
letztgenannten  Jr  ülie  sollen  hier  behandelt  werden. 

>)Sit2iing8berichte  der  physikal.'Ökonomischen  Gesellschaft  zn  Kflnigs* 
bei«  i.  Pr.,  7.  Juni  1884. 

H* 
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%  1.  Gircnlare  Kurven  dritter  Ordnimg. 

L  Die  Gleichung  einer  circularen  Kurve  dritter  Ordnung 
kann  bei  bekannter  Bezeicbnungsweise  geschrieben  werden: 

Setzt  man  bierin  a  «  j1  —  i  •  ,4',  ß^^B^  y  —  i  •  C, 
d  =  D  —  i  •  7)*,  f  =  i?,  SC)  erhält  man  die  Gleichung  der  Kurve 

in  gewüluiliclien  Coordinaten: 

+  2Dx  +  2D'y  -\-  E^O, 

Jede  dieser  Kurven  besitzt  zwei  konjugiert  imaginäre 
Asymptoten: 

2iA±iA')ix±iy)  +  2O±ia'=0 
und  eine  reelle  Asymptote; 

Figur  1  gibt  eine  circulare  Kurve  dritter  Ordnung  ohne 

Doppelpunkt;  die  X  Achse  ist  die  reelle  Asymptote.  Figur  2 
ist  eine  solche  Kurve  mit  Doppelpunkt;  Figur  3  ©in  spezieller 

Fall  von  2.  Figur  i  eine  circulare  Kurve  luit  iaulieiteai  i'unkt 
(x-  —  y  =  0).  Oio  reelle  Asyniptotc  ist  in  Figur  2,  3  und  4 
diu  |niiiktii  I  ir  iu  rude  gezeichnet. 

II.  Aus  der  Gleichung  f{£,g^)ssQ  der  Kurve  (1)  folgt: 
^  »dgBs  —  ^  ,  de. 

und  hieraus: 

d  \      fdz.W  d 
1(1 


wenn  Z  eine  reelle  (grosse  ist. 


»(:;s)J-AhG9]. 
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Die  Funktion: 

kt  idso  am  Rande  der  Kurve  /*=  0  überall  reelL 
Aus  Gleichung  (1)  ist 

^J-f^j*==a».ir*  +  ^».(2a^~4a,y)-|-ir«.(^+2ad,~4a,d-4yy,) 

-h    .  (2  p'  (5,  —  4  a,  e  -  4  y,  d)  h  (Jj  -  4  y,  e),  (2) 


Setzt  man  Jf  =  ( i  und       -t4,,  so  ist: 


0        «  ^  (log  O  -  J  • 

Die  Pole  der  Funktion  0  sind  erstens  die  Punkte  M  =  0, 
d.  h.  die  Brennpunkte  di  i  Kurve  /*=  0.  Ist  =  a  ein  solcher 
Punkt  und  Zs=A  sein  Bild,  so  ist  in  seiner  Nahe: 

z^a=(z~-  Ä)  • 

Mithin  ist  0  an  dieser  Stelle  dargestellt  durch: 

0[!,,Z)~-\.-^^  +  %(Z-A).  (4) 

Liegt  ferner  ein  isolierter  Punkt  im  Innern  des  abzubilden- 
den Flächenstückes  (Fig.  4),  so  ist  an  «liosor  Stelle,  wenn  s^h 
der  fragliche  Punkt  und  Z^B  sein  Büd  ist: 

g  —  h  =  {Z—  B) .    {Z~  7i); 

^  ist  also  in  der  Nähe  dieses  Punktes  dargestellt  durch: 

Es  ist  nämlich  vermöge  üf »  {^"^        diesem  Falle 

(<?  —  6)  ein  quadratischer  Faktor  von  M, 

Enthalt  der  Rand  des  FlSchenstUckea  einen  Doppelpunkt 
der  Kurve  und  ist    •  n  der  Winkel  der  im  Doppelpunkt  gi  - 
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zogenen  Tangenten,  so  ist  in  der  Kähe  dieses  Punktes  die 
Kurve  durch  die  Tangenten  daigestellt  und  somit  nach  dem 
Schwarz^schen  Satz')  an  dieser  Stelle,  wenn  s  =  e  der  Doppel- 
punkt und  Z=C  sein  Bild  ist: 

—  c  «  (if  —  C  /  •  ^     —  0). 

Hieraus  folgt,  da  ^  —  c  ein  quadratischer  Faktor  von  M 
ist,  wiederum; 

<P  (r,  Z)  =  +  ?  (Z-  C).  (6) 

Liegt  femer  der  Punkt  s  =  qo  am  Rande  des  Flachen* 
Stückes  und  igt  Zss  B  sein  Bild,  so  hat  die  Entwicklung  statt: 

Es  rcstiert  hieraus: 

Dieser  Punkt  g^co  ist  also  ak  gewöhnlicher  Punkt  des 
Randes  zu  betrachten. 

')  Unter  dem  «Sckwane'scbea*  Sat/.  versteben  wir  den  von  H.  A. 

Schwarz  in  CroUe  Bd.  70,  p.  109  aufgestellten  Satz:  ,Die  allgemeinate 
Funktion,  durch  welche  der  in  der  Nähe  de«  Scheitels  ^  =  C  liegende 
Teil  der  Fläche  eines  Winkels  >       [y>Ol  in  ilor  Ebeue 
jgssr*  e*i  (0  <  7»  ^  y  • 0  <  r  <  **(J 

attf  die  Ebene  Z  —  R'c**  [O^^'^x]  confonn  so  abgebildet  wird,  dau 

in  der  Näbc  dieser  Stelle  jedem  Punkt  Jt  &n  stetig  mit  ikm  fortrfiekender 
Punkt  Z  entspricht,  während  die  Werte  r  -  mod  c,Z  ^C  ;  v  =0,  ^  =  0; 
q>  -~Y':^,  *P  =  TT  einander  entsprechen,  ist  in  der  Nfthe  dieses  Punktes 
dargestellt  durch: 

z-  c  =  {Z-Cr'^{Z  -  C)\ 

Iliehei  bedeutet  C  eine  reelle  Zahl.  eine  Polrii/i*'ihe  mit  reellen 
Coeffizientun.  Der  Satz  gilt  xuuächst  für  einen  geia  llinifj  begrenzten 
Winkel  yjt  und  ISsst  sich  sofort  nach  Schwarz  (1.  c.  i>ag.  116)  auf  einen 
von  Kreisbogen  gebildeten  Winkel  erstrocken. 

Die  in  der  genannten  Arbeit  gemachten  Schlösse  rächen  aber  auch 
hin,  wenn  der  Winkel  }'*.t  von  beliebigen  Kurven  begrenzt  wird  und  die 
Darstellung  auf  die  Umgebung  des  Punktes  z^^e,  Z^C  sich  beschränkt. 
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Der  Punkt  Jfs^ao  kann  auch  im  Innern  des  FlackenstQckes 
liegen;  auch  in  diesem  Fall  ist: 

Es  kann  (bei  Kurven  vierter  Ordnung)  auch  der  Fall  ein- 
treten, dass  der  Grad  von  J/,*)  welclier  im  allgemeinen  der 
vierte  ist,  sich  um  o  Einheiten  reduciert  (q  =  1»  2,  S,  4).  In 
diesem  Fall  gilt  fttr  den  Punkt  ^  =  oo,  mag  er  nun  im  Innern 
oder  am  Rande  des  Flachenstückes  liegen,  die  Entwicklung 

0(^,Z)^-l  +  (8) 

Hat  3/  =  0  eine  n  i.icli«*  Wm/ei  ^  =  h  und  liegt  dieser 
Punkt  im  Innern  des  Flächenstückes,  so  ist 

und  deshalb  an  dieser  Stelle 

Liegt  aber  der  Punkt  z  —  h  am  Kande  des  Flächenstiickes 
und  ist  der  Winkel  an  jener  Stelle  ß'St^  so  ist  0  {ss^  Z)  in  der 
Nahe  dieser  Stelle  dargestellt  durch: 

»  (#.  ^  -  ^"  ~      ^  -  -  •  ^%(Z-2i).  (10) 

Ist  Iti^i)  eine  rationale  Funktion  von  if,  welclu-  für  reelle 
Z  reell  ist  und  in  bekannter  Weise  den  Anforderungen  der 
Gleichungen  4  bis  10  entsprechend  gewählt  ist.  so  ergibt  sich 
die  Abbildung  des  Flächenstiickes  auf  die  Halbebene  vermittelt 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

0  {z,  Z)  =  Ii  (Z) 

oder  *  '  ' 

j"''^'  =i>.  Pi^./«<«-"+i/  (U) 

D  und  7/  sind  KonstMnto,  die  Tnte^'rale  als  Funktioru  ii 
der  obern  Grenzen  zu  betrachten.  Sehr  zu  bemerken  ist,  dass 
beide  Seiten  der  Gleichung  (11)  elliptische  Integrale  sind. 

')  Confer  Gleichung  2ö,  pag.  17Ü. 
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zogenen  Tangenten,  so  ist  in  der  Nähe  dieses  F 
Kurve  durch  die  Tangenten  dargestellt  und  somit 
Schwarz'schen  Satz ')  an  dieser  Stelle,  wenn  z  —  c 
puukt  und  Z  =  C  sein  Bild  ist: 

g  —  c  =  {Z—CY''^{Z—  C). 

Hieraus  folgt,  da  z  —  c  ein  quadratischer  ^ 
ist,  wiederum: 

«(z,Z)  =  -^^,  +  i3(Z-6') 

Liegt  femer  der  Punkt  z  —  (x>  am  Ran 
Stückes  und  lai  Z  =  D  sein  Bild,  so  hat  die  F 

Es  restiert  hieraus: 

Dieser  Punkt  £"  =  00  ist  also  als  gev 
Iiandes  zu  betrachten. 


')  Unter  dem  .Schwarz'schcn"  Satz  vot 
Schwarz  in  Grelle  Bd.  70,  p.  109  aufgestellt > 
Funktion,  durch  welche  der  in  der  Nähe  «i 
Teil  der  Fläche  eines  Winkels  y  Jt  [y  >  0] 

«  =  r  •  e*'i  [0  «C  9»  ^  y  •  ' 
auf  die  Ebene  Z=  R-  d'^'  |0  <  *  ^  .-r]  conf 
in  der  Niihe  dieser  Stelle  jedem  Punkt  z  « : 
Punkt  Z  entspricht,  während  die  Werte  r 
9?  =  y  •      fp  =  jt  einander  entsprechen, 
dargestellt  durch: 

z-  c  =  (Z—  Qy  . 

Hiebei  bedeutet  C  eine  reelle  Zahl. 
Coeffizienten.    Der  Satz  gilt  zunächs' 
Winkel  y.-r  und  lässt  sich  sofort  narii 
von  Kreisbogen  gebildeten  Winkel  <>> 

Die  in  der  genannten  Arbeil 
hin,  wenn  der  Winkel  y '  :t  von  hv\ 
Darstellung  auf  die  Unigcbung  des 


!  ve 
vou 


;5 


gesetzt  ist. 


dritter  Ordnung 
Kurve  (Fig.  2) 
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Derjenige  Winkel  der  im  Dojipelpunkt  gezogenen  TaiigeiiteD, 
in  welchem  die  Schleife  liegt,  sei  y  *7i.    Man  findet: 

J|f=^.[j«_2a«(l  +  2i)  — 3a*J. 

M—  0  hat  ausser  dem  Doppelpunkt  die  Wurzelpunkte 

Bei  der  io  den  Gleichuni^on  4  10  uiige wendeten  Be- 
zeich mm  gsweise  findet  man  folgende  Abbildungen: 

a)  Das  von  der  Schleife  eingeschlossene  FlächenstQck  mit 
dem  Winkel  y  •  n, 

oder:*) 

3a*H-ar(2i4-l)  öiy^y^  2a(2i+l)7  "3ä»  D-^^  0)-^  (13a) 

h)  Das  Aeussere  der  Schleife  —  Winkel  (2  —  y)'yt  — 
die  Punkte  a|  und     liegen  im  Innern. 


^-   ^      -  --         H-^^',  (H) 

wenn 


gesetzt  wird. 

c)  Der  Kaum  auf  «Icr  i  <  i  hti  ii  Seiti'  des  Kur?enzuges  — 
Winkel  y  *  n  —  der  Puukt      liegt  im  luneru. 


-^^^^  (14a) 

oder: 


')  Im  rl  on  Fi'jitrcn  aind  die  Wurzelpankte  von  M—O  darcb  numerierte 
Funkte  <!arge-<t','llt. 

Die  Conatante  l>  der  Uleulumg  U3a)  ist  natürlich  eine  ander«' 
als  die  der  Gleichung  (13);  dasselbe  g^dt  auch  für  die  folgenden 
Gleichungen. 
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J'  {Z-  cy^D'  {2iC-A'XC-~-  A'i)-{-(2ü-A'-A\XZ-  C) 

'^2y{Z-A'){Z-A\)(C^)(C^l^)y  (14b) 

d)  Der  Baum  auf  der  linken  Seite  des  Kurrenzuges  — 
zwei  Winkel  (1  —  y)*n  —  Punkt     liegt  im  Innern.^) 

/  =  2>.  f  „  +D'  (15) 

oder: 

[2v"'-^b\Z- C')^2c'V(Z-A\Z-Ä^ '  ^-C  J    '  ^ 

wenn 

b  =2C  —  A  —  J,,       b'=2C'—A  —  A,, 
c*  =  (C  ^A)(C  —  A^),     =  (6"  —  A)  {€'  —  A^ 
gesetzt  wird. 

e)  Der  Kaum  auf  der  linken  Seite  des  Kurvenzuges, 
welcher  die  bclüeife  mit  enthält  —  Wiokel  (2  —  y)  •  jr, 

J^D'  f   .^-\-D'  (10) 

J(Z^V)'V(Z-Ä){Z-Ay 

oder: 

JiZ  ~  Cf  -  3'=2>.{2c^ + 6(Z-  C) -t-  2c •         A )kZ -^A^f "  ^  (1 G a) 

Y.  Eine  andere  Verteilung  der  Wurzelpunkte  von  Jfcf  =  0 
gibt  die  Karre  (Fig.  3) 

-\-  zr,^  a  (^^  f-  ^i)  =  0 
oder  .  a?  (a;*  4-  y*)  +  a  (x*  —  y*)  0. 

Der  Winkel  der  Tangenten  im  Punkt  ir  =  0  ist  \'n. 

Es  ist  hier: 

Die  Wurzeln  von  J/=0  sind  ausser  dem  Doppelpunkt 
^  =  ü  die  Punkte  «i  =  2a(l  — >^2)  und  a, 2a(l  +  V2). 

Z^  A  sei  das  Bild  des  Punktes  ß^a^  und  Z^  AI  das- 
jenige von  iTasO^. 

^  Z  ~  A  ist  Jiw  Bild  von  * « ai  und  Z^A'  das  von  « =  a». 
DaBBelbe  gilt  bei  den  Gleichungen  14  und  14a. 
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a)  Das  Innere  der  Schleife  wird  abgebildet  durcii: 

^D'\  Z*^  -  (17) 

Gebt  man  durch  die  Transformation 

C  4- 1 

von  der  pontiren  Halbebene  Z  auf  das  Innere  des  Kinhelts- 
kreises  der  C  Ebene  über  und  lässt  die  Funkte  e  =  0  und 
^  s  —  femer  »  und  C  ^  0  einander  entsprechen,  so 
erhalt  man  die  Abbildung: 


b)  Das  Aeussere  der  Schleife  —  Winkel  j  •  ä  —  der  Punkt 
liegt  im  Innern  des  Flächenstttckes. 

ff^=.i>.r  (18) 

Ordnet  man  die  Punkte  jp  =  0,  f  —  i  und  4'  =  a„  C  =  0 
beim  Uebergang  auf  das  Innere  des  Einheitskreises  der  C  Ebene 
einander  zu,  so  ergibt  sich: 

c)  Der  Raiun  i  eclits  vom  Kurveuzug  —  Winkel  J  •  n  — 
Punkt      im  Innern. 

J(Z~c)V{Z-j'){Z~  Aiy        ^  ^ 

Geht  man  wieder  auf  den  Einheitskreis  Uber  und  ordnet 
die  Punkte  ~~  =  ü,  C  —  i  und  ^  s  a,,  C  «  0  einander  zu,  so 
ist  die  Abbildung  gegeben  durch: 

"-^-^^^--^^•^^^^-*=-2aiK2y^-  +  ^^^  Cl9a) 
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d)  Der  Itauui  liukü  vom  Kurvenzug  —  zwei  Winkel  ^  •  n. 


oder: 


Eiitsjuechen  die  Punkte  r  =  0,  C  =  +  1  undir  =  (j,  4  =  —  1 
c'iüaiidcr,  indem  z  =  {)  einmal  als  obere,  einmal  aU  untere 
Ecke  des  Fläcbensiückes  betrachtet  wird,  so  erhält  man: 


■1  a*  -{-  2  «  ^  —  2  a  i  •  \  *  * —  4  az —  4 


Die  OoDstante  D  ist  erst  bestimmt,  wenn  ein  negativ 
reelles  g  einem  rein  imaginären  C  zugeordnet  wird. 

e)  Der  Kaum  links  vom  Kurvenzug,  welcher  die  Schleife 
mit  enlliiilt  —  AVinkel  J  •  -i  —  Funkt  a,  im  Innern. 

-      =  I>  .   r.-:.^  [•  D  ,  (21) 

Unter  Zuordnun«^  von  ^  =  0,  C  =  —  i  und  £  =  a^,  f  =  0 
erhält  mau: 


(21a) 


Zu  bemerken  ist,  dass  diese  spezielle  soeben  betrachtete 


Kurve  durch  die  Transforuiation  t  ~  — r     iu  die  reelle  Achse 

der  t  Ebene  Übergeführt  wird  und  somit  die  Abbildungen  T 
auch  auf  anderem  bekannten  Weg  erhalten  werden  können. 
Im  all«(omeinen  aber  ist  dies  nicht  der  Fall. 

Vi.  Als  circulare  Kurve  dritter  Ordnung  mit  isoliertem 
Punkt  betrachten  wir  die  Kurve  (Fig.  4). 

ir*if,  +  i^jf  +  ai(£f*  —     —  4ttjpjef,  «bO 

oder: 
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£8  ist  hier: 

Die  in  Betracht  kommenden  Brennpunkte  sind  nebst  dem 
isolierten  Punkt 

2a(2  +  T/2  )  +  2m(  1 4- V'S)  uml  a,= 2o(2  - 1^2  )-|-2«<(l  - 1/2 ) ; 

beide  Punkte  liegen  rechts  der  Kurve. 

a)  Ist  Z »  ^  das  Bild  des  Punktes  =  0,  so  wird  das 
FlachenstUck  links  Tom  Kunrenzug  abgebildet  durch: 

 ^  /-Jf  (2^») 

b)  Sind  Z—A  und     ~  J.'  die  Bilder  der  Punkte  z  = 
und  ir  8s  Og,  so  wird  die  Abbildung  des  Flächenstttckes  rechts 
vom  Kurvenzug  vermittelt  durch: 

ff'=Z)-r  ^     ''-^   .       .^  +  Z)'.  (23) 

* 

§  8.  Bicircnlare  Kurven  Tierter  Ordnung. 

I.  Die  Gleichung  einer  bicirculareu  Kurve  vierter  Ord- 
nung ist: 

kj^4 -f- ae\+  a,^4 + /J^^, + y^»+  y»^  +  Vi+  «»«Ö,  (24) 
oder,  wenn 

gesetzt  wird: 

k {x^  +      -i-  2  (j:^  -\-if){Ax-{-A' //)  +  2 (i>' -f  (J)  +  2 (2^ — C) 

Die  Kurve  hat  vier  imaginäre  A8y]n[)toten,  von  denen  je 
zwei  parallel  sind.    Ist     =  +  h      sind  ihre  Gleichungen 
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Die  Kurve  kann  einen  Doppelpunkt  besitzen.  Leitet 
man  aus  der  GieickuDg  der  Kurve       0  wieder  nach  Lindemann 

her,  so  findet  man  wiederum,  dass  die  Funktion 

*(^.^£/^{iog/)-J-./^aogjio 

fttr  reelle  Z  am  Rande  von  /"  =  0  reell  ist,  wenn  /  =    ' .  und 

Die  Funktion  </>  wird  unendlich  erstens  in  den  l'unkten 
M—i),  zweitens  in  dem  etwa  vorhandenen  isolierten  Punkt» 
welcher  im  Innern  liegt,  drittens  in  einem  etwa  vorhandenen 
Doppelpunkt,  welcher  am  Rande  des  betrachteten  Flächen- 
stKckes  liegt.  Im  ersten  Fall  gilt  die  obige  Entwicklung  der 
Qleichung  (4),  im  zweiten  die  der  Gleichung  (5),  im  dritten 
die  der  Gleichung  (6).  Ferner  sind  die  Gleichungen  8,  9  und 
10  zu  beachten. 

Ist  Ä  =  c  ein  Doppelpunkt  von  f  =  0,  so  ist  z  —  c  ein 
quadratischer  Faktor  von  M. 

Die  Abbildung  von  Flächenstücken,  weldie  von  einer  bi- 
circularen  Kurve  vierter  Ordnung  begrenzt  werden,  wird  mit- 
hin nach  den  obigen  Erörterungen  vermittelt  durch  eine 
Gleichung  der  Form 

Syll  ^  ^  •  Je^*^^**^-      +  ^'  (26) 

n.  Wir  betrachten  zunächst  die  Kurve  (Fig.  5) 

2    4  —  2  a  ^  * I  (*r  -|-  Äj)  —        -f  j  =  0 

oder : 

(a;»  -Y  y'^y  —2ax     -f  t/')  —  a»  a;    =  0, 
Man  findet  leicht: 

If «  4  jf*  +  8  a -p»  —  4  a»  ^» -f  a* . 
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Die  Gleichung  üf  =  0  ist  irreducibl  und  hat  die  Wurzehi 

a,  =  - 2,4147a,  0,3916a,  a,  =  (0,4032 +  »•  0,31 91) a, 

«^  =  (^0,4032  — i. 0,3191)«. 

Die  Punkte  a^  und      liegen  ausserhalb,  die  Punkte 
und     innerhalb  des  Ovals. 

Sind  Z^A  und  Z^A*  die  Bilder  der  Punkte  e^a^ 
und  si  —  a^^  so  ist  die  Abbildung  des  Ovals  auf  die  Halbebene 

yemiittelt  durch  die  Gleichung: 

rj4=.D.(V  ■.-_4-i>.  (27) 

J|/Jf       Jy(Z-A)(Z-A')(Z-A,)(Z-A{)  ^  ^ 

Durch  dieselbe  riloichiin^  wird  die  Alibiklung  des  Aeussern 
des  Ovals  ^^-leistit.  wvnn  Z=A  und  Z=^A  die  liiider  der 
Punkte  z  —      und  .:  =  ii^  sind. 

III.  Als  bicirculare  Kurve  vierter  Ordnung  mit  Doppel- 
punkt wShlen  wir  die  Kurve  (Fig.  6) 

2s^2\  —  2,aze^  {z  -f  ^,)  —  a}  *    -f  a»  i  (.-»  — ^  =  0 
oder : 

2  (aJ*  -f  y*)*  —  4  a  a;  (a?*  +  y»)  —  a»  (a;*  +  y»)  —  4  a*  a:  y  «  0. 

Es  ist: 

Jtf=^».[20iff»+4a^(4i  — a)  — 3a»(l  +2»)]. 
Die  Wurzelpunkte  von  Jf     0  sind  ausser  dem  Doppel- 

punkt  a,  =  — —  •  a  und  o,     —  -  •  a. 

XU  ^ 

In  jeder  der  beiden  Schleil'eu  liegt  einer  dieser  Punkte, 
a)  Setzt  man  ~  ^ 

^  3a(U2i)-2<<4i-3HI^3(i+2i)  V20^4a44i-3^^^ 

Ist  ferner  derjeniLT«'  \\  iukel  der  Tangenten  des  Do|>|»td- 
punktes,  in  wolclien)  <1k>  kleinere  Sehleife  liegt,  y  • -i,  so  wird 
das  Innere  einer  Schleife  abgebildet  durch 
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(4^=1).  r  +  (29) 

oder: 


J-iZ-Cf^D*{2e^+h{Z-V)-]-2cy(Z-A){Z-A,)y,  (29a) 

wobei    c»=(6'-^)(C~^,)  und  b  =  2a-A-A^  isL 

b)  Das  Aeussere  einer  Scbleife  —  Winkel  (2  —  y)  • »  — 
ein  Wurzelpunkt  von  J!f »  0  liegt  im  Innern  des  abzubildenden 
Fläelienfitfiekes. 


rf^^=i).f  ^^jg  +zy  (30) 

J|/if      J(z-«c?)V(z— ii)(J8r-ii,) 

oder: 

c)  Das  Aeussere  beider  Schleifen  —  zwei  Winkel  (1— 7)  *». 

oder : 

lY.  Als  bicirculare  Kurre  vierter  Ordnung  mit  isoliertem 
Punkt  betracliten  wir  die  Kurve  (Fig.  7) 

4£^zi  —  4  a    +  ^])  ^1  —  4  a*  je    +  tt*  *     —  A)=0 
oder: 

(^^  +  y»)*  —  2  a    (^»  +  y»)  —     (ä*  -j-      —  a*  a;  y  =  0. 
Man  findet: 

J»f  =     .  [B     -j-  4  a   (1  4-  3  0  +    (1  4-  0 
Die  Wurzclpunkte  von  M=sO  sind 

a,=»  IT-L 

und  «,=  5^  —  —  a. 
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Beide  Punkte     und      liegen  susserbalb  des  Ovals. 

-  .^BlogJ,  so  findet  man  leicht: 

^_3a(Hi)4-24U30+l/3(r4^y8j»+4a<l+30+ltä^^  (32) 

Die  Abluldung  des  Innern  des  0?als  wird  also  geleistet 
durch  die  Gleichung: 

djsf       ^  r  dZ 

Vm 

oder:         ^  J  =  D  (Z  -  By^  .  (33a) 

Das  Aeussere  des  Ovals,  welches  die  beiden  Punkte  a,  und 
Ai  enthalt,  inrd  auf  die  Halbebene  fibertiagen  durch  die  Trans- 
fimnation: 

^Kif  J>^(z^)(^-4,)(if-4')(j2:-Aj) 

y.  Eine  spezielle  Gattung  bicircularer  Kurven  vierter 
Ordnung  sind  die  Cassini'schen  Kurven.^)  Die  Gleichung  der- 
selben i^it: 

«?  —  a«  (^»  4-  <e?)  H-  a*  —  m*  «  0 ; 
oder  (a;»-|-y»-|-a»)»— 4a»a;*  — w*=0. 

Fflr  ifi>a  erhält  man  Figur  8,  fttr  m<a  Figur  9,  für 
sissa  die  Lemniscate  von  Bemoulli  Figur  10. 

Die  Rechnung  ergibt: 

Jlf = a»  -f*  —    (2  a*  —  m*)  +  a»  (a*  —  m*). 
Die  Wurzeln  der  Gleichung  M=  0  sind 

.  ,l/a*— w*  i/a^—m* 

+     ö,=  -a;  a,=  +^  "  ' 

1)  Die  in  T  und  VI  behandelten  Kurven  sind  in  anderer  Weise 
bereite  behandelt.  Gfr.  Lindemann  in  «Sitsongsberidite  der  maih.- 
phys.  KL  der  k.  b.  A.  d.  W.'  Bd.  25»  pag.  289  nnd  2Si  und  des  Vei^wierB 
hiaiig..]>iM.  München  1897,  pag.  68  and  66.  Hier  bilden  sie  den  spedell- 
aien  Fall  einet  ftllgemeineren  Aniatzee. 
ItOQ.  Bltnmisbu  d.  autlk-pliys.  GL  12 
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a)  In  Figur  8  (m  >  a)  liegen  die  Punkte  und  Og  inner- 
halb des  OfsIb  auf  der  X-Achse,  a,  und  ausserhalb  desselben 
auf  der  F-Achse.  Das  Innere  des  Ovals  wird  deshalb  auf  die 
Halbebene  übertragen  durch: 

wenn  Z^A  und  Z^A  die  Bildpunkte  von  ga^a^  und 
«sOg  sind. 

Die  Abbildung  des  Aeussern  des  Ovals  erfol|uH  durch  die- 
selbe Gleichung,  wenn  Z  —  A  und  Z^  Ä  den  Pulten  s  =  a^ 
und  8^a^  entsprechen.^) 

b)  In  Figur  9  (m  <  a)  liegen  die  Punkte  a,  und  inner- 
halb des  linken,       und      innerhalb  des  rechten  Ovals.  Die 

Abbildung  des  Innern  oilcr  des  Aeussern  eines  Ovals  wird  al«o 
vermittelt  durch  die  TranstonautiOQ : 

f^^^  =  D.f  -^J^      ^^j^B.  (36) 

JV\Z~A){Z-A,)iZ-A')iZ^A'i) 


1)  Lindemaim  1.  c.  Oleicbnng  (82). 

^  Herr  ProfeBsmr  Lindemaim  machte  mich  daxauf  aufmerkaam,  daas 
die  AbbUduii{p  der  Lemniskate  fOr  m^a  bereits  von  Schwarz  in  der 
Abhandlung  von  W«  Wien:  »Ueber  die  Gestalt  der  Meereswelten*  an> 
gegeben  ist.  Die  Abhandlung  befindet  sieh  in  den  Sitzungsberichten  der 

K.  Preussifichon  Akademie  der  Wissenschan«  n  zu  Herlin.  Jabrg.  1896, 
pa;:;.  225.  Die  dort  pag.  229  angegebenen  Abbildungen  sind  in  unserar 
BezeichnungBweise  für  a  s  i : 

V  ...    ,     ,  1  i  —  Z   M 

aj  lur  das  innere :  —•t-t — =  =       -  ; 

Hiebe!  ist  das  Innere  der  Lemniskate  auf  die  positive,  das  Aeussere 
auf  die  negative  Halbebene  abgebildet  Diese  Formeln  stimmen  weseni' 
lieh  mit  obiger  Gleichung  85,  wenn  man  setzt: 
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c)  In  Figur  10  (w  =  a)  liegt  in  jeder  Schleife  einer  der 
Punkte  aj  und  a|.  Der  Winkel  der  Tangenton  im  Doppei- 
punkt  ist  -(«n. 

Das  Innere  einer  Schleife  wird  also  abgebildet  durch:*) 
oder: 


wenn  c»«(C  — ii,)  und  6«2C  — ^  — il^  ist. 
Die  Abbildung  des  Aeussem  einer  Schleife  ergibt: 


8  L  Z^C 


.  (38) 


Das  Aeussere  beider  Ovale,  welches  zwei  rechtwinklige 

Kcken  enthält,  wird  abgebildet  durch: 

^  ^  J(z-c)  (z-c) + ^  ^^^^ 

oder:     

 i  ^^^^^ 

\  i,  KiiH-  weitere  spezielle  Gattung  bicircuhncr  Kurven 
vierter  Onliuuig  sind  die  Pascal'schen  Schneckeuiimen  (limayon). 
ihre  Gleichung  ist: 


a)  in  Olaicbung  (86) 

*        ««— l'  •  la  — 1*  ai-l-l 

b)  in  Gleichung'  (35) 

,  _  —  2  m  4-  M  i  —  fflaj 
—         1  -}-  ,ua 

Lindemanu  1.  c.  GleicbuDg  (83). 

12* 
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4  -sr»  -r;  —  4  a  ^  +  4-  2  (a*  —  2  m«)  zz^-\-a''  -f  4)  ==  0 
oder:  — a«)*—  w*(ic*  +      =  0. 

Jeiiachdtni  a>m  oder  a<m  erhält  man  die  Figuren  11 
oder  12;  a  =  w  gibt  die  Kaidioide,  Figur  13. 

Man  findet: 

Jlf  =     .  [2      +  (m»  —  fl«)] . 

3/  =  0  hat  ausser  dem  i>o|)|>eipunkt  nur  die  Wurzel 

 fH^ 

€L  =  —  ;  es  tritt  der  Fall  der  Gleichun&f  (8)  ein. 

*        2  a 

a)  Der  Punkt  ^»«aj  liegt  in  Figur  11  (o>m)  innerhalb 
der  kleineren  Schleife.  Der  Winkel  der  Tangenten  im  Doppel- 
punkt ist  bestimmt  durch  tg9?  =  H:'~~i  wenn  q>  der  Winkel 

der  Tangente  gegen  die  poeitive  X-Achse  ist;  er  sei  y  • 

Das  Innere  der  kleineren  Schleiie  wii'd  auf  die  llalbebene 
abgebildet  durch  die  Gleichung: 

4/.  =  i)  .  f  /  4-  i)'  (40) 

oder: 

vm^-T  \  ö  j ' 

wenn  =  (6'-^) (C-^,),  ?>  =  2C-^-.4„  (^  =  m«-a»  ist. 
Durch  dieselbe  Gleichung  wird  das  Innere  des  grösseren  Ovales 
nuf  die  Halbebene  übertragen,  wenn  man  y  vertauscht  mit 
(2-)-). 

Das  Aeussere  des  kleineren  oder  grösseren  Ovales  wird 
abgebildet  durch  die  Gleichung:^) 

f^^iy.  f  /  ^-  -  _=  +  iX'  (41) 

^)  Die  IntcgrationskonatMten  «ind  mit  D*  und  2>"  beseicbnetf  um 
eine  VerwechBlung  denelben  mit  dem  Punkt  Z  ^  D  tn  vermeiden. 
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oder: 

V2<Ul+d^+d_„^2c^+^^-Cn2e■V^Z-BXZ-D,){^  . 

jenaciidem  d  =  2  —  y  oder  d  =  /  gesetzt  wird  und  wenn 
4i^^(C'^D)(C''D,)  und  6  =  2C7  — D  — ist. 

Das  von  beiden  Ovalen  eingesclil<>^.s<Mie  Flächenstück, 
welches-  zwei  Winkel  (L  — y)'^  enthält,  wird  abgebildet  durch 
die  Transformation : 


oder: 


y2az-^d^—d  V'  —  C')  * 


b)  In  Figur  12  liegt  der  Punkt  ausserhalb  des  Ovals. 
Das  Innere  des  Ovals  wird  auf  die  Halbebene  übertragen  durch 
die  Abbildung: 


oder: 


\2as  -\-  d>—d  Z-'B' 
das  Aeussere  des  Ovals  durch  die  Abbildung: 


(44) 


c)  In  Figur  13  (Kardioide)  fallen  die  drei  endlichen 
Wurzeln  von  Jf  =  0  in  den  Punkt  ^  ==  0. 

Das  Innere  der  Fignr  hat  im  l'unkt  «'  =  0  einen  Winkel 
von  2  71.    Es  tritt  liior  dt;r  Tall  der  Gleichung  (10)  ein. 

Die  Abbildung  des  Innern  erfolgt  durch  die  Gleichung:^) 


Goetiler  1.  c  pag.  <8  imd  Gleich,  (taea). 
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oder:  g'^  ^  B  -  {Z B)-'  +  IT .  (45a) 

Das  Aeussere  der  Figur  13  wird  auf  die  Halbebene  über- 
tragen durch  die  Gleichung:^) 

\lL  ^jy.{  -^.^  +  2)"  (46) 

oder  * 

,-*»iy.log(?f!±M=^l2^^M(OD)+i,-.,  (46a) 

wenn  <?*=(5  — i;)(i?— D»)  und  6«s25  — D  — 2),  ist. 

Analog  den  bisherigen  Erörterungen  sind  alle  Fälle  zu 
erledigen,  in  denen  die  Gleichung  der  Greiizkurve  der  s  Ebene 
durch  die  Transformation  t  —  q^' {z),  wo  (-~)  eine  rationale 
Funktion  von  0  sein  möge,  in  eine  circulare  Kurve  dritter 
Ordnung  oder  eine  bicirculare  Kurve  vierter  Ordnung  der 
t  Ebene  übergeht*) 

Die  Gleichung  einer  derartigen  Kurve  ist: 

k .  <p^ {£) .  9)i(^,)  4-  a  •    (^)  •  77,  (^  j  -\r(ir(p (^)  •  r'i i^i )  +    9^ (-^)  •  9 1  (^1) 
+  y9>*WH-yr9'iW+^-9PW+<5,.9>,(^,)-i-£=0.  (47) 

Die  Funktion  0  (s,  Z),  welche  für  reelle  Z  längs  der 

Grenzkurve  reell  bleibt,  ist 


>)  Goettler  1.  c.  pag.  68  und  Gleich.  (127). 

^)  Es  ist  dies  anftioff  dem  Umstände*  dass  neh  die  von  Herrn  Liade- 
mann  für  die  Kurven 

a       4. /9  jb"  4- ,  0 7 -f- a  »  0 
gegebene  Methode  anf  die  Kurven 

aiisdehnt'ii  l'i^-it:  v^l.  dos  Vfrfn??!*>rs  ciiiortc  Arboitcn  snwip  dir  Pn^pr- 
tation  vuii  Ij.  .M:irc;  .d iiifniiMi-  AltliiMniiL,'  »miioh  vdti  irri'miliirt'ii  Hvpt'rlit'in 
n. Ordüimg  begrenzten  Fiuchenaiückes  auf  deu üiuheitskreis " .  München  1899. 
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* =  W  •  ) j  -rTz(}ogM),  (48) 

wenn  9?  (r) «  ""^ 

-4a,d-4Äc-4yy,)-f9>(^).(2/?<>,-4a,€-4yjd)  +  Cdj-4n«)    i»*-  (^ö) 
Die  Abbildung  des  Flächenstflckea  wird  yermittelt  sein 
durch  die  Gleichung: 

0  (r,  2)  =  i?  (Z), 

wenn  R(Z)  eine  passend  gewählte  rationale  Funktion  von  Z 
ist,  welche  tiir  reelle  Z  reell  bleibt    Die  Integration  ergibt: 

J~|  =  D  -je/^ .  d  if  -I-  i/.  (50) 

wenn  <p{£)—t  und  T{t)=^M{z)  gesetzt  wird.  Die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  ist  ein  elliptisches,  die  rechte  dagegen 
im  allgemeinen  ein  hyperelliptisches  IntegraL 

Bemerkung:  In  Figur  3  ist  die  Abscisse  des  Punktes 
zu  verdreifachen;  in  Figur  4  ist  Abscisse  und  Ordinate  des 
Punktes      zu  verdoppeln. 
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Veber  Conchitp  eine  neue  Kodification  das  kohlen- 

saur6ii  Kalkes. 

Von  AgMt  Kellj  WOB  London. 

{Sinjftlattftn  II.  Mßt.) 

Im  Laufe  einer  üntersucliung  Uber  Kalk-Aussclieidungen 

im  Thierreich  und  besonders  über  Molluskenschalen  ergab  sich 
das  Resultat,  dass  dieselben  nicht  aus  Aragonit  be.steben,  wie 
G.  Kose  angab,  sondern  aus  cinom  optisch  einaxigen,  negativ 
doppeltbrechen  den  Mineral,  wolrhes  sich  von  T\alk.s})ath  durch 
verschiedene  Eigenschaften  unterscheidet,  und  welches  ich  mit 
dem  Namen  Conchit  {xoyxrj^  Schab»)  bezeichne.  Ich  habe 
weiter  beobachtet,  dass  dieselbe  Modification  auch  als  Mineral 
an  verschiedenen  Orten  zu  finden  war  —  allerdings  immer  nur 
in  kiystallinischen  Ag^pregaten.  Ihre  Eigenschaften  habe  ich 
sowohl  an  diesen  Kijstall-Aggregaten  ab  auch  am  Conchit  der 
Schalen  untersucht. 

Verschiedene  aus  Conchit  bestehende  Schalen  wurden  so- 
wohl qualitativ  wie  411. intitativ  anaiysii-t.  In  Cardin ni  cdule, 
der  HerzTuuschel,  waren  ausser  kohlensaurem  Kalk  und  viel- 
leicht Spuren  von  Na  Cl,  k-  in<  anoi ^  uiischen  Bestandtheüe 
nachzuweisen.  Die  folgenden  Bestimmuagen  von  CO,  und  CaO 
wurden  an  derselben  aufigetlibri : 

CO,  =42.450/0 

CaO  =  54.63  , 

97.08  «/oT 
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Sitzung  der  math.-phys.  Classe  vom  5.  Mai  1900. 


Die  übrigen  2.92  %  waren  organische  Materie,  welche  sich 
nicht  direct  bestimmen  Hess. 

In  (  yrena  (sp.?)  habe  ich  nur  Ca 0  bestimmt,  der  daraus 
berechnete  Ca  CO,  war  97.2%. 

Von  den  entsprechenden  KrystallaggTegaten  der  anorgani- 
schen Natur,  vor  allem  SinterhOdungen  und  Incrustataonen, 
wmilen  keine  quantitativen  Analysen  gemacht.  Sie  bestanden 
fast  ganz  aus  Ca  CO,,  nur  waren  in  den  Incrustationen  aus 
GefSssen  und  Wasserbfidem  immer  Spuren  von  Eisen  vor- 
handen. 

Die  Unistiiiule,  unter  welchen  Conchit  aus  Wasser  aus- 
krystallisirt,  sind  noch  nicht  genau  untei-sucht.  Er  scheidet 
sich  aus  Brunnenwasser  und  aus  Lösungen  von  doppeltkohlen- 
saurem Kalk  bei  ca.  30»— lOO^  0.  aus;  bei  168 <>  C.  (7,5  Atm. 
Druck)  habe  ich  nur  Aragonit  gefunden. 

Conchit  (und  nicht  Aragonit)  zusammen  mit  Kalkspath- 
Rhombo^em  wird  gebildet,  wenn  man  siedende  Lösungen  von 

Ca  Ol,  und  >^a,  COg  mischt. 

Conchit  löst  sich  sehr  leicht  in  Säuron:  da  aber  der 
Aggregatzustand  ein  so  wichtiges  Moment  iür  die  Lösungs- 
geschwindigkeit  ist,  kann  man  nicht  sicher  sagen,  ob  er  sich 
wirklich  loichter  löst  als  Kalkspath.  Gegenüber  den  Atmo- 
sphärilien ist  Conchit  sicher  labiler  als  Kalkspath.  Im  ,Coralline 
Orag*  kommen  fast  ohne  Ausnahme  als  wohlerhaltene  Fossilien 
nur  solche  vor,  die  nachweisbar  ursprünglich  aus  Kalkspath 
bestanden,  während  diejenigen,  deren  ursprüngliche  Substanz 
Conchit  war,  nur  als  Steinkeme  erhalten  blieben. 

Conchit  irlriclit  Aragonit  und  Ktypeit  darin,  dass  er  sieb 
bei  erhöhter  Temperatur  in  Knlkspntli  umwandelt, 
unterscheidet  sich  aber  von  Aragonit  dadurch,  dass  die  Um- 
xv;nullung  bei  bedeutend  niedrigeren  Temperaturen  stattfindet. 
Man  kann  dies  am  leichtesten  durch  Parallel-Versuche  nach- 
weisen; so  wandelt  sich,  z.  B.  in  Dämpfen  von  Quecksilber, 
also  bei  360^,  oder  auch  in  gerade  geschmolzenem  Blei,  d.  h. 
bei  325*^,  Conchit  um,  während  Aragonit,  ebenso  behandelt, 
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keine  Umlagerung  erfährt.  Aragonit-ErystaUe  zerfallen  zidsclien 
373«  und  380^*,  aber  erst  nach  einer  Erhitzung  auf 
ÜBt  es  mir  sicher  gelungen,  ein  einaxiges  Axenbild  zu  sehen 
und  dadurch  die  Umwandlung  in  Kalkspath  zu  constatiren. 

Conchit  fangt  sclion  zwisclien  300®  und  310*^  an  sich  iu 
Kalksj)atli  umzuwandeln,  wie  in;ni  ans  dem  Auftreten  der 
für  Kalkspath  charjicteristischen  Spaltljaikcit  und  Zwillings- 
lanif'llirung  sicher  Tiacli weisen  kann.  Während  der  Umwand- 
lung wird  die  Orientirung  der  Hauptaxe  im  Allgemeineu  nicht 
verändert. 

Da  nur  feinfaserige  Aggregate  zur  YerfÜgung  standen^  ist 
es  möglich,  dass  das  speci fische  Gewicht  wegen  der  Porosität 
etwas  zu  niedrig  bestimmt  ist.  Der  höchste  Werth,  welchen 
eine  directe  Messung  ergeben  hat,  war  =  2.865  fttr  eine  In- 
crustation  aus  einem  Kessel.  Krystallaggregate  aus  Karlsbad 
und  andere  Incrustationen  aus  Kesseln,  Wasserbädern  und  Ge- 
fässcu  ergaben  zwischen  2.830  und  2.815.  Von  Cyrena  wurde 
durch  Bestimmung  des  s|iuciUschpn  Gewichtes,  des  Kalkgehaltes 
uud  des  speciüschen  Gewichtes  der  organischen  Materie  der 
Werth  zu  2.874  berechnet. 

Die  Harte  ist  bedeutend  grosser  als  die  von  Kalkspath, 
Spaltbarkeit  ist  nicht  nachzuweisen. 

Conrhit  ist  oinaxig  negativ  wie  Kalkspath  oder  wenig- 
stens nahezu  einaxig.  In  (Jonchitschalen,  die  aus  parallelen 
Lamellen  bestehen,  sieht  man  zuweilen  rin  zweiaxiges  Axenbild 
mit  einem  sehr  kleinen  Wink«  !  der  optischen  Axen,  wie  man  es 
sehr  häufig  auch  sonst  bei  einaxigen  Substanzen  beobachtet. 

Die  Brechungsindices  wurden  fttr  Natriumlicht  be- 
stimmt: 

a)  Nach  der  Tot-al-Reflexions-Methode  vonWollaston 
(mittelst  eines  l'rismas  auf  einem  Spe<dr()inott'r).  Da  nur 
Krystall-Agicregate  mit  mehr  oder  weni«j^('r  parallelen  Kry- 
.stallaxen  und  keine  einheitlichen  Krystaile  zur  Verfügung 
standen,  war  es  unmöglich,  völlig  scharfe  Grenzen  zu  sohon. 
Die  mittleren  Werthe  von  mehi'eren  Beobachtungen  an  einem 
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polirten  Schliff  von  Strombus  gigas  gaben  e  =  1.527, 
tt>  ==  1.661. 

b)  Mikroskopisch,  durch  Vergleich  mit  Lösungen,  deren 
Brechungsindices  bestinunt  werden  konnten.  Hier  war  die  Fehler- 
grenze ziemlich  gross,  Hh  1  bis  +  2  Einheiten  der  dritten  Deci- 
male.  Die  mittleren  Werte  waren  c  =  1.524  und  <o  =  1.661 


^)  In  letzter  Zeit  stellte  Hr.  Dr.  Melczer,  velclier  bereit«  eine 
grossere  Rdbe  von  Untersudrangen  mit  dem  Abbe-Pulfrich*selien 
Totalrefractometer  ansgeftthrt  hat,  auf  meine  Bitte  noch  einige  Mes- 
sungen an  und  tlieilte  mir  darüber  Fol^ondes  mit:  ^Zur  Bestimmung 
der  Hauptbrechungsexponenten  wiu-den  fünf  polirte  Flächen  untersucht^ 
von  welchen  1  und  2  ein  und  derselben  Strombu^  Platt«^  lif  3.  einer 
'l'rochu,s-Platt<",  die  4.  einer  Anodontn-  nnd  die  5.  einer  Cyrena-Platto 
augebürten.  Von  dirsen  güb  nur  die  eröte  Flilche,  welche  nahezu  pai;illtd 
der  Schichtung  ging,  bei  Anwendung  des  verkleinernden  Fernrubreii 
eioigermasseu  gute,  bis  auf  Hh  2  Minuten  einstellbare  Gren^en.  Durch 
Ablesungen  ?on  80  zu  80  Grad,  Constrairen  der  Grenscurven  und  weitere 
Ablesungen  Ton  10  su  10  Grad  in  der  Nähe  der  Maxima  und  Minima 
wurd«!  die  den  Hauptbrecbungsindices  entsprechenden  Grenswinkel  fest> 
gestellt  und  darnach,  um  die  von  Herrn  C.  Yiola  vorgeschlagene  Dif- 
ferenz-Methode anzuwenden  (s.  Ztschr.  f.  Kryst.  1898»  80,  489,  und  1900,82, 
813),  die  Grenzwinkel  zweier  Zeiss'scher  Glasprismen  gemessen. 

Der  Verlauf  der  Grenzcnrven  war  regelmiis«»!«?  und  entsprach  ent- 
schieden einer  zweiaxigeii  Platte  und  zwar  einem  in  «It-r  Niihe  der  mitt- 
leren Iliuiptscliwin^nngsrichtung  gtdegenen  Schnitte.  Die  ( Irenzwinkel 
an  zwei,  nahe  aneinander  liegenden  Stellen  der  Flache,  äudauii  die 
Grenswinkel,  brechenden  Winkel  und  min.  Ablenkungen  der  Prismen  sind 
für  Na-Lidht: 

I.Bestimmung    2.  Br-tinmiung     Prisum  Nr.  604        Prisma  Nr.  2667 
610  81'  20  "       61"  '62'  30  ' 


6t  18  80       61  19  80 


620  n'    0"  64»  31'  45" 

49    59  35  (=a}      49    5G  20  a) 


68  44  16       68  88  16     ^®        30  (-26)    62    17  85  (=  2d) 

Da  der  Conchit  als  optisch  negativ  bestimmt  ist,  muss  ß  näher  an 
Y  liegen  und  somit  berechnen  sich  aus  der  2.  Bestimmung,  velche  lu- 
verlSasiger  ist,  die  Hauptbrecbungsindices: 

=  1.669 
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Die  Doppelbrechung  d«\s  Conchits  ist  also  bedeutend 
niedriger  als  diejenige  des  Kalkspaihs,  etwa  0.134  —  0.137. 
Dies  kann  man  auch  schon  erkennen,  wenn  man  gleich  dicke 
Schlift'e  ?on  Conchit  und  Kalkspatk  im  polansirten  Licht  ver- 
gleicht. 

Gonehit  bildet  theils  Kädelchen  und  Prismen,  iheils  basische 
PlSttchen,  theils  endlich  rhomboSder-ähnliche  Individuen,  deren 

Flächen  ungefähr  45®  zur  optischen  Axe  geneigt  sind. 

Fast  alle  MoUuskenschiilcn  bestehen  vüllätäudig  aus  rouoliit. 
Nur  Ostrea.  Pecten,  Anoinia  und  die  ihissersten  ^Schichten 
von  Pinna  und  Mytilus  unter  den  Laniellibranchiaten,  sowie 
Fatella  und  Janthine  unter  den  Gastropoden,  bestehen  aus 
Kalkspath.  Die  meisten  Coelenteraten  haben  gleichfalls  Conchit- 
Skelette,  nur  viele  Alcjonarien  bestehen  aus  Kalkspath,  während 
dagegen  alle  Hjdrocorailinae  und  Madreporaiia,  die  ich  unter- 
suchte, Conchit  abscheiden. 

In  der  anorganischen  Natur  wurde  Conchit  in  den  fol- 
genden Vorkommnissen  gefunden:  In  einem  sehr  grobkuruigen 
Erbsenstciu  von  Karlsbad  an  Stelle  des  Ktypeits,  wie  in 
verschiedenen  andern  Sj)rudelsteinen  von  denisrlhen  Orte,  so- 
dann in  einer  blauen  incrustation  von  Öchwa/  in  Tirol, 
in  blauen  und  braunen  Incrustationen  von  Ö Chemnitz,  in 


von  welchen  y  und  ß  bis  auf  */3  Einheit  und  a  bis  auf  1  Einheit  der 
letzten  Decimale  Ar  richtig  betraditet  werden  kann. 

Zur  Ck>ntrole  f&r  ß  konnte  die  2.  Flftehe  an  derselbm  Platte  di«aen, 
welche  ungd&br  senkrecht  zur  Schichtung  güig.  Die  GrensBcurven  waren 
an  dieser  Flftehe  zwar  aemUch  undeutlich»  doch  snr  Fefttttellung  von 
ß  und  ßi  genflgten  sie.  Durch  Construiren  der  Gren/.nirven  ergaben 
sich  nftmlich  f&r  diese  die  Grenxwinkel  61«  16'  und  60»  60'. 

Ans  obigen  Brechungsexponenten  folgt; 

2E.  j,^  26«  26*. 

l>;iss  sirh  (lor  (Conchit  u.  d.  Mikroskui'i^  im  All«,'»^inei!ien  als  op- 
tisch eiiiaxig  veihiUt,  liit<st  sich  vielleicht  durch  die  nur  thcilweiae 
orientirte  Anfeiuanderlagcrung  der  Scliiditen  in  den  Schalen  erklären.' 
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einer  braunen  Incrustation  von  Alt-Sohl  in  Ungarn  und  in 
Sinter  des  Teil ows tone  Parks.  Endlich  erwiesen  aicli  Ter- 
sdiiedene  Exemplare  von  Eisenblüte  als  Conchit.  Als  ge- 
wöhnliche Neubildung  tritt  das  Mineral  auch  im  Kesselstein 
auf,  zuweilen  gemischt  mit  Kalkspath. 

Der  Conchit  ist  ;s(iüiit  i me  neue  Moditication  von  kohlen- 
saurem Kalk,  welche  in  ihrein  Verhalten  eine  sehr  i^erinjje 
Stabilität  aufweist  und  seihst  Inbiler  ist  als  Ara<):;oiiit,  wesslialb 
seine  Vorkommnisse  in  der  anorganischen  Natur  so  selten  sind, 
da  er  theils  einer  Lösung,  theils  einer  Uniwandlung  in  Kalk- 
spath  unterlag.  Die  Labilität  des  Conchits  ist  weiter  erwiesen 
durch  Klement^s^)  Versuche  Uber  die  künstliche  Darstellung 
von  Dolomit.  Fein  gepulverter  kohlensaurer  Kalk  wurde  mit 
kiystallisirter  schwefelsaurer  Magnesia  und  einer  gesättigten 
Kochsalzlösung  in  einem  leicht  verschlossenen  Kölbchen  eine 
bestimmte  Zeit  lang  auf  constanter  Temperatur  erhalten.  Hierauf 
wurde  abfiltrirt,  ausgewaschen,  und  der  Procentsatz  von  MgCOj 
bestimmt.  Kalkspath  lü  Stunden  bei  100^  erwärmt,  gab  nur 
Spuren  von  MgCO^,  Aragonit  48  Stunden  bei  91°  gJib  5^4.6  '^fo 
und  68  Stunden  bei  DU"  38  "/o  Mg  COs-  Korallen  aus  einer 
Gruppe,  die,  wie  es  scheint,  nur  Conchit-Skelette  hat,  lieferten 
dage<?cn:  Madrepora  prolifera  in  46  Stunden  bei  90®  88.5% 
M«,^  COj,  Madrepora  humilis  41.4  <*/o  und  Stylopora  (sp.V)  41.9  '^lo 
Mg  CO3,  woraus  Kiemen t  den  Schluss  ableitet,  diiss  die  Korallen 
aus  Äragonit  bestehen,  da  ihm  eben  diese  noch  labilere  Mo- 
dification  des  kohlensauren  Kalkes  unbekannt  war;  die  bedeu- 
tende Erhöhung  aber,  welche  die  Werthe  der  Magnesiaaufnahme 
bei  den  Korallen  erfuhren,  weist  schon,  abgesehen  von  der 
directen  Beobachtung,  auf  das  Vorhandensein  einer  noch  labi- 
leren Moditication  hin,  und  dies  ist  eben  der  Conchit.  Da 
alle  ritl'bildenden  Korallen  Conchit-Skelette  haben,  so  ist 
diese  grosse  Labilität  und  die  leichte  MTtgliclikeit  einer  Um- 
wandlung in  Dolomit  für  die  Theorie  der  Entstehung  des 
Dolomits  von  hoher  Wichtigkeit. 

0  Tscherm:  Min.  Petr.  Mittb.  1894,  14.  Aaszug  in  Zeitach.  f.  Eryst. 
27,  880. 
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Amorphes  GalciiimGarboaat. 

F.  Link  hat  zuerst  nachgewieseD,  dass  kohlensaurer 
Kalk  bei  seiner  Fällung  zunächst  in  kleinen  Kügelchen  sich 
ausscheide^},  welche  nicht  auf  das  polarisirte  Licht  einwirken 
und  die  erst  später  krystalUniseh  werden.  Ich  fand  nun  im 
Verlaufe  dieser  Untersuchungen,  dass  das  Calciumcarbonat  in 
den  beiden  hinteren  KalkdrUsen  des  licgeiiwunns  aus  kleinen 
Kügelchen  liesteht,  die  gleichfalls  einen  solchen  amorphen 
Zustand  darstellen.  Mit  Wasser  benetzt  werden  die  Kügelchen 
rasch  krystaUinisch,  wenn  sie  nicht  bei  100"  getrocknet  sind 
und  die  letzten  Spuren  von  Wasser  durch  Behandlung  mit 
absolutem  Alkohol  entfernt  worden  sind;  dann  bleiben  aber 
die  Kügelchen  auf  die  Bauer  amorph. 

Eine  Erniedrigung  der  Temperatur  hat  keine  Wir- 
kung auf  die  Kügelchen;  durch  eine  Behandlung  bei  der 
Temperatur  der  siedenden  Luit  während  mehrerer  Stunden  war 
keine  Veränderung  hervorgerufen  worden:  aber  eine  Tem- 
peraturerhöhung auf  160** — 170®  genügt,  um  sie  krjstalli- 
nisch  werden  zu  lassen. 

Eine  genaue  Bestimmung  des  speci fischen  Gewichtes 
war  nicht  möglich,  aber  durch  Bestimmun jCfen  des  specifischen 

Gewiclites  der  getrockneten  Kalkdrüsen  und  der  organischen 
Materie  in  den  KalkdrUsen  und  aus  dem  Kalkgehalt  der  Drüsen 
selbst  Hess  sich  herausrechnon,  dass  das  specifische  Gewicht 
ungodihr  2,1  sein  dürfte.  Aehniiche  Bestimmungen  über  den 
Panzer  von  Astacus  oder  Juius  gaben  Werthe  von  2,2,  aber 
diese  sind  noch  ungenauer,  da  nicht  nur  CaCO|,  sondern 
auch  ungefähr  6  Procent  Ca^CPOJ,  vorhanden  ist. 

Der  Brechungsindex  wurde  durch  mikroskopische  Me- 
thoden gemessen  und  zu  1-538  bi  tniiinl.  Selbst  mit  der 
stärksten  \  ergrüsserung  und  den  emplmdiiciisten  Methuden 
war  gar  keine  Einwirkung  auf  das  polarisirte  Licht  zu  er- 
kennen. 
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Solcher  amorpher  Kalk  kommt  sehr  oft  im  Thierreich  vor, 
z.  B.  im  Schneckenschleim  und  (nicht  als  Eflgelchen)  in  dem 
Panzer  von  Astacus,  Squilla  und  Julus  tmd  in  der  Eierschale 
einer  Natter.  Durch  Behandeln  mit  Wasser  oder  durch  Er- 
wärmen wird  er  immer  krystallinisch,  und  dadurch  wird  wohl 
auch  KU  erklären  sein,  dass  er  im  Mineralreich  nicht  beob- 
achtet wurde. 
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Sitximg  vom  18.  Jnni  1000. 

1.  Herr  Hüoo  SmiOBs  1^  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Professor  Max  Wolt  in  Heiddbcig:  , Heber  die  Bestiin» 
mung  der  Lage  des  Zodiakallicbtes  und  den  Gegen- 
schein" vor. 

2.  Herr  Alpbed  pRiNosHEni  spricht  ,Ueber  den  soge- 
nannten 7woitpn  Mittelwerthsatz  für  endliche  Summen 
und  bestimmte  Integrale'. 

3.  Herr  Alfred  Pbikgsheim  legt  fernj'r  eine  Abhandlung  des 

Privatdozenten  an  der  Universität  Dr.  Aiüiki.  Kokn:  , lieber 
den  sogenannten  seniidef initiven  Fall  in  der  Theorie 
der  Maxima  und  Minima''  vor. 

4.  Herr  Adolf  t.  Baetbb  hält  einen  Vortrag:  «Ueber 
Aut- Oxydation*.  Derselbe  wird  anderweit  Yero£fentlicbt 
werden. 
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Deber  die  Bestimmung  der  Lage  des  Zodiak&Uiehtos 

und  den  Gegenschein. 

Yon  Max  Wolf» 

m  T«£  IT.) 

Während  in  dem  frfiheren  ObserTatorium  in  der  Stadt 
Heidelberg  da»  Zodiakallicht  eigentlich  niemals  mit  Sicherheit 

j^esolaii  werden  konnte,  erscheint  es  von  der  Höhe  des  neuen 
( )hs('rvatoriums  auf  dem  Köiiif^^stuhl  fast  stets  recht  licll  und 
e.s  konnte  oft  in  so  grosser  Intensitiit  geselicii  werden,  dass 
OS  heller  als  die  Milchstrasse  erschien.  Seit  dem  Bestehen  des 
neuen  Observatoriums  haben  wir  deshalb  hüuhg  Aufzeichnungen 
des  Zodiakallichtes  sowohl  abends  als  morgens  vorgenommen. 

Aber  diese  Aufzeichnungen  litten  sehr  unter  der  Unschärfe 
und  der  Langsamkeit  der  Intensitätszunahme  des  Lichtes  yon 
den  Rändern  gegen  innen,  so  dass  es,  wie  jeder,  der  das 
Zodiakallicht  beobachtet  hat,  aus  Erfahrung  weiss,  sehr  schwer 
war,  die  Lage  der  Aze  des  Lichtkegels  auch  nur  ganz  roh  zu 
bestimmen.  Dazu  kommt  noch,  dass  man  sich  so  leicht  durch 
die  Sterne  der  Umgebun^^  irrleiten  lässt.  Abgesehen  von  ihrem 
störenden  Kindruck  aul  das  Auge  ist  man  immer  versuclit.  so 
sehr  man  sich  aueh  dagegen  bemüht,  bei  dem  Anscliluss  der 
Konturen  des  Lichtes  an  die  Sterne,  diejenigen  zu  bevor^sugen, 
die  man  in  d^r  betreffenden  Gegend  besser  kennt. 

Bs  regte  sich  deshalb  in  mir  der  Wunsch,  das  Zodiakal- 
licht zu  photographiren  und  aus  dem  Bild  die  Axenlage  zu 
bestimmen.   Verschiedene  Versuche  lehrten  mich  aber,  dass 
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tlie.ser  Weg  nicht  viel  mehr  ^eben  M  ird,  als  der  optische.  Die 
dazu  nötigen  lichtstarken  Objective  zeichnen  nämlich  stets  bei 
dem  grossen  hierfür  in  Betracht  kommenden  Feld  die  Mittel- 
partien der  Platte  viel  heller  als  die  Uandpartien,  sodass  man 
ttberhau]it  niclit  sicher  weisa,  ob  man  das  Zodiakallicht  photo- 
graphirt  hat,  und  wenn,  so  wird  das  Bild  dadurch  so  entstellt, 
das8  es  schwer  zu  entscheiden  ist,  ob  die  grSsste  Intensität 
der  Wirkung  der  Linse  oder  jener  des  Zodiakallichtes  zuzu- 
schreiben ist. 

Ich  habe  deshalb  diesen  Weg  nicht  weiter  verfolgt,  son- 
dern habe  vielmehr  auf  .andere  Weise  der  Erscheinung  näher 

zu  treten  versucht. 

Fig.  1. 

I 
I 

1 


Im  Beginne  des  Jahres  1899  liess  ich  mir  von  der  Firma 

C.  Zeiss  in  Jena  ein  Objectiv  aus  Quarz  bauen,  bei  dem  nur 
der  aUcizentralste  Teil  des  Bildes  iti  der  optisclioii  Axo  brauch- 
bar, in  welc  lmn  also  jede  Strahlenvereiuiguug  ausserhalb  der  Axe 
vernachlsissigt  wunlc.  Dagegen  wurdo  möglichst  grosse  Licht- 
stärkp  (  Flüchenhelligkeit)  erstrebt.  In  der  That  gelaug  es  dort 
Dr.Hurdiug,  einenQuarzcondensor  aus3LiDsen  zusammenzusetzen, 
der  das  eminente  Oeffnungsverhältniss:  Durchmesser  zur  Brenn- 
weite ==3:2  iK'sitzt.  Die  Oe£[hung  ist  etwa  37  mm,  die 
Distanz  des  Bildes  von  der  vordersten  Fläche  ist  etwa  36  mm. 

Die  Disposition  dea  damit  gehauten  Apparates  ist  aus  der 
Figur  1  ersichtlich.  Bei  Q  befindet  sich  das  dreilinsige  Quarz- 
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System.  In  seiner  optischen  Aze  unmittelbar  yar  der  Bild- 
ebene ist  ein  solid  mit  dem  ObjectiT  verbundenes  Diaphragma 
mit  enger  Oe&ung  befestigt  (2>).  Fast  in  BerOhrung  mit  und 
unmittelbar  hinter  dem  Diaphragma  liegt  die  photographische 
Platte  {Ä — B)*  Dieselbe  ist  so  gelagert,  dass  sie  ihrer  Dinge 
nach  in  ihrer  Ebene  hinter  dem  Diaphragma  vorbeigeschoben 
werden  kann.  Durch  diese  Verschiebung  der  Platte  kann  dann 
eine  Heihe  von  Bildchen  nebeneinander  auf  der  1  Matte  erzeugt 
werden  und,  wenn  man  durch  Objectiv  und  Diaphrat^nia  Lieht 
auf  die  Platte  fallen  Ifisst,  so  ist  jedes  so  entstehende  Bildchen 
genau  in  derselben  Axe  aufgenommen. 

Auf  diese  Weise  konnte  ich  erreichen,  dass  immer  ein 
genau  bestimnil)arcr  Punkt  des  Himmels  auf  der  Platte 
abgebildet  und  dabei  doch  jede  Abbiendung,  also 
jeder  Lichtverlust  der  Linse  vermieden  wird. 

Dieses  System  wurde  auf  der  Horizontalaxe  eines  Theo- 
doliten so  montirt,  wie  es  der  Lichtdruck  auf  der  beigegebenen 
Tafel  zeigt.  Das  Objectiy  —  der  Quan-Zeiss  —  ist  fest  Ter« 
bunden  mit  der  Horizontalaxe  und  steht  mit  seiner  optischen 
Axe  parallel  mit  der  optischen  Axe  des  Fernrohres  des  Theo- 
doliten.  Dadurch  k.um  ich  erreichen,  den  Quiuz-Zeiss  auf 
einen  beliebigen  Punkt  des  Himmels  zu  richten  und  dann 
durch  sein  Diaphragma  von  eben  diesem  beliebigen  Punkt  ein 
Bildchen  auf  der  Platte  zu  erzeug;«  ti. 

Die  Platte  sitzt  in  der  hinter  dem  Objectiv  sichtbaren 
Cassette  und  wird  mit  dieser  durch  die  lange  Schraube  hinter 
dem  Objectiv  und  seinem  Diaphragma  vorübergeschoben.  Es 
ist  wichtig  die  Bilder  in  gleichen  Abständen  auf  der  Platte  zu 
erzeugen,  weil  dadurch  die  Arbeit  des  Einschätzens  wesentlich 
erleichtert  wird. 

Der  Apparat  wurde  von  Mechaniker  Schwall  und  mir  in 
der  Institutswerkstätto  im  Sommer  1899  gebaut. 

Nach  dem  Verständnis  der  Anordnung  des  A]){)arates  isl 
nun  leicht  ersichtlich,  was  erstrebt  wurde.  Es  wird  das 
Bild  einer  kleinen  Stelle  des  Zodiakallichtes  auf  der  Platte 
mit  dem  C^uarz-Zeiss  aufgenommen.    Daun  wird  die  Platte  mit 
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der  langen  Sfhranbo  ein  Stück  weiter  geschoben,  der  Apparat 
nach  einer  antlern  Steile  tles  Zodiakallichts  gerichtet  und  aber- 
mals eine  Aufnahme  gemacht.  An  den  Kreisen  dos  Theinlolit^'n 
wird  die  jeweilige  Einstellung  abgelesen  und  dadurch  bekannt, 
welcher  Punkt  am  Himmel  photographirt  ist.  Fährt  man  so 
fort,  so  erhält  man  eine  Serie  von  Atisschnitten  aus  dem  Zodiakal- 
lieht  —  Ton  bekannter  Lage  —  schdn  nebeneinander  auf  der 
Platte  abgebildet.  Sind  die  Aufnahmezeiten  genau  gleich- 
lang, so  sind  die  Intensitäten  der  Bilder  ?ergleiehbar 
und  man  kann  s.  B.  das  intensiTste  Bild  heraussuchen.  Also 
jener  Punkt  des  Zodiakallichtes,  der  am  hellsten,  oder  diejenigen, 
welche  unter  sich  gleich  hell  geleuchtet  haben,  lassen  sich  so 
bestimmen. 

Um  die  Belichtungsdauer  für  alle  Bilder  gleich  zu  machen, 
wurde,  wie  auf  der  Tafel  eibichtiich,  vor  dem  Objectiv  ein 
guter  Momentverschluss  (System  Linhof)  befestigt.  Es  wurde 
auf  den  Pendelschlag  einer  Uhr  der  Verschluss  geöffnet  und 
ebenso  auf  einen  andern  Secundenschlag  wieder  geschlossen. 
Bei  der  ausgezeichneten  Beschaffenheit  des  Verschlusses  kommen 
Unterschiede  von  einer  Zehntelsecunde  kaum  vor,  eine  Genauig- 
keit, die  fitr  die  Methode  völlig  genügt. 

Der  Theodolit  wurde  bei  den  im  Folgenden  beschriebenen 
Versuchen  stets  horizontal  aufgestellt,  sodass  also  Höhe  und 
Azimut  abgelesen  wurde.  Das  bedingte  jedesm?il  eine  Um- 
rechnung in  Hfjctascensioii  und  Declination.  Aus  diesem  Grunde 
stelle  ich  auch  den  Theuduiiten  jetzt  pnrallaktiscli  auf. 

Auf  die  bpscliriebene  Art  lässt  sich  an  einem  Abend  herjuem 
eine  Anzahl  verschiedener  Schnitte  durch  das  Zodiakallicht 
sieben.  Durch  die  Verbindung  der  hellsten  Stellen  in  den 
verschiedenen  Querschnitten  kann  man  dann  die  Axe  grösster 
Helligkeit  in  dem  kegelförmigen  Lichtschein  festlegen. 

Andererseits  kann  man  die  Punkte  gleicher  Intensität  auf- 
suchen und  durch  mehrere  Schnitte  die  Linien  gleicher  Hellig- 
keit im  2jodiakallicbt  bestimmen. 

Das  abnorm  schlechte  Wetter  dieses  Winters  verhinderte 
mich  leider,  viel  mit  dem  Apparat,  den  ich  das  ,Schnitt- 
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Photometer'  nennen  möchte,  zu  arbeiten;  nur  wenige  Ver- 
suche konnten  gemacht  werden,  mid  von  diesen  will  ich  im 
Folgenden  berichten. 

AVif  vorausbereühnot.  war  Jus  Öchnitt-PhotoiiH'tor  völlig 
lichtstark  genug.  So  erhielt  ich  Anfang  Februar  l'JUO  schon 
mit  6  Secunden  Belichtung  einen  deutlichen  Eindruck  vom 
Zodiakaiiicht. 

Um  aber  so  kraftige  Eindrücke  zu  erzielen,  dass  ihre 
Intensitäten  leicht  Terglichen  werden  konnten,  musete  langer 
exponirt  werden. 

Bei  den  im  Folgenden  besproclitnrii  Aufnahmen  wunlo 
stets  40?0  belichtet.  Als  das  Zodiukalliclit  im  März  schwächer 
wurde,  nü^teii  aber  60'  kaum  juehr,  um  brauchbare  Schwärz- 
ungen zu  geben. 

Was  die  Sicherheit  des  Auffindens  der  grdasten  Schwärzung 
einer  Serie  betrifft,  so  ist  dieselbe  so  gross,  dass  nie  ein 
Zweifel  YOrkam.  Ich  bat  Herrn  Schwassmann,  unabhängig  Ton 
mir  die  dunkelsten  Bildchen  herauszusuchen,  und  er  fand  bei 
den  unten  besprochenen  Querschnitten,  genau  die  gleichen 
heraus,  wie  ich  selbst.  Sterne,  die  in  den  Büdfleck  hinein- 
kamen, störten  nicht;  denn  ihre  Spuren  waren  zu  kurz  und 
fein.  Wir  waren  beide  sehr  übtrrasclit  über  die  nicht  er- 
wartete Sicherheit  in  der  Bestimmung  des  heilsten  Bildpunkte«. 

Ich  habe  sechs  geeignete  Querschnitte  genauer  untersucht. 
Die  Azimute  und  Hohen  wurden  so  controlirt,  dass  ein  be- 
kannter Stern  im  Femrohr  des  Theodoliten  eingestellt  und 
damit  der  Meridian  am  Kreis  festgelegt  und  der  Indexfehler 
gefunden  wurde.  Die  Abweichung  Ton  Visirlinie  und  optischer 
Aze  des  Schnitt-Photometers  wurde  durch  Einstellung  auf  ein 
und  dasselbe  entfernte  terrestrische  Objekt  abgeleitet.  Aus  den 
ab^'t'lesenen  Azimuten  und  Höhen  und  der  notirten  Zeit  der 
Autnaliüien  wurden  die  Kectasconsionen  und  Declinationen  be- 
stimmt. Die  Bereclmung  geschah  nur  für  die  wichtigen  Maxi- 
malwerte streng,  während  die  andern  Punkte  der  Schnitte  aus 
Herrn  Schwassmauns  Ourventalel  graphisch  abgeleitet  wurden. 
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Es  fanden  sich  die  folgeudeu  i^uiikte  auf  deu  Platten  ab- 
gebildet: 


1900  Februar  21: 

Punkt  l 

a 

h  ni 

0  1.8 

Q 

-1-22.0^ 

2 

&2 

20.9 

8 

15.6 

19.6 

4 

3L9 

17.2 

5 

40.1 

16.1 

6 

48.2 

14.7 

7 

0  55.2 

12.6 

8 

1  1.5 

12.1 

9 

IM 

10.0 

10 

27.4 

6.9 

11 

44.8 

Dieser  Schnitt  der  nahezu  parallel  mit  dem  llurizont 
durch  den  Lichtkegel  d«  .s  Zodiakallichtea  gelegt  ist,  —  die  weiter 
aussenliegenden  Punkte  sind  hier  weggelassen,  —  ist  auf  der  Ab- 
bildung 2  mit  A  bezeichnet. 

Durch  Vergleich  der  gt  f^ciiscitigen  Helligkeiten  der  Bild- 
punkte  ergab  sich  sofort  der  Punkt 

a  =  0'»  48.2"       5  =  39' 

als  der  hellste  Punkt  des  Schnittes  durch  das  ZodiakalHcht. 

1900  Februar  21 : 


a 

Ii  III 

1 

1  U.l 

-f  14.4» 

2 

7.4 

15.6 

8 

3.1 

Iti.'J 

4 

0  69.0 

18.1 

6 

62.6 

19.6 

Der  hellste  ZodiakalÜchtpunkt  auf  diesem  Schnitt  lag  in 

a  =  l»»  9.7"^       d  =  -f  U«»  51'. 
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1900  Februar  21: 


rt 

b  m 

-4-901* 

•V.  1 

2 

1  7.5 

18.8 

s 

IC.O 

17.4 

4 

25.1 

16.6 

6 

34.7 

14.0 

6 

43.ß 

12.8 

7 

53.5 

Maximum  in 

a  «  P  25.1"» 

c5  =  ~|-  150  36', 

1900  Februar  27: 

a 

b  at 

Sehnitt  D:  Punkt  1 

1  65.t 

+  7.4« 

46.7 

10.8 

29.3 

18.5 

17.8 

16.2 

a     !»•  27,7"» 

U<>  5'. 

1900  Februar  27: 

o 

a 

Ii  III 

8cbuiti  £:  Punkt  1 

1  10.2 

ir..20 

2 

34.G 

13.5 

8 

64.4 

10.8 

4 

2  8.6 

7.4 

Maximum  in 

a  =  1*  80.2» 

<J  =  +  14«  24'. 

lyou  März  1: 

a 

a 

h  III 

SchniU  F:  Fuukfc  1 

0  14.9 

+  32.6« 

2 

1  23.5 

18.3 

3 

1  46.8 

13.G 

4 

2  0.3 

10.9 

5 

2  30.2 

-h  6.4 

6 

4  82.7 

—  12.4 

l^t'i  <lit'st  ni  Schnitt  wnr  das  Zodiakallicht  abnorm  .schwach, 
Ueberhaupt  machte  es  den  Eindruck,  als  ob  das  Licht  suc- 
oessive  und  rapid  an  Intensität  von  Anfang  Februar  auf  An* 
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luiii;  März  iil),L,'enomnirii  liiitte.  Deslialh  sind  liier  die  Bild- 
piiukte  j^elir  .seliwach  uiul  bereits  seil  wer  zu  seliätzeii.  -leileii- 
l'alls  würdr  das  Maxiiriuiii  el>eiifalls  nördlieli  vcni  der  ijikliptik, 

vielleicht  in  der  Uegend  des  bterncs  J05  Piscium  aozu- 
nehmen  sein. 

Fig.  2. 


1  ^\ 

k. 

 .  1 

\  / 

s  J 

\  l\ 

/  s 

M  \ 

+ 

N 

\ 

\ 

P  \ 

03  \ 

1 

 ■  

s 

\ 

\ 

\ 

\ 

V 

\ 

\ 

\ 

1  \-  - 

\ 

\ 

\ 

s 

s 

Auf  Fiirur  2   sind   die   ß  8e])nitt,e  mit  den  Buchstaben 

A  --/''  l)r/.eielinct.  l>it'  Pnnkh'  in;)  ximalcr  I  iileiisiiiii  sijid  durch 
kkiüe  Krcuit;  augedüuLet.    DtiS  Maximum  von  bchioitt  A  ist 
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init  1,  lins  Ton  F  mit  6  bezeichnet.  Durch  1,  2,  3  ist  die 
Linie  der  Maximalintensität  für  den  21.  Februar  gezogen,  durch 
4  und  5  die  Linie  grösster  Intensität  am  27.  Februar. 

Bei  der  Betrachtung  der  Lage  der  einzeken  Maxinia 
springt  nun  sofort  in  die  Augen,  dass  die  hellste  Stelle  des 

Lichtes  keineswegs,  wie  erwartet,  auf  der  Ekliptik,  sondern 

nördlich  davon  lag.  Der  Ab.stand  d<'r  Linie  grösster  Intensität 
▼ou  der  Ekliptik  beträgt  etwa  ti"  in  der  betracliteten  Gegend. 

Dass  diese  Erscheinung  nicht  durch  die  Absorption  der 
Erdatmosphäre  hedingt  sein  kann,  folgt  aus  der  steilen  Lage 
des  Zodiakallichts  und  der  Betrachtung  der  fast  parallel  zum 
Horizont  durchgelegten  Schnitte« 

SoYiel  ist  also  sicher,  die  Hauptmasse  der  ZodiakaU 

lichtmaterie  hat  in  diesem  Februar  von  uns  aus  ge- 
sehen nicht  in  der  Kkljpiik,  sondern  darüber  gelegen, 
und  zwar  in  einem  beträchtlichen  Abstand  davon. 

Nehmen  wir  einmal  an,  dass  sich  die  Hauptraasse  der 
Zodiakaimaterie  um  die  £bene  des  Sonnen äquators  lagert.  Da 
der  Sonnenäquator  seinen  au&teigenden  Knoten  in  ca.  74^ 
Länge  liegen  hat,  so  stehen  wir  zur  Zeit  des  6.  December  in 
der  Bbene  des  Sonnenäquators,  während  zur  Zeit  des  6.  Marz 
die  nördliche  Hälfte  des  Sonnenäquators  uns  zugekehrt  ist. 

Wir  müssen  also  zur  Zeit  des  6.  December  das  Zodiakul- 
licht  längs  einas  grössten  Kreises  seilen,  der  \nn  die  Neigung 
des  Sonnenäquator«  also  um  ca.  7°  gt'gen  die  Ekliptik  auf- 
steigend geneigt  erscheint.  Die  Teile  des  Zodiakallichtes,  die 
wir  wegen  des  Horizontes  sehen  köimen,  sind  dann  relativ  weit 
▼on  uns  entfernt,  also  schwach.  Wir  müssen  daher  das  Zodiakal- 
licht  um  diese  Zeit  relativ  kurz  sehen,  und  die  Linie  grdsster 
Intensität  des  Zodiakallichtes  muss  unter  einem  Winkel  von 
ca.  1*^  gpgen  die  Ekliptik  aufsteigend')  geneigt  sein. 

Ganz  anders  zur  Zeit  des  6.  März.  Wir  seilen  dann  von 
Süden  auf  die  Fläche  der  Zodiukailiciit-Linse,  und  die  gleich- 


Oefihimg  det  Winkela  noch  Q«ten, 
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beleuchteten  Teilclien  stellen  fiW  uns  dann  viel  günstiger.  Es 
wird  zwar  wieder  nach  Öoiinenuntergang  durch  den  Horizont 
viel  verdeckt,  aber  es  sind  uns  viel  näherliegende  also  hellere 
Teilchen  sichtbar,  als  am  6.  December.  Die  Linie  grusster 
Intensität  muss  dann  melir  pandlel  mit  der  Ekliptik  verlaufen, 
und  der  uns  am  besten  siebtbare  Teil  muss  wegen  der  Lage 
des  Horizontes  zur  Zeit  der  Beobachtung  in  absteigendem 
Sinne  gegen  die  Ekliptik  geneigt  sein. 

So  müssen  sich  die  Erscheinungen  wohl  darbieten,  wenn 
die  Zodiakalscheibe  um  den  Sonnenäquator  gelagert  ist. 

Betrachten  wir  nun  die  erlangten  Resultate.  Die  Maxinial- 
intensität  in  einem  Schnitt  ist  sehr  sicher  zu  finden.  Kleine 
Fehler  kdnnen  nur  daher  kommen,  dass  die  Intervalle  zu  gross 
genommen  werden,  und  solche  stecken  auch  noch  sicher  in 
diesen  ersten  Versuchen. 

Am  sichers^teu  bind  die  Muxinialintensitäten  der  Schnitt- 
Curven  A,  C\  D  und  K:  2  dürfte  eine  Spur  verschoben  sein, 
innnerhin  aber  selir  wenitj^.  Dag»;gt  n  ist  F  unsiclier  und  zwar 
besonders  auch  aus  dem  Grunde,  dass,  wie  bereits  bemerkt, 
das  Zodiak:dIi(  ht  gegen  Anfang  März  vielleicht  aus  meteoro- 
logischen Gründen  rapid  an  Heiligkeit  abnahm. 

Alle  gefundenen  IntensitStsmaxima  liegen  nun  in  der  That 
nördlich  von  der  Ekliptik.   Jedenfalls  f&Ut  also  die  Zodiakal- 

Liusü  nicht  in  die  Ekliptik.  Die  Lage  der  Linie  grösster  In- 
tensität ist  durch  die  drei  Schnitte  vom  21.  Februar  recht 
siclier  bestimmt  und  es  zeigt  sich  auf  den  ersten  1^1  dass 
sie,  wie  von  der  Theorie  verlnntjft,  in  ab<<teigendem  Sinne  gegen 
die  Ekliptik  geneigt  ist.  Dasselbe  gilt  von  den  zwei  Schnitten 
TOm  27.  Februar.  Der  1.  März  gibt  keinen  Anhalt  und  ist 
Uberhaupt  unsicher. 

Es  dürfte  also  gezeigt  sein,  dass  die  Zodiakal-Linse  jeden- 
falls nicht  in  der  Ekliptik  zu  suchen  ist.  Es  dürfte  femer 
bereits  durch  die  wenigen  Versuche  sehr  wahrscheinlich 
gemacht  sein,  dass  der  Zodiakalring  sich  uro  die 
Ebene  des  SonnenUquators  lagert. 
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Es  kommt  jetzt  darauf  an,  die  Lagen  der  Linie  der  maxi- 
malen Intensität  zu  andern  Jahreszeiten  festzustellen.  Es  er- 
scheint nach  einigen  Andentungen  nicht  unmöglich,  dass  auch 
7eitweise  mehrere  Intensitatsmaxima  vorlmnden  sind.  Schliess- 
lich wären  aus  der  Lage  und  Ausdeluiuug  der  Scliiclit  grüsster 
In;  nsihit  unä  ihrem  Verlauf,  sowie  der  Verteilung  der  Intensi- 
täten aul'  dem  Kegel  Schlüsse  (Iber  die  geometrische  Form  der 
Erscheinung  zu  ziehen.  Diesen  und  ähnlichen  Untersuchungen 
steht  mit  Hülfe  des  beschriebenen  Apparates  der  Weg  offen. 

Da  das  Schnitt-Photometer  so  leicht  photograpliische  Ein- 
drücke des  Zodiakallichtes  verschaffte,  so  lag  der  Gedanke  nahe, 
dasselbe  auch  auf  den  Gegenschein  anzuwenden.  Leider  hatten 
wir  in  diesem  FrOhjahr  keine  besonders  klaren  Kfichte  zur 
VerfQgung  und  der  Gegenschein  war  recht  schwach.  Immer- 
hin konnte  ich  jüngst  an  zwei  Abenden,  am  27.  und  28.  April, 
mehrere  Schnitte  durch  den  Gegenschein  ziehen. 

Sie  lassen  auf  den  ersten  Blick  die  Intensitütszuiialune  in 
der  Gegend  des  (Tegenscheines  erkennen,  und  /eigen  unzwei- 
deutig, dass  dieses  mehr  geahnte  als  gesehene  Licht 
thatsilchlich  vorlianden  ist.  Der  Himmel  wnr  aber  zu 
schlecht  und  unrein,  als  dass  ich  aus  den  Schnittserien  den 
Punkt  maximaler  Intensität  oder  den  Mittelpunkt  des  Gegen- 
scheines hätte  festlegen  können. 

Es  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  mn  Punkt  im  hellen 
Fleck  in  der  Milchstrasse  im  Scutum  Sobiesii  bei  75  Secunden 
Belichtung  photographisch  nicht  ganz  so  hell  kam,  ab  der 
Gegenschein  bei  150  Secunden  Belichtung. 

Diese  Untersuchungen  sollen  bei  passender  Gelegenheit 
weiter  geführt  werden.  Vorerst  genügt  es  gezeigt  zu  haben, 
dasä  der  beschriebene  Apparat  auch  dem  Gegenschein  näher- 
zutreten gestattet. 

Gr.  Astrophys.  Observ.,  Heidelberg  9.  Mai  1900. 
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Deber  den  sogenannten  zweiten  Mittelwerthsatz  fär 
endliche  Summen  und  Integrala 

Ton  Alflre4  Priagskeliii. 

Der  sogenannte  zweite  Mittelwerthsatz  der  Integral- 
Rechnung  existirt  in  zwei  Terschiedenen  Formen: 

(I)  lm-p(')-i»=ml9ic')  dx  I 

(II)  J/-M.ip(a).rfa:=A«)-|v(*)-'i^+A*)fv(*)-<i*] 

die  erste  im  wesentlichen  von  0.  Bonn  et,*)  die  zweite  von 
P.  Du  Bois-Heyniond*)  herrührend.  Dabei  wird  fix)  in 
6i.  (I)  ilQr  a<x^h  als  positiv  und  niemals  zunehmend, 
in  (II)  lediglich  als  monoton  (niemals  zu-  oder  niemak  ab- 
nehmend) vorausgesetzt.  Trotzdem  nun  der  Satz  (S)  unter 
specielleren  Voraussetzungen  besteht,  als  der  Satz  (II),  so 
ist  er  doch  der  allgemeinere  von  beiden.  Denn  w&hrend  es, 


*)  .lonnial  de  Math.  T.  14  (1849),  p.  249.  —  H^tnoiret  Acad.  Belg. 
T.  28  (1860),  p.  8.  —  B.  giebt  statt  Ol.  (I)  die  Unffleichungen: 

-1  •  /•  (tt)  <     («)  •  <i  «  <  B .  r  (a) . 

i 

ufO  Ä^B  da«  Minimum  und  Maximum  von  ^q>{T)*äxi^t  a<a^h 

a 

bedeuten. 

2)  Jouri).  f.  Math.  Bd.  69  (186b),  p.  82. 
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ausser  in  dem  besonderen  Falle  f(0)  =  U,  zunäclist  unimiglich 
ist,  den  Satz  (1)  aus  (II)  herzuleiten,  so  erj^nebt  sich,  wenn 
auch  /  (^  )  loditrlicli  als  monoton  vorausgesetzt  wird,  allenml 
die  Anwendbarkeit  des  Öatzes  (1)  auf  'jrf{x)  -f-  (-^  (bei  passender 
Wohl  des  zweifelhaften  Vorzeichens  und  Limitirung  von  (?), 
sodass  ein  noch  etwas  all^^emeinerer  Satz,  als  (II)  rosultirt. 
dor  schliesslich  durch  Specialisirung  von  C  auch  Gl.  (II)  liefert. 
Mit  anderen  Worten:  Satz  (J)  ist  keineswegs  ein  specieiler 
Fall  Ton  (II),  yielmehr  erscheint  (II)  als  ein  blosses  Gorollar 
ztt  (I).  Und  da  die  Gleichung  (I)  für  mancherlei  Anwendungen 
die  bei  weitem  bequemere  ist,  so  findet  man  auch  in  doi 
meisten  Lehrbüchern  zunfichst  die  Bonnet^sche  Form  (I)  als 
den  eigentlichen  Hauptsatz  bewiesen  und  die  Du  Bois- 
Iteyniond'sche  Form  (II)  auf  dem  eben  angegebenen  Wege 
daraus  abgeleitet.*)  Sogar  Ifen-  C.  Neumann,  der  in  der  Vor- 
rede (p.  IV)  seines  Huehes  über  Kugel-Func  tioin  n  (Leipzig  1  SSI  )'■') 
den  Bonne  tischen  Satz  sehr  kurz  als  einen  ,speciellen  Fall* 
des  ]Ju  Bois-lteymond'schen  abthut,  um  dann  diesen  letzteren 
über  Gebühr  zu  preisen,  beweist  schliesslich  (p.  29  ff.)  doch 
vor  allem  den  BonnetMien  Satz  (I)  unter  der  falschen 
Bezeichnung  des  ,Du  Bois-Bejmond'schen"  Mittelwerth- 
satzes') und  gewinnt  daraus  den  Satz  (II)  als  « Allgemeinere 
Form  des  Du  Bois^schen  Satzes'  —  eine  Bezeichnung,  die 
ebenfalls  nicht  correct  erscheint,  da  der  Satz  (II),  wie  bemerkt, 
den  Satz  (l)  zunächst  nicht  in  sich  enthält. 

Nun  eztstirt  aber  in  der  That  eine  solche  allgemeinere 
Form  des  Satzes  (II),  die  mir  freilich  in  keiner  seiner  zahl- 


Dabei  wird  dann  gewOhnlieh  in  (ID  atatt  /'(<i),  f{h\  nodi  spedell 

/"(«  -j-  0).  f{h  —  ü)  geschrieben. 

2)  Der  vollatändige  Titel  hiutet:  Ueber  die  nach  Krois  .  Kiij^i  l-  und 
Cyliniler-Functionon  foH«chreitendfn  ETitwiVkf»hnu'<'n  unter ihirchgängiger 
Anwendung  de«  Du  I'm» i s- Key mo jul  uthen  Milklwerthhatzes. 

^)  Ebenso  wenig  geheint  es  angemessen,  wenn  Herr  C.  Jordan  in 
aeinem  Cours  d*Anulyae  (T.  II,  2h'°>«  ed.,  p.  220)  den  Satz  (II)  schlechthin 
als  ▼on  Bonn  et  herrfibrend  besEeichnett  ohne  den  Namen  Dn  Boii> 
Rejmond'a  Oberhaupt  su  erwähnen. 
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reichen  Darstellungen  begegnet  ist,  die  aber  von  Du  Bois* 
liejmond  zwar  nicht  bei  jener  oben  ei-wUbntcn  ersten  Formu- 
lirung  oder  einer  spateren  Vervollständigung  des  betreffenden 
Beweises/)  sondern  bei  anderer  Gelegenheit  kurz  angegeben 
worden  ist.  In  einer  Besprechung  der  Thomae^schen  Schrift: 
«Einleitung  in  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale"  (Halte, 
1875)*)  bemerkt  er  nftmlich  ausdrOcklich,  dass  man  in  (II)  statt 
f(a)  bezw.  /'(/>)  auch  jede  Zahl  </'(«  +  0)  bezw.  >  f(b  —  0) 
(seil.,  wenn  f(x)  als  niemals  abnehmend  vorausgesetzt  wird) 
suLstituirou  kann,  olme  dass  |  das  Intervall  ü<i^*Ch  vcrUisst. 
Die  dafür  einzig  gej^'^ebene  Begrüiulung:  ^das  Integral  links 
bleibt  dabei  unverändert"  —  scheint  mir  freiHch  unzulänglich; 
denn  das  Integral  links  bleibt  ja  auch  unverändert,  wenn  man 
f  (^0*  f  W  (lurch  irgendwelche  ganz  beliebige  Zahlen  ersetzt. 
Es  wäre  daher  zur  genaueren  Prüfung  jener  Bemerkung  eine 
nochmalige  Revision  des  betreffenden  Beweises  erforderlich,*) 
die  dann  in  der  That  ihre  Richtigkeit  ergiebt  Man  gewinnt 
auf  diese  Weise  an  Stelle  des  Satees  (II)  den  folgenden: 

h 

i  r         {oder:  A>f{a-{-0)>fih-O)>B, 

welcher  dann  in  der  That  nicht  nur  diesen  letzteren,  sondern 
auch  den  Satz  (I)  als  speciellen  Fall  enthält*)  Hierbei 


Joum.  f.  Math.  R.l.  79  (1875),  p.  42.  Fussnotp. 
2)  Zeitfichr.  f.  Math.  Bd.  20  (1875),  HiHt.-lit  Al)th.,  p.  llCf. 

Man  kann  sich  dabei  mit  Vottlu'il  dtM-  ^'cnule  von  Herrn  Thomae 
(a.  a.  0.  p.  18)  benützteu  Methode  bedienen,  dass  mau  setzt: 

h  h' 

9  a/ 
wo;  «*<a<fr<fc*  und  ^?{<r)=«0  fttr  fl'<a:^a  und  6g*<ft',  wfth> 

rend  in  den  binzngefttgten  Intervallen  bis  auf  die  Monotonie-Be- 
dingnng  willkflrlich  bldbt. 

*)  Vgl.  Du  Bois'Rejrmond»  Zur  Oeschiclit«  der  trigonometriaclien 
Reiben  (Tflbuigen,  [1880D,  p.  66. 

iWOi  Sitmagil».  4.  iMtli.-phy».  CL  14 
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frappirt  nun  zunächst  die  ausserordentlich  grosse  Willkürlich- 
keit der  beiden  mit  il,  JB  bezeichneten  Zahlen,  und  e.s  gewinnt 
wohl  zunächst  den  Anschein,  als  ob  dieselbe  auf  einer  infini- 
tesimalen Eigenschaft  des  bestiiniiiteu  Iiitograls  berulif, 
nämlich  auf  dem  Umstände,  dass  die  zu  integrirende  Function 
für  die  Stellen  einer  beliebigen  unaiistfedehnten  l'ujiktiueiige 
ganz  willkürlich  gedacht  bezw.  abgeändert  werden  darf, 
ohne  dass  der  Integraiwerth  selbst  eine  Veränderung  erleidet. 
Es  erschien  mir  nun  nicht  ohne  Interesse,  festzustellen,  dass 
die  Willkttrlichkeit  in  der  Auswahl  jener  Zahlen  A,  B  in 
Wahrheit  ganz  elementaren  arithmetischen  Ursprunges 
ist,  indem  n&mlich  auch  fOr  gewOhnUche  endliche  Summen 
ein  Mittelwerthsatz  besteht,  der  genau  die  Bauart  der 
Formel  (III)  besitzt  und  deren  eigentliche  Grundlage  bildet. 
Dieser,  aus  einer  einfachen  und  sehr  naheliegenden  Umfor- 
roung  der  bekannten  AbePschen  Transformationsformel  (par- 
tiellen Summation)  hervorgehende  Mittelwerthsatz  wird  in  §  1 
der  folgenden  Mittheilung  zunächst  abgeleitet  und  des  näheren 
iliscutirt.  In  §  2  gebe  ich  dann  eint  n  darauf  beruhenden  Be- 
weis der  Integral-Formel  (III),  der  mir  uielir  als  irgend  einer 
der  bisherigen  Beweise  die  äusserst  erreichbare  Allgemeinheit 
mit  genügender  Einfachheit  zu  verbinden  scheint.  Zur  uälieren 
Begründung  dieser  Ansicht  werden  dann  noch  in  §  3  einige 
historische  und  kritische  Bemerkungen  über  jene  früheren 
Beweise  hinzugefügt. 


§  1.  Die  Abersche  Transfonnation  und  die  darane 
resnltirenden  Hittelwerthsätze  für  endliche  Summen. 

1.  Es  seien  Vr  (v  a=s  1, 2, . . . »)  beliebig  vorgelegte 
Zahlen  und 

N 

I 

Setzt  man  sodann: 
(2)  t',  f    4- . . .  +  n  =  Vy   (v  =1,2,... «), 
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SO  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  Substitution  von 

17,  =  y\ ,  Vy  —  Vy  —  Vy-\  (v  =  2, . .  .  w) 
iu  Gl.  (l)  die  bekannte  AbeTsche  Transfonnations-Gleichung : 


M-l 


(3) 


Um  derselben  eine  etwas  allgemeinere,  für  die  weiteren 
Schlüsse  zweckmässige  Gestalt  zu  geben,  bezeichne  ich  mit  i/q, 
Utt^x  zwei  vollkommen  willkürlich  anzunehmende  Zahlen, 
mit  Vq  die  Null.    Alsdann  besteht  die  Identität: 

(4)  0  =  (u^  -  M,)  •  F„  —  M„+i  r„  H-  f<H+l  Vn 

und  es  ergiebt  sich,  wenn  man  dieselbe  zu  Gleichung  (3)  addirt: 


(A) 


Sn    =  {Uy  —    ny^\)   •     Vy   "f    «^+,    F„  . 


2.  Eis  seien  jetzt  die  Zahlen  Mj,  . .  .  «»,  reell  und  so 
gegeben,  dass  sie  eine  monotone  (gleichgültig  ob  niemals 
zu-  oder  niemals  abnehmende)  Folge  bilden ;  und  es  mögen 
sodann  Uq,  m,,^.!  im  übrigen  zwar  willkürlich,  jedoch  so  an- 
genommen werden,  dass  sie  sich  dieser  monotonen  Folge  an- 
schliessen  (welcher  Bedingung  u.  a.  stets  genügt  wird,  wenn 
man  speciell  Mj,=  «,,  «„+1  =  ««  setzt).  Ferner  werde  allge- 
mein durch  die  Symbole: 


Max  {Uy) 


v=m-fp 

Min  {(ly) 


m  (dy) 


das  Maximum,    das  Minimum,    ein  Mittelwerth 

aus  irgendwelchen  Zahlen  ,  a„,^\ ,  •  •  •  ft,„^p  bezeichnet. 

Alsdann  ergeben  sich  im  Falle  Uy  —  Ur^i  >  0  aus  Gl.  (A) 
die  Ungleichungen: 


(B) 


S. 


>(?/„  — tt^,)-  Min  (i;) 

1  --II 

<(ti„—  «„+,)  •  Max  \^Vy) 


»•=•1 


a 
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und  entsprechend  im  Falle  Uy  —  u^^i  <  0  die  durch  Ver- 
tauscliung  der  Zeicht  ri  ^  hieraus  hervorgehenden.  Man  erhält 
daher  in  jedem  dieser  beiden  Fälle,  d.  h.  wenn  die  Uy  eine 
monotone  Folge  bilden,  den  folgenden  Mittelwerthsaiz: 


(C)  Ä.  =  K-w..+i)- 2)r(K,)  +  f<^,  Vn 


r=0  fssO 


Da  9ß  (F,)   einen  mittleren  Werth   aus   den  Zahlen 

F„,  Fj, . .  .  F„  bedeutet,  so  muss  es  entweder  mindestens 
ein  bestimmtes  m<»  geben/)  sodass: 


(5)  a)J(f;)=F«; 

oder  es  tritt  in  der  Reihe  F^,  F,,  -  . .  F„  mindestens  bei  einem 
bestimmten  Index  m  (wo:  0<m<i})  der  Fall  ein: 

(6)  F..<iÜF,)<F«+,. 

Mau  kann  also  beide  Fälle  dahin  zusammenfassen,  dass: 

(7)  ir(F.)=  F^  +  i>(F«+,- FJ,  wo:  0<Ci5^<l, 
d.h.  mit  Uücksicht  auf  die  Beziehung:  VmJ^x  —  F]„e=v«,+i: 

(8)  ir(Ko={^-+*''-+' 

«0  \  F«,+i  —  (1  —  ^)  •  Vi*f  1  • 

Durch  Einfülining  der  Ausdrücke  in  den  Mittelwerth- 
satz (C)  nimmt  dann  derselbe  noch  die  luigeude  Form  an: 

Wftr©  m  =  «  d.  h.  n  der  erste  Index,  für  welchen: 

SO  müssen         Kj, . . .  Fn—i  theils  anterhalb,  theils  oberhalb 
( Fr)  Hegen,  sodass  also  f&r  ein  w  ^  it  —  1  mne  ün^eichong  von  der 

V— O 

Form  (G)  besteht. 
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(D)    8^^%{V^'^  ^•i^H-i)+«».4-i((l  - +  »WO) 

wo  also  m  cino  bestimmte  (möglicherweise  auf  mehrfache  Art 
wählbare)  Zahl  aus  der  Beihe  0,  1, . . .  (n  —  1)  bedeutet  und 
0^d<l.  Dabei  ist  noch  anzumerken,  dass  fOr  die  beiden 
äussersten  Falle  m^O  hezw,  m^n  —  1  die  Beziehungen  be- 
stehen: Fg,=  Fo=  0  bezw.  Vn  —  F«+,  ^  —  =  0,  sodass 
man  also  den  in  diesen  Fällen  bei  der  zweiten  Schreibweise 

auftretenden  Symbolen:         bezw.  ]S     die  Bedeutung  von 

0  beizulegen  hat. 

3.  Sind  die  u,  nicht  nur  monoton,  sondern  auch  gleich- 
bezeichnet, in  welchem  Falle  also  auch  die  numerischen 
Werthe  der  «y  eine  monotone  Folge  bilden,  so  kann  man, 
falls  die  letzteren  niemals  zunehmen,  also:  1«»  |  |«h-i  [t 
über  tiM.|.i  so  verfügen,  dass  man  «1,4.1  =  0  setzt;  während  man 
«41«  0  annehmen  kann,  wenn  die  \  uy  \  niemals  abnehmen, 
also:  |«„i<'w,^i|.  Der  Mittel wertbsatz  (C)  liefert  also  in 
diesen  beiden  Fullen  die  folgenden  Beziehungen: 


(E) 


(1)  iSL-««-iDiu;)  (|«,|^|m^,I), 

(2)  (K|.<|«^i|), 

y=0 


(1) 


die  sich  mit  Hülfe  von  (D)  auch  in  die  folgende  Form  setzen 
lassen: 

(1)  =         t;,+  1^  •  v^i)  (I    I  ^  I  «H-i  I). 

(2)  =  11,+,  1^(1  -  ^)  t;^i  +  h  r.)  (I     |<  I  «H-i  I). 

Hierzu  bemerke  ich,  dass  man  (il.  (E,  1),  nirlit  aber 
Öl.  (B,  2)  auch  unmittelbar,  d.  h.  ohne  den  Weg  über  Gl.  (C) 
zu  nehmen^  aus  der  Fundamental-Formel  (A)  herleiten  kann: 
man  hat  dabei  nur  zu  beachten,  dass  bei  gleichbezeichneten  «^  und 
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*i,  >  «,^1  die  Differv uzen  —  «»4.1  mit  dea  i»»,  slUso  specieli 
auch  mit  m.^i  gleiches  Vorzeichen  haben. 

ABd«rerseitj$  ist  aber  hervorzuheben,  dftss  Gl.  (E,  1),  troU- 
dem  äie  durch  EinfÜhruDg  einer  specielleren  Vürauaetzung 
Uber  die  n,  und  durch  Specialisirung  der  irillkfirlichen 
Grtoe  M»fi  aus  Gl.  (C)  heryorging,  doch  genau  dieselbe 
Tragweite  besititt  wie  die  formal  allgemeinere  Gleichung 

d.  h.  diiss  man  auch  uiiitrt'kehrt  Gl.  (O  ohne  weiteres  ans 
Iii.  t  K,  1 )  lu  rli  itru  kaun.  Dfiin  angenommen,  es  stehe  vuu 
dt  ti  nur  st>vit  l  fest.  da>s  >  ii^,  (^1  =  1,  .  .  .  (1/  —  1)). 
so  wähl»'  man  n^^.<iu^,  im  übrigen  beliebig.  Alsdann  be- 
stehen die  Besuehimgeu : 

(9)    Hr  —  •«•+1  >  f*H-i  —  "•'H  >  ^    (r  =  0, 1, . . .  («  —  1)), 

sodac>s  ah>o  auch: 

ll.il  uuiu  d;igt^gen:  ♦«»  <  m»^.i  =  (>.  1 ,  .  .  .  —  1))  und 
uini  s^niauu  Mm-^-i  ^  Mm  angeuommeni  s«>  t-igiebt  sich: 

ihn  M»  —  iM-i        —  < 

und  daher  witnlermu: 

nie  Terme  (m»  —  Mh+j)  gen  (Igen  somit,  wenn  nur  die  ti, 
ai>erb«u|»t  monoton  sind,  allemal  derselben  Bedingung,  wie  die 
im  r.ilh   der  Gleichung  (K,  1).    Wendet  man  also  diese 
letztere  auf  die  {^Hr  —  m.,+i)  au,  so  resultiit: 

»•  ,~ti 

Ol)  H^'^r  -  f#.+|)-fV  =  K— 

d.  h.         "  »'=«  /  \ 

=  «„9»  (K.)  +     { -  a»  (r,)) 

in  Uebereinstimmung  mit  Gl.  (0). 

4.  Diese  Hizichungen  eiieuh-n  eine  merkliche  Verschie- 
liuug,  wenn  man  statt  von  der  verallgemeinerten  Abel- 
scheu  Trausibrmatiüus-Formei  (^A)  vou  deren  ursprünglicher 
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Form  (3)  ausgeht.  An  die  Stelle  des  Mittelwerthsatzes  (G) 
tritt  dann  offenbar  der  folgende: 

(CO        '  S^'^ur^\v.)-^Uu(Vn-^l)l\Vr)), 

dem  man  (durch  Anwendung  einer  der  Relation  (8)  analogen 

Tianslormation  auf  C^»))  auch  die  folgende  Form  geben 
kann: 

(D  )       =  tt,  -h  1?  .         -f  u„  ^(1  -  ^)  v^^x  +  t;.), 

wo  jetzt  wi  eine  gewisse  Zahl  aus  der  Reihe  1 ,  2,  .  .  .  (»  —  2j 
hedeutet.*) 

Werden  jetzt  wiederum  die  «k  noch  dahin  eingeschränkt, 
dass  ausser  der  Monotonie  der  noch  die  Beziehung  |  n».  j  ^  1 11,4.1 1 
vorausgesetzt  wird^  so  gelangt  man  von  der  Gl.  (3)  zu  dem 
bekannten  AbePschen  Lemma: 


»•=M 


(BO  g»(K,), 


während  es  andererseits  schlechterdings  unmöglich  erscheint, 
diese  Relation  direkt*)  aus  der  unter  allgemeineren  Voraus- 
setzungen bestehenden  Formel  (C)  zu  erschliessen.  Dagegen 
kann  man  umgekehrt  durch  Anwendung  der  Formel  (E')  auf 


')  Es  ist  das,  beiläufi«;  beiuerkt,  diejeuige  Formel,  welche  Du 
Bois-Reymond  (Preiburger  Aiitrittflprö<,'ramiii,  p.  2)  aonderbarer  Weise 
aU  Folgerung  aua  dem  enteprecbende»  Integralaatse  herleitet, 
während  sie  doch  unmittelbar  aua  der  Aberschen  Transformation  resultirt 
and  gemde  die  Grundlage  jenes  Integralsatxes  bildet. 

^  D.  h.  ohne  die  Formel  (C)  durch  Hinsofttgnng  «^incs  woit4>ren 
Suiniiiaiulen  "m+i,  Th+i,  (wo  i'm+1  =0.  e/M+i  nur  der  Monotonie-Iteiliti'^- 

/n  genügen  hat)  ähnlich  ifie  in  Nr.  1  und  2  in  die  folgende  über- 
ziüühren : 

»  tt,  *Wi  ( Vr)  H-  «»f  I  (     -       Kr))  , 

und  sodann  aimlug,  wie  beim  Ucbergange  von  Formel  (C)  zu  (E)  zu 
Torfinhren. 
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die  Tenne  (m^  —  w«),   wekli'^  n  iederuni  st^ts  der  Bedingung 
I     —  t*„  I  >  My-f  1  —  ?i„  I   «genügen,    auch   wenn    von  den 
lediglich  die  Monotonie  vorausgesetzt  wird,  ohne  weiteres  die 
mit  Gl.  (C)  im  wesentlichen  gleichwerthige  Beziehung  erhalten: 

.         =    m  ( F,)  +     (    -  if  ( K,)) . 

^r=l  \  rssl  / 

Es  besitzt  also  hier  die  unter  specielleren  Voraus- 
setzungen bestehende  Gleichung  (E')  in  Wahrheit  einen  wei- 
teren Wirkungskreis,  als  die  unter  allgemeineren  Beding- 
ungen geltende  Formel  (C),  d.  h.  es  besteht  zwischen  den 
Formeln  (K'j  und  {(T)  genau  dasselbe  V'erliiiltuiss,  wie  zwisclien 
dem  l^on  lu' t 'sehen  und  dem  Du  Bois-lleymond "sehen  Öatze 
(1)  und  (U). 


§  S.  Der  sweite  Mittelwerthsatz  fittr  bestimmte  Integrale. 

I.Lehrsatz.  Ist  im  Intervalle  Xq<C.x<.X  die  Func- 
tion f{x)  mdlkh  und  monoton,  *p(j(i)  und  f{p^)-^(ix^)  in- 
tegrabd,^)  so  hat  man: 

j*  f(x) '  q>  ix)  '  dx  ^  y^'  ^ <p  {x)  '  dx  -\-  F  j* q>  (x)  •  dx , 

WO  ^  einen  gewissen,  der  Bedingung  <  |  <  X  ge- 
nügenden Werth  besitzt,  während  ¥  zwei  der  mono- 
Umm  Folge  der  /'(je)-Werthe  bei  x  =  x^  und  x^X  sich 
anschliessende,  im  übrigen  willkürliche  Zahlen  be- 
deuten, sodass  also  entweder: 

oder:  l^o  </  (^o  +  0)  <f{X  -  0)  <  r. 

Ich  nenne  99  (je)  im  Intervalle  ;ro<x<X  integrabelt  wenn 

nii'ht  nur  ^qp(x)dx,  sondern  auch  ^q){jc)dx  fUr  a-o^l/C-^  exiatirt. 
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Bezüglich  der  in  die  Voraussetzung  aufgenommenen  In- 
tegrabilitäts-Eigensehaften  Ton  q>(x)  und  f(x)»*p(x)  bemerke 
icb  folgendes.  Die  Function  f{x)  ist  auf  Grund  der  voraus- 
gesetzten Endlichkeit  und  Monotonie  allemal  integrabel, 
auch  wenn  sie  im  übrigen  beliebig  viele  Unstetigkeiten  be- 
sitzt.^)  Ist  dann  (p(x)  endlich  und  integrabel  oder  besitzt 
7' (x)  nur  solche  Uiiendliclikeits-stellfii,*)  dass  nicht  nur 
(p{x\  sondern  auch  i  9?  (iP)  integrabel  ausnillt,  so  ist  jedes- 
mal f{x)-(f(x)  eo  ipso  integrabel.*)  Dies  gilt  sogar  auch 
dann  noch,  wenn  die  als  integrabel  vorausgesetzte  Function 
ip  (sc)  eine  endliche  Anzahl  von  Unendlichkeitsstellen 
bentztt  in  deren  Umgebung  die  absolute  Integrabilität  nicht 
vorhanden  ist/)  Nur  wenn  Punkte  der  letztgenannten  Art  in 
unbegrenzter  Anzahl  auftreten,  muss  ausser  der  integra- 
bilität von  q>(x)  noch  dieienige  von  fix)*<p{x)  ausdrück- 
lich in  dieVoraussetzung  aufgenommen  werden.  Schliess- 
lich sei  noch  hervorgehoben,  dass  die  Aussage,  eine  Function 
7  (jc),  die  in  irgend  einem  Intervalle  unendlich  viele  XJn- 
endlichkeits-Stellen  besitzt,  sei  dasell)st  integrabel,  alle- 
mal die  Voraussetzung  involvirt,  daii-s  jene  Stellen  eine  un aus- 
gedehnte Menge  l>ihlt  11:  hiermit  ist  nämlich,  aieiiies  Wissens, 
die  ausserste  Grenze  l)ezeichnet,  bis  zu  welcher  der  Integrai- 
Begrül'  Uberhaupt  noch  definirbar  erscheint.^) 

1)  S.  X.  B.  Dini-Lflroth,  p.  338,  §  187,  6. 

Also     H.,  wie         ,  -.     *  sin  -  bei  -c  =  0. 

3)  Dini-Lüroth,  p.  846,  §  190,  5;      p.  419,  §  226. 

4)  Ebendas.  p.  422,  §  227. 

*)  Herr  Dini  (a.  a.  (>.  p.  406,  217)  beschränkt  die  1><  tinit  on  auf 
den  Fall,  «lajjä  die  ün('ii<lliclikeitt*Ht«*llt'n  eine  ]\It'iii,'e  crstei-  itatiung 
bildeu  (welche  dann  eo  ipso  auch  un  auhgedehnt  ist  —  s.  z.  B.  X)ini- 
Lfirotb,  p.  25,  §  14}  und  beweiat  auch  die  Gültigkeit  des  Ifittelwerth- 
lataes  für  diesen  Fall:  Serie  di  Fourier  etc.  (Pisa,  1880),  p.  22.  — 
Harnsck  (Math.  Ann.  Bd.  21  [18881.  p.  825;  ausfahrUcber  Bd.  24  (1881), 
p.  2/0)  definirt  das  Integral  für  den  Fall,  da«»  die  UnendlichkeitBgteUen 
eine  beliebige  unansgedehnie  (von  ihm  als  «discref  bezeichnete) 
Menge  aasmacben  und  beweist  (an  der  tnervt  citirten  Stelle)  ebenfalls 
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2.  Beweis  des  Leli  rsatzt's.  Man  theile  Uaj»  Intervall 
(Xq,  X)  durch  Einschaltung  der  Punkte  Xj,  . .  .  ^.i  in  n 
Theil-IntenraUe,  sodass  also: 

JE  H  "w 

(1)  J~Sf(x)'(p{x)'dx—Yt*^^1\x)'(p{x)»dx  (wo:iCii«Z) 

gesestzt  werden  kann.  Auf  jedes  dieser  Theü-Integrale  wende 
man  die  identische  Umformung  an: 

(2)  St\x)T{x)dx^f^x^S^cp{^^^ 

und  zwar  mag  hier,  falls  etwa  f{x)  an  drr  Stelle  j;,  unstetig 
sein  sollte,  unter  /r(a;)  der  (allemal  eindeutig  bestinimte)  Werth 
f{Xr —  0)  verstanden  werden:  die  Zahlen  f{x^  bilden  dann  für 
2, ...w,  wegen  der  Monotonie  Ton  f{p^  stets  eine 
monotone  Folge. 

l)iir(  h  Einführung  der  Luilormung  (^2j  in  die  rechte  Seite 
von  Gl.  (Ij  ergiebt  sich: 

wo: 


den  Mittelwertbsatz  in  dem  entsprechenden  Umfange.  Doch  reichen  die 
Erörterungen  Harnack's  nicht  aus,  um  die  Existenz  des  Integrals  in 

X 

dem  Sinne  zu  gewährleisten,  dass  gleichseitig  mit  ^  q>  {x)  *  dx  auch 

•las  fnti'f^ral  über  jedes  'l  iit  il- Intervall  exiatirt  (vjrl.  t5tolx,  Wiener 
Sitz.  Uer.  IJd.  107^  [I898J,  p.  3;  iJruudzüge  der  Diff.-  und  lutegr.-Rechnimg. 
Bd.  III,  p.  277).  Dies  ist,  wenn  die  Unendlichkeits-Stellen  eine  Menge 
«weiter  Gattung  bilden,  dann  nnd  nur  dann  der  Flnlli  wenn  ausser 
^{x)  auch  i  V  (x)  im  HarnackVhen  Sinne  integrabel  ist  (vgl.  Stolx. 
a.a.  0.  und  Wiener  8itz.-Ber.  Bd.  28'  [1899],  ]>.  1235\  Für  nicht  absolut 
integrable  {x)  mms  es  daher  wohl  bei  der  Dini'schen  Voraussetzung 
Bein  Bewenden  haben,  dasa  die  Unendlichkeitsstellen  höchstens  eine  Menfre 
erster  Gattun^r  bilden  (so  auch  bei  De  La  Yallee-Poussin,  Jouru. 
de  Math.  (4),  T.  8  IIÖ92J,  p.  463). 
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N  *V 


Der  ganze  Beweis  des  fraglichen  Satzes  besteht  nun  in  der 
Anwendung  der  Abel*schen  Transformation  bezw.  der  daraus 

resuitirenden  Mittelwerth-Helation  auf  Jh  und  so<lann  in  dem 
Nachweise,  dass  Ji^  bei  liiniiuigiicher  V'ergrüt>«>eiuiJg  von  n 
beliebig  klein  wird. 

Setzt  man,  mit  Bezugnahme  auf  die  in  g  1  benutzten  Be- 
zeichnungen, ftir  y  » 1, 2, . . .  n: 

t*r = W »  f »- = X  V  {  ') '  t^^'  1  also :  Kr  »ij*"  S  9  {xycLc=^j  (^^jc)  •  dx 


I  X 


r  -  I 


und  ausserdem:  —  Uh^.!  1^,  so  nehmen  die  Ungleich- 
ungen (B),  welche  noch  die  Voraussetzung  f  (x^)  >  f  (x^h**)« 
also  /'(^o)>/'(X)  erheischen,  die  folgende  Form  an: 


(6) 


man 


<  (y^  —  F)  •  Max  J  <JP  (x)  •  r 


Dabei  hätte  man  1'  <  —  0)  /'(X  —  0)  und  zunächst 
nur  //o >/(•'■,  —  0)  anzunehmen:  dieser  letzteren  Bedingung 
wird  aber  (unabhünfrjg  von  der  Wahl  des  ^Tj)  n  fortiori  ge- 
nügt, wenn  man  p^'^f {x^^  +  0)  festsetzt. 

Zieht  man  jetzt  statt  der  n  Integrale  j  7  (o;)  •       —  1 , 2, . . . n) 

a  1 1  e  m  0  g  1 1  c  h  e  n  VV  erthe  des  integrals  J  q  {x)  •  Ux  für    <  x*'  <  A 

«* 

in  Betracht,  so  bestehen  offenbar  die  Beziehungen; 
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»'=  X  r=H     *  X'=  A'  *  '  =N  ' 

(7)  Min  j7{a;)-(ic^MiuJ*93(j;)'dla;,  Max  J*9^a;)  cti;>Maxj95(4;)  flLi;, 


soda.ss  aus  den  Ungleichungen  (6)  a  fortiori  die  tblgenden 
sich  ergeben: 


(8) 


<(yo—  r)-Max 


bei  denen  jetzt  der  Einfliiss  von  n  uut  der  rechten  Seite  voll- 
ständig üliminirt  ei-schcint.  Angenommen  min,  man  könne 
durch  passende  Yergrüsiseruug  von  n  bei  jedem  c  >  0  er- 
zieleui  dass: 


(9) 


|1I.|<<,  abo  ii. 


SO  ergiebt  sich  durch  Addition  der  beiden  letzten  Ungleich- 
ungen zu  den  entsprechenden  Ungleichungen  (8): 


(10) 


<(yo-10MaxJ 


und  somit,  da  e  die  untere  Grenze  Null  besitzen  sollte: 


(11) 


>  (t/p  ~  r)  •  Min  J^  ^r)  •  dx 


+  y'§<pi'X^)'dx. 


Die  entsprechenden  Beziehungen  mit  Vertauschung  der 

Zeiclien  ^  ergeben  sich  iiu  Fülle  /"(./;,)> /  (X).  Man  hat  ako, 
sofern  nur  /  (-t )  für  jc^<ix<.X  monoton  ist, 

(12)       J=(ya-  i')  '^^''  (j9Hic)da?)  f-  r.J*^(x).c/a; 
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und  da  man  dem  betreffenden  Mittelwerthe  wegen  der 

Stetigkeit  von  S<p(j^)  dx  die  Form;  \ffo:x^^i<CX 
geben  kann,  schlieaslicli,  wie  behauptet: 

(13)        J^(»^—Y)*S<P{^)'<i^-^  Y'S<pi^)'äx 

i  X 

Es  handelt  sich  somit  einzig  und  allein  noch  um  den  Nach- 
weis der  Beziehung  (9).  Hierbei  werde  zunächst  vorausgesetzt, 
dass  nicht  nur  (./ ).  sondern  auch  |  (p  (x)  \  in  dem  fraglichen 
luteryalle  integrabel  sei.*)   Aus  Gl.  (5)  folgt  zunächst: 

(u)     \it.\<i>  S \n^)-f  i^r)  1 .  1 9.  w  1 .  d«. 

Da  nun,  wegen  der  Monotonie  von  f  (x),  für  jedes  einzelne 

Integrations-Intervall  x,-i  <,  x<,Xr(v  ==  1 ,  2, . . .  n)  die  Bezieh- 
ung besteht: 

(15)  \f(x)-f(x.)\=\f(x)-ax.^O)\<f^^^^^  0)|. 
so  eigiebt  sich  weiter: 


(16)  I  Ä  i  g     1 +  0)-/'(a;.  -  0)\'S\<P(^)\-dx. 

Wird  jetzt  e'  >  0  beliebig  klein  vorgeschrieben,  so  kann 
man  dir  Theil-Intenralle  (x^-if  d^)  so  weit  rerkleinem,*)  dass: 

')  Diese  Bedin(^n[7  i^t  an  sich  schon  erffillt,  wenn  die  als  in- 
tegriihel  voraus^eset/te  Function  endlii  h  blciht.  Im  übrigen  be- 
Hchrilnkt  sie  ledir^lidi  den  Charakter,  nicht  aber  die  Ausahl  der  etwa 
zaliUsigen  Unendlichkeit^ -stellen. 

^  Dies  iat  ohne  wttteres  Uar,  wenn  fp  ix)  durchweg  endlich  bleibt, 
folgt  aber  «M^  für  den  Fall  eines  absolnt  integrablen,  unendlich» 
werdenden  ^  {x)  unmittelbar  aus  der  entsprachenden  Definition 

6 

eines  Integrales  von  der  Form  ^  iqf{x)\*dx. 
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(17)  S\rf{x)\'dx<e  (v=l,2,...»). 
Alsdann  wird  aber: 

I Ä.  I  < ♦  i>  [/"(a?.-!  +  0) --/•(a?,  ^  0)  I, 

und  da  die  Differenzen  f{Xr^\-\-0) — /(«r  —  0)  wegen  der 
Torau^eaetzien  Monotonie  yon  f(x)  sänuntiich  gleich  be- 
zeichnet (eventuell  auch  Null)  sind,  also: 

H  II  . 

I  /  (^v-,  +  0)  -/•(«,-  0)  1  =  I \f(Xr-,  +  0)-/'(.r,-  ())} , 

scUUessl^ch:  <:|fW+ 0)  -  A^"  0)  |. 

(18)  |B,|<*'.|/-(ai,+  0)-/{X-0)|, 

sodass  uLsü  in  der  Thftt  R„  \  —  unter  VorausseUmig  eines 
absolut  inte«jf  rablen  fp  Cr)  — durch  passciido  Vorgrösserung 
von  n  beliebig  klein  gemacht  werden  kaun.^) 

Es  möge  nun  zweitens  <p(iX!)  auch  solche  Unendlichkeits- 
stellen  a  besitzen,  dass  zwar  nicht  mehr  \^{x)\^  wohl  aber 
^(x)  und  f(x)'^(x)  durchweg  integrabel  bleiben.  Da  die  a 
im  äUBsersten  Falle  eine  unausgedehnte^)  Menge  bilden,  so 
besagt  die  obige  Integrabilitäts-Yoraussetzung  folgendes:  Wird 
€*'  >  0  beliebig  klein  Yoigeschrieben,  so  lassen  sich  die  Stellen 


1)  1^  kum  diems  Beraltat  auch  noch  in  andern  Weiwe  eracblieMen. 
Da  fix^  monoton  »t  und  endUeh  bleibt,  so  kann  es  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Stellen  geben,  in  deren  Umgebung  die  Schwankung 
von  /"(-t)  eine  (Itcliebif;  klein  vorzuschreibende)  positive  Zahl  t'  erreicht 
oder  übersteigt.  Bei  hinlätipHchfr  Vorkleinenuig  der  Theil-Intervallo 
wird  die  Oesammtliinge  der  Intci  vallc.  \v>!lche  jene  Punkte  x'  enthalten 
eine  beliebig  kleine  Zahl  d,  nud  /ngkidi  in  allen  übrigen  Intervallen: 

\f(x^-}  -f  O)-/(.r,-0j|<*. 

Man  findet  daher  am  Ungh  (16): 
X 

Vgh  abrigena  p.  2110,  Faunote. 
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a  in  eine  endliche  Anzahl  von  Intervallen:  ö,,  .  .  .  dp, 
wu  etwa: 

(19)  ^«  =  a?«.^  —  ««^-i    (x«  l,2,...j»), 
einscbliesseD,  so  dass: 

(20)  (fi)  \^^SH^>dx\<e\    (b)  ii>  Sm  H^)'dx\<e" 

(;  =  l,2,...i>). 

Bezeichnet  man  sodann  mit  9>,  (^)  eine  Function,  die 
ausserhalb  der  Intervalle  ^»  mit  (p(x)  fibereinstimmt,  da- 
gegen fllr  <:  (i(  =  1, 2, . . . j»)  verschwindet,  so 
lässt  sieb  JRm  in  die  Form  setzen: 

Da  9,  (-J?)  endlich  bleibt,  so  crWt  für  7?,',  das  zuvor  in 
Bezug  auf  M»  gefundene  Ergebnis»  Ungi.  (18),  d.  b.  man  erhält 
bei  passender  VergrSsserung  von  n: 

(22)  \RL,<e^\f(x,-\-0)~f{X^O)\. 
Femer  bat  man:  r 

(23)  8,  =  h  ff  ix) .  q.{x)  dx-^-h  f{x„J  'SH^)-dx, 

Die  erste  dieser  Summen  liegt  nac.li  Uiipfl.  (20'')  nuroe- 
risch  unter  * ".  Aul  ilie  zweite  kann  uum.  wegen  der  Mono- 
tonie von  f(-£mj  für  x  =  1,2,  den  M  itteiwerthsatz  (C) 
des  vorigen  Paragraphen  (]).  21i)  anwenden.  Beachtet  man. 
dasR  jede  der  in  Betracht  kommenden  Summen  uml  folglich 
auch  jeder  aus  ihnen  gezogene  Mittelwerth  nach  Ungi.  (20^*) 
nnmeriscb  unter      liegt,  so  ergiebt  sieb: 

(24)  |i./(.r«.>Jv<a).(/x<|/K4-0)-AX  (0 
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und  daher  schlicöslich: 

(25)  ! Ä !<(.'+  O- 1 0)-rtX-0)i  +*"(!  +  |AX-0)|). 

Damit  ist  aber  der  ausgesproclieue  Satz  jetzt  vollstäudig 
bewiesen. 

3.  Setzt  man  speciell:  yo  =  /'(-^o+  F  — /"(X-O),  so 
erbält  man  die  zumeist  übliche  Form  des  fraglichen  Satzes: 

z  «X 

(26)  Xrt«)-9<«><«r=rt«o+0>j'^a:)i2a?+rtX- 

Und  wenn  sodann  die  /^(o*)* Warthe  nicht  nur  monoton, 
sondern  auch  gleich  bezeichnet  sind,  sodass  man  setzen  kann: 

Y  =  0,  falls  i  f{x^  +  0)  I  >  :  /-(X  -  0)  i,  dagegen  0,  falls 
/'(^o  +  0)  i  <  I /-(X  -  0)  I,  so  folgt: 


(27)  jfta;>y(a:><te=/*(a^H-0)  J9<^>(i»:  (/(a:o-|-0)|>lAX-0)|). 

(28)  |/-(a;).»<i>t/a:=/-(X-0)|y(^)<fe  (/(a;,+O);<|rtX-0)l). 

AVill  man  lediglich  —  etwa  im  Rahmen  einer  Elementar- 
Vorlesung  —  die  für  die  Anwendungen  wichtigsten  Formeln 
(26)  (27)  beweisen,  so  wird  man  am  einfachsten  im  Anschlüsse 
an  das  gewöhnliche  Abel'sche  Lemma*)  und  unttr  Einhaltung 
des  (natürlich  sich  entsprechend  yereinfachenden)  Beweisyer* 
fahrens  von  Nr.  2  zunächst  QL  (27)  und  hieraus  nach  der  in 


hi  der  bekannten»  aus  61.  (8)  des  vorigen  Psiagrapben  unmittel- 
bar hervorgehenden  Form: 

uj .  Min  (F,)<S^  <  tt,  •  iü^  (FJ. 

Kehrt  man  die  Reihenfolge  der  Glieder  uro,  so  ergiebt  aich  ent- 
sprechend: 

(wo:  V;,,««»r  +  «,^.i  +  ...H-t»J, 
eine  Beziehung,  au«  der  dann  analog  Gl.  (28)  reeultiren  wflrde. 
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der  EinleitunfT  an  "gedeuteten  Methode  Gl.  (26)  ableiten,*)  Man 
gewinnt  dabei  gegenüber  den  sonst  üblichen  Beweisen  immer 
noch  den  Vortheil,  dass  das  Auftreten  von  Unendlichkeits- 
Stellen,  welche  die  absolute  Integrabilitüt  von  q>(x)  bestehen 
lassen,  sowie  daqenige  unendlich  vieler  Zeichenwechsel 
bei  ^(ps)  den  Hauptiheü  des  Beweises  in  keiner  Weise  oomplicirt 


§  3.    Ueber  die  bisherigen  Beweise  des  zweiten  Mittel- 
werthsatzes  der  Integralrechnung. 

1.  Bonnet  bezeichnet  seinen  Integralsatz  (Fussn.  1,  p.  209) 
als  eine  unmittelbare  Folge  de.s  Al)er.sclien  Leinnia's,  ohne 
in  eine  genauere  Discussion  der  erforderlichen  Grenzübergänge 
einzutreten.  Das  eutsprochendf  gilt  von  dem  sogenannten 
HanlceTschen  Beweise  des  Satzes  in  der  gewöhnlichen  Du 
Bois-lieymond'schen  Form  (p.  209,  Gl.  II).»)  Hankel  be- 
weist in  Wahrheit  nur  nochmals  die  Abersche  Transformation 

0 

für  ia^UvVy  und  leitet  daraus  diejenige  ISummea-lielation  ab, 
•» 

welche  der  HittelwerthoFormel  (C  )  des  §  1  bei  IJmkehrung  der 

Gliederfolge  entspricht.  Im  Übrigen  begnügt  er  sich  mit  dem 
Hinweise,  dass  daraus  durch  einen  passenden  G  renzübergaug 
die  fragliche  Integral  fonm  l  hervorgehe. 

Immerhin  lehren  diese  Beweis- Andeutungen  so  viel,  dass 
der  eigentliche  Kern  des  fraglichen  Satzes  in  der  AbeTschen 
Transformation  liegt,  und  zwar  gleichgültig,  ol)  man  auf  den 
Beweis  der  Bonnet'schen  (I),  der  gewöhnlichen  (II)  oder 
der  Terallgemeinerten  (HL)  Du  Bois-Reymond'schen  Form 
ausgeht:  gelingt  es  nur,  die  Abel'sche  Transformation  in  an- 

1)  Die  dir 6 et e  Ableitung  von  61.  (26)  acbeint  mir  aus  dem  Grunde 
UBTOrtbeilbaftt  weil  man  alsdann  die  zur  Abschätzung  von  Integralen 

mit  der  ol)eren  Grenze  »  besonders  nfitsUchc  Formel  (27)  üherhaiijtt 
nicht  erhält.  (So  z.  ß.  bei  Tliomne.  a.  a.  0.  p.  18;  Stolz,  Grund- 
aQge  der  Diff.-  und  Int.  R ,  Bd.  1,  p.  120« 

«)  Zoitachr.  f.  Math,  Bd.  U  p.  436. 

ItOO.  fiiinioi^b.  d.  inaib.-pbjs.  OL  15 
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X 

gemessener  Weise  auf  das  Integral  J  /  (x)  (p(x)'  dx  anzu- 

woiden,  so  hängt  die  besondere  Form  des  Endresultates 
lediglich  daron  ab,  ob  man  (je  nachdem  /'(r)  als  monoton 
und  gleichbezeichnet  oder  nur  als  monoton  Torausgesetzt 
wird)  fUr  den  Endschluss  das  gewdhnliche  AbePsche  Lemma 
(E'),  die  Mittelwerth-Relation  (C)  oder  deren  Terallgemeinerte 
Form  (0)  des  §  1  (bezw.  die  diesen  Gleichungen  zu  Grunde 
liegenden  Ungleichungen)  benutzt.  Was  nun  aber  die  Mög- 
lichkeit betrifft,  jeueü  Integral  mit  Hülfe  der  Aberschen  Trans- 
forniation  umzugestalten,  so  ergeben  sich  hier  zwei  verschiedene 
Wege. 

2.  Am  nächsten  liegt  es  offenbar,  die  Umgestaltung  des 

Integrals  in  eine  Summe  von  der  i^'orm  ^Li"*     Vp  dadurch  zu 

ermöglichen,  dass  man  auf  dessen  Definition  als  Grenz- 
werth einer  solchen  Summe  zurückgeht: 

Z  n 

(1)        J ~ ^  f  {x)  '    {x)  '  dx  =^  lim      f  {Xy)  •  {<p  (Xr)  •  öy). 

%  «SB  1 

Der  erste  Beweis  dieser  Art  —  und  zwar  für  die  Satz- 
form (II)  —  ist  wohl  derjenige  des  Herrn  Thomae  (1875),*) 
etwas  übersiehtlicher  (Satzforni  (I))  der  des  Herrn  Diui  (1878).^) 
Unvollständig  sc^iieint  mir  ein  el)enfalls  hierher  gehöriger  Be- 
weis von  Kronecker  (1885),^)  der  auch  in  die  von  Herrn 
Ketto  herausgegebenen  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  In- 
tegrale übergegangen  ist/)  während  andererseits  der  von  Kron- 

M  A.  a.  0.  p.  18. 

»)  Dini-Lüroth,  p.  387,  §  204. 

^)  Mathesis,  T.  5,  p.  100.  Es  fehlt  die  Erörterung  der  Be/äebung 
zwischen  den  dort  mit  vt,  M  und  »>q,  Mq  bezeichneten  Zahlen. 

*)  A.  a.  0.  p.  69.  Die  in  der  vorigen  Fusmote  mit  «w,  M.  und  »'oi 
beKeichneten  Zahlenpaare  tmd  hier  beide  mit  M^M  bezdchnet.  Dabei 
bedenten  Jfo,  Jlf  'einmal  eine  nntere  und  obere  Schranke  Dir 

M 

qfiXr)-dw   (xss  1,9,  ...fl), 

1 
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ecker  bei  dieser  Gelegenheit  ausgesprochene  Zweifel,  ob  das 
Integral  allemal  eine  stetige  Function  seiner  oberen  Grenze 
sei,  schwerlich  von  Tielen  Mathematikern  getheilt  werden  dflrfte. 
Die  bei  dem  Kronecker'schen  Beweise  nach  meinem  Dafür- 
halten bestehende  Lflcke  ist  wohl  am  zweckmfissigsten  in  dem 
yon  Herrn  Hölder^  gegebenen  Beweise  ausgefüllt,  weniger 
scharf  bei  C.  Jordan.*) 

Im  fibriöfen  scheint  mir  djese  ganze  Beweis-Methode  bei 
vollkuiumen  strenger  Durchiulirung  eine  gewisse  Schwer- 
fälligkeit und  Unübersichtlichkeit  mit  sich  zu  bringen,  die  ge- 
rade aus  dem  Ziirüel< <,^reifen  auf  die  Suramen -Definition 
entspringt.  Auch  bezieht  sie  sich  ausschliesslich  auf  den  Fall 
eines  endlich  bleibenden  ^(^):  das  Auftreten  eines  einzigen 
Unendlichkeitspunktes  einfachster  Art  erfordert  wieder  eine 
besondere  Betrachtung. 

3.  Aus  diesen  Gründen  halte  ich  die  zweite  Methode,  die 
sich  zur  Ausführung  der  fraglichen  Transformation  des  In- 
tegrals darbietef,  für  viHtlieilhafter.  Sie  besteht  darin,  das 
Integral  in  eine  Summe  von  Theil-Integralen: 

ZU  zerlegen,  diese  letzteren  auf  die  Form  zu  bringen: 

oder  zum  mindesten  auf  die  folgende: 

*K  **  1 

u^S ^pixydx-^r^  (wo:  £«'ry  mit  -  gegen  Null  convergirt), 

das  andere  Mal  Miniiuuiu  und  Maximum  von 

X' 

(x)  •  d«  ftr  a-o  <    <^  X. 

H 

>)  (lött  Anzeigen,  1894,  p.  520. 
*)  CouTB    Analyse,  T.  II,  p.  222. 

16* 
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und  sodauu  mi      Ur  -  ^  <p{x)*  dx  wiederum  die  Abel' sehe 

Transformation  anzuwenden. 

Diese  Methode  liegt  in  Wahrheit  dem  sehr  uniy;»er8icht- 
liehen*)  Beweise  von  Du  Bois-Reymond*)  zu  Qrunde:  nur 
erscheint  sie,  da  die  beireffende  Umformung  nicht  mit  Hülfe 
einer  allgemeinen  Formel,  sondern  sehrittweise  vollzogen  wird, 
und  in  Folge  einer  ganz  besonders  unglUckUch  gewählten  Be- 
zeichnungsweise bis  zur  Unkenntlichkeit  verdunkelt. 

In  ihrer  einfachsten  Gestalt  tindet  man  sie  bei  dem  Beweise 
des  Herrn  G.  F.  Meyer.  Auf  Grund  der  dort  eingeführten 
beschränkenden  Voraussetzung,  dass  q>(x)  nur  an  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Stellen  x^^  a;,,  .  .  .  x^^i  das  Vorzeichen 
wechseln  solle,  ergiebt  sich  durch  Anwendung  des  ersten 

Mittelwerthsatzes  auf  S  f{^)**Pi^)*^^  (v 1 , 2, . . .  n ;  o^n  =  X) : 

N  *r 

(2)  J  =  'S*u,'Sqf>(x)'dx, 

wo  Ur  einen  (unbekannten)  Mittelwerth  von  f  (x)  für  Xr-\  <a;<av 
bezeichnet.  Da  die  ?/,.  (r  =  1,  2,  .  .  .  n)  jjleichzeitig  mit  f  {a^ 
monoton  sind,  so  folgt  dann  alles  weitere  unmittelbar  durch 
Anwendung  der  AbcTächen  Transformation. 

Der  Beweis  des  Herrn  Neumann')  beruht  auf  einer  Zer- 
legung Yon  folgender  Form: 

(3)  J=  ÜMiy  •  J    (x)  •      4-      J  (/" (x)  —  Uy)  '  q)  {x)  '  dx 

=  t/,,  -f-  jB„, 


M  .Mühsam,  aber  lehrreich'  sagt  E  ro  neck  er:  Vorl.  über  Integr.  p.GO. 

^  S.  p.  201),  Fusan.  2. 

S)  Math.  Ann.  Bd.  6  (1878),  p.  81&. 
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wo  Uy  (las  arithmetische  Mittel  von  f{x)  für  .r,  -i  <  :r  <Xp 
bedeutet.  Auf  «/»  wird  dann  wieder  die  AbeTsche  IVans- 
formation  angewendet,  andererseits  aber,  um  aus  der  Besiehung: 

(4)  I     I SL^  Jl  /  (i)  -u.l'\<p{x)\*dx 

das  Verschwinden  von  lim  i?«  zu  erschliessen,  die  beschränkende 

Voraussetzung  der  abtheiiungsweisen  Stetigkeit  Y(m  f(x) 
eingeführt.  In  Folge  dieser  letzteren  Bedingung  ergiebt  sich 
offenbar  bei  passender  Wahl  der  x,  und  hinlSnglieher  Ver- 
kleinerung Ton  ^  — 

Die  beim  Meyer'schen  Beweise  angetülirtr  Beschränkung 
bezüglich  der  Zeichen  Wechsel  von  <f{^)  kann  durch  ein  von 
Du  Bois-Keymond^)  angegebenes  Verfahren  nachträglich 
wieder  besoitifi^t  werden.  Auch  der  Neumann'sche  Beweis 
lässt  sich  dahin  ergänzen,  dass  die  in  Bezug  auf  f  (x)  einge- 
führte Stetigkeits-Bedingung  unndtbig  erscheint.*) 

Da  der  im  vorigen  Paragraphen  von  mir  angegebene  Be- 
weis, der  ja  ebenfalls  dem  hier  charaktensirten  Typus  ange- 
hört,*) ohne  irgendwelche  nachträgliche  Correctur  zu  erfordern, 
den  fraglichen  Satz  sofort  in  der  ul  lg  ein  ei  listen  Form  und 
unter  den  denkbar  allgemeinsten  Voraussetzungen 
liefert,  so  dürfte  er  vielleicht  immerhin  einige  Beachtung  ver~ 
dienen. 

*)  Journ.  f.  Math.  Bd.  79  (1876),  p.  42,  Fussuote.  Weniger  allgemein 
bei  Stell,  Orandsage  I,  p.  423. 
Vgl.  Funaote  1,  p.  224. 

^  Um  IGnmstftndniwe  sa  vermeiden,  bemerke  ich,  daaa  die  Form, 
anter  welcher  ich  hier  den  Meyer"  schon  und  Neu  mann 'sehen  Beweis 
dargestellt  habe  und  welche  ja  mit  derjenif?en  meines  Beweises  ausser- 
ordentliche AchnUchkt^it  bc^it/t.  kcinc'^wpcr'^  dr-rpn  Ori*?in!ilforn)  ist,  viol- 
melir  vmi  mir  n\ir  L,'fUMhlt  wurde,  um  den  ei^'«»nt liehen  Kern  und  das 
gemein  »am e  aller  dieser  BeweLie  möglichst  scharf  hervortreten  zu  lan^^eu. 
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4.  Von  Beweisen  des  fraglichen  Satzes,  die  nicht  auf  der 
Aberscheii  Trunsfornmtion  beruhen,  .sind  mir  nur  zwei  be- 
kannt geworden:  dir  \  u  VVeiorstrass  in  seinen  Vorlesuu^eu 
schon  vor  der  Du  Buis- l(e  vniond'schen  Publication  «rejtebene 
und  ein  anderer,  der  von  Herrn  Netto  herrührt.  Der  erstere*) 
basirt  auf  der  partiellen  Integration  und  erfordert  dem- 
geniass  die  Existenz  einer  integrablen  Derivirten  f  (a?), 
besitzt  alao  erheblich  geringere  Tragweite,  als  irgend  einer  der 
bisher  betrachteten  Beweise  und  maclit  insbesondere  die  all- 
gemeine Anwendbarkeit  des  Satzes  auf  den  Gonvergens-Beweis 
der  Fourier'schen  Reihe  illusorisch.  Im  fibrigen  beruht  dieser 
Beweis  im  6h-unde  genommen  auf  einem  Umwege,  durch 
dessen  Benützung  er  gerade  seine  Allgemeinheit  verliert.  Denn 
die  partielle  Integration  in  ihrer  Anwendung  auf  be- 
stimmte Integrale  ist  schliesslich  aucli  nur  eine,  gewisse 
sperielle  VomussetzAingen  erheischende  Folgerung  aus  der 
partiellen  Sununation.*)  Es  wird  also  der  Mittelwerthsatz 
bei  dem  fraglichen  Beweise  statt  aus  der  Ahe  Fachen  Trans- 
formation selbst,  aus  einer  unter  speciellen  Bedingungen  be^ 
stehenden  Folgerung  derselben  hergeleitet. 

Der  Netto^sche  Beweis')  sucht  die  Bonnet'sche  Form 
des  Satzes  durch  vollständige  Inducti  on  zu  begründen. 

Bedeuten  wiederum  a?,,  r^,  j'^, ...  die  einzigen  Stellen,  bei 
welchen  (p{x)  einen  Zeichen  Wechsel  erleidet,  so  gilt  der 
Satz  zunächst,  wie  unmittelbar  zu  sehen,  für  das  Intervall 
<  <  Sodann  wird  gezeigt,  dass  seine  (Jiiltigkeit  stets 
über  eine  Stelle  x  hinausreicht,  sofern  sie  nur  bis  x  fest- 
steht. Dabei  wird  aber  offenbar  stillschweigend  vorausgesetzt, 
dass  überhaupt  eine  Stelle  a;,,  d.  h.  eine  erste  Stelle  exiatire, 
bei  welcher  ein  Zeichenwechsel  stattfindet.  Mit  anderen  Worten, 
der  Beweis  wird  hinföllig,  wenn  <p(x)  in  der  Nachbarschaft 


')  Mau  findet  ihn  auch  bei  Du  Bois-Rey mond,  Journ.  f.  Math. 
Bd.  69,  p.  82;  desgl.  Krone c kor,  Vorlesungen  p,  57. 
2)  Vgl.  Helm,  Zeitscbr.  f.  Math.  22  (1877),  p.  401. 
«)  Zeitscbr.  f.  Math.  40  (1895),  p.  180. 
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Ton^^-f"  ^unendlich  viele  Zeichenwechsel  besitzt.  Ferner: 
angeoommen  es  erstrecke  sich  die  Gültigkeit  des  Satzes,  die 
anprOiiglieii  bis  af  festgestanden  haben  mag,  nunmehr  bis  af\ 
Yon  da  bis  af"  u.  s.  f.,  so  ist  es  sehr  wähl  denkbar,  dass  die 
Folge  äff  0^', . . .  d^*") . . .  gegen  einen  Grenzwerth  X<  X  con- 
Tergire.  Und,  wenn  auch  diese  Complication  Überwunden  ist, 
so  gilt  schliesslich,  im  Gegensatz  zu  der  yon  Herrn  Netto 
am  Schlusse  gemachten  Behauptung,  dass  Uber  die  Anzahl 
der  Stellen  Xy  keine  beschränkende  Voraussetzung  erforderlich 
sei,  der  betreffende  Beweis  überhaupt  nur,  wenn  die  Xy  eine 
monoton  zunehmende  Folge  mit  einer  einzigen  Grenzstelle 
bilden.  Für  diesen  kommt  man  aber  so  sehr  viel  einfacher 
mit  dem  Meyer' sehen  Beweise  zum  Ziele,  dass  die  Vorzüge 
der  äusserst  mühsamen  Netto^scheu  k^chlussweise  nicht  recht 
einleuchtend  erscheinen. 


DruckfoUar-BenohtigaiiB» 

In  dem  Aaftatse:  .Heber  die  Gon  vergens  unendlicher  Ketten» 
brache*,  8itz.-Ber.  Bd.  28  (1698)  mnn  ea 

p.  BIS,  Zeile  8,  Formel  (84) 

,     Fugsnote,  Zeile  4 
p.817,  Zeile  1,  Formel  (54) 
.    4      .  (5ö) 


durchweg  beisscu: 


IM-1«J  statt:  MJ-IM. 
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üeber  den  sogenaimteii  fiemideflniten  Fall  in  der 

Theorie  der  Maxima  und  Minima. 

Von  Arihvr  Ko». 

(Kmgtlattfm  IS.  Jimt.) 

Die  Entscheidung,  ob  eine  Funktion 

f        *|  •  •  •  ^) 

▼on  n  unabhüDgigen  Yariabeln  x^.x^. .  .x^  an  einer  Stelle: 
1)  a;<  —  tt/,    i  =  1, 2  . . . 

welche  den  Gleichungen: 


entspricht,  ein  wirkliches  Maximum  oder  Minimum  besitzt,  hat 
nur  in  dem  singularen  Falle  eine  gewisse  Schwierigkeit,  falls 
die  2.  Variation  an  der  betre£Penden  Stelle: 


2) 


1.2 


II 


(5V 


Zill  fnl  /«« —  Q 
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r  voll  iiuil  verschiedene  Wurzeln  gleichen  Vorzeichens  QiQi'*»Qr 
und  n  —  r  Wurzeln: 

6)   ^Q^_^  =  Q^s=o   (0<fr<n — 1) 

besitzt.  Dieser  sinj^ulüre  Fall,  in  doiii  die  Untersuchung  der 
2.  Variation  zur  Entscheidung  nicht  mehr  ausreicht,  ist  zum 
ersten  Male  in  strenger  Weise  für  den  F.1II  zweier  unab- 
hängiger Variabeln  von  L.  Scheeffer  (Math.  Ann.  Bd.  35), 
für  den  allgemeinen  Fall  von  n  unabhäiijpfigen  Variabein  von 
A.  Mayer  (Berichte  der  k.  Süchs.  Ges.  d.  Wiss.  1892),  0.  Stolz 
(Berichte  der  Wiener  Akademie  Bd.  99, 100, 102),  v.  Dantscher 
(Math.  Ann.  Bd.  51)  behandelt  worden.  Ohne  mich  auf  diese 
Arbeiten  zu  stätzen,  will  ich  im  folgenden  einen  einfachen 
Weg  angeben,  um  in  dem  genannten  singulären  Falle  zu  den 
nächsten  Kriterien  des  Maximums  resp.  Minimums  zu  gelangen. 

§  1. 

Wir  wollen  die  ursprüngliche  Definition  des  Maximums 
resp.  Minimums  zu  gründe  legen: 

Eine  Funktion  von  n  unabhängigen  Variabein  x^  x^. . ,  Xui 

i  ip^v    •  •  •  •''»*) 

hat  an  der  Stelle: 

!ßt  =  {ti^  i=l,2...w 

ein  Maximum  oder  Minimum,  falls  eine  positive,  im  übrigen 

beliebig  kleine  Grösse  £  existiert,  so,  dass  die  Differenz 

7)  d/=/(a,H-  da:^,  a^-\-  öx^y,,,an  +  da?»)  —  /  (a,,    . .  Oi,) 

für  beliebige  dx^  öx^. ,  ,dXt,t  die  den  Ungleichungen  ent- 
sprechen : 

8)  —  «  <:  dxi  <4"«t  i=l,  2..n 

ein  festes  Zeichen  hat,  und  zwar  wird  ein  Maximum  vorhanden 
sein,  falk  stets 

df<0, 

ein  SGnimum,  falls  stets 

df  >0 


I 
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ist  Wir  wollen  dabei  von  der  Funktion  f  stets  voraussetzen, 
daas  in  den  Intervallen  8)  f  mit  allen  seinen  Ableitungen  ein- 
deutig und  stetig  und  der  Taylor*schen  Entwickelung  fähig 
sei,  so  dass: 

wenn  wir  mit 

^V,       ö^f  " 

resp.  die  1.  2.  3.  4. . . .  Variation  von  f  bezeichnen. 

§2. 

Wir  betrachten  den  Fall,  dass  an  einer  Stelle: 
Xi  =  at^  i=l,2..ii, 
welche  den  Gleichungen: 

entspricht,  die  2.  ^'ariatiün  seniidehuit  ist,  und  untersuchen  zu- 
nächst 2  SpeciaifiiUe: 

1.  Specialfall.   Es  ist  identisch: 

dann  ist  bekanntlich  für  ein  Maximum  oder  Minimum  erforder- 

derlich,  dass  identisch: 

und  es  wird  dann  sicher  ein  Maximum  vorhanden  ^oin,  falls 
6*f  stets  positiv,  ein  Minimum,  falls  d^f  stets  negativ  ist;  fElr 
die  2.  Singularität,  dass  d*  f  zwar  ein  festes  Zeichen  hat,  aber 
auch  für  nicht  gleichzeitig  verschwindende  dx^  . .  .Öx^ 
gleich  null  werden  kann,  ist  zur  Entscheidung  eine  weitere 
Untersuchung  notwendig,  während  ftlr  den  Fall,  dass  he- 
liebig  positiv  oder  negativ  gemacht  werden  kann,  sicher  kein 
Maximuui  oder  Minimum  vorhanden  ist. 
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2.  Specialfall.   Die  2.  Vahaüon  ist  von  der  Form: 

r 

10)  <i*/  =  ii-*e»da5.  0  (l<r<»-l), 
80  daas: 

11)  d/=ii>ö,da5-i-dv+«jv-i-..- . 

Neunen  wir      den  absulut  grössten  Wert  von 

dx^  djFn  • .  •  dXf^ 

den  absolut  grössten  W  ert  von 

80  werden  offenbar  die  beiden  Fülle: 

und  n.   «I  ^ 

alle  möglichen  Fälle  umfassen. 

In  dem  Falle  I.  muss  df  das  Zeichen  der  Qk  haben,  so 
dass  wir  das  Zeichen  von  df  nur  noch  für  den  Fall 

12)  e,<«t<« 

zu  untersuchen  haben.  Wir  schreiben  hierzu  die  Gleichung 
11)  in  der  Form: 

r 

13)  I  +i> 


I 


+  Glieder  3.  und  höherer  Ordnung,  welche 

^x^  du'^. . .  dxr  von  wenigstens  zweiter 
Ordnung  enthalten, 


^  nie      nnd  hier  von  null  veracbiedene  KoefSdenten  gleidiea 

Vorzeichens. 

-1  W  h  sammeln  in  der  2.  Zeile  die  Glieder  nuUter  Ordnung  in 
bezug  uiif  5    '^■'■j . .  <5^r . 

5)  Wir  sanimelu  in  der  3.  Zeile  die  in  bezug  auf  d  d  j*2  .  .  dx,. 
linearen  Glieder. 
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14) 


*    I  df 


WO  wir  von  den  in  dem  Ausdruck  E  zusammengefassien  Gliedern 
aussagen  können,  dass: 

15)  abs.        a  • 

wenn  wir  unter  a  eine  endliche  Konstante  verstehen.^)  Wir 
können  nun  14)  folgeudermassen  schreiben: 


16) 


9h 


V 


4-(l-|-^id/';^=a^^,^o-ii*  ^ 

l  Qk 

Die  Gleichung  16)  zeigt,  dass 

1.        ein  festes  Zeichen  nn«l  zwar  das  Zeichen  der  Qk 
jedenfalls  dann  hat,  wenn  der  Ausdruck; 


17) 


(i+£)[afl-i2> 

1 


')  Ei  ist  nemlicb: 


1?  = 


Glieder  der  4.  Zeile  in  13) 
r 

1 


ab«.  —  X  endl.  Const., 


und  der  Brucii  rechte  hat  ein  endliches  Maximum. 
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(wir  wollen  die  Substitution 

18)  dx^  =      =  . . .  =  <Ja?r  =  0 

durch  Einschliessung  in  [— ]  ausdrücken),  das  Zeichen  der  Qh 
bei  beliebigen  öx^  dx^*  *  »dXn  und  genügend  kleinem  e,  besitzt; 
und  dass 

2.  df  ein  festes  Zeichen  jedenfalls  dann  nicht  hat,  falls 
mau  die  dXr^i  dXr^2  ■  -  •  •  wählen  kann,  dass  bei  be- 

liebigen dx^  dx^ . . .  dXr  (die  nur  der  Bedingung  12)  entsprechen) 
der  Ausdruck  17)  das  entgegengesetzte  Zeichen  der  qi,  erhält. 

Der  Ausdruck  17)')  kann  i;an  —  bei  Berücksichti<j;ung 
der  Uni(lt  i(  hung  15)  —  ein  festes  Zeichen  nur  dann  haben, 
wenn  identisch: 


19)  [<5»  /•]  =  0 

ist,  und  der  Ausdruck: 


ein  festes  Zeichen  hat,  und  er  wird  in  jedem  Falle  das  Zeichen 
der  Qk  haben,  wenn  die  Identität  19)  erfüllt  ist  und  der  Aus- 
druck 20)  stets  das  Zeichen  der  qh  hat.  Wir  sind  somit  bisher 

zu  dem  folgenden  Resultat  gelangt: 

Es  ist  in  unserem  2.  Specialfalle  für  ein  wirkliches  Maxi- 
mum oder  Minimum  notwendig,  dass  unter  den  Bedingungen: 

21)  dx^^sdx^^  a»<Ja?,  =  0 

die  Identität: 

22)  d*f={> 


)  Man  kann  denselben  in  der  folgenden  Form  Bchreiben: 
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stattfiTidc:  es  wird  dann  sicher  ein  Maximum  resp.  Minimum 
vorhunden  seiiif  falls  bei  den  Bedingungen  21)  der  Ausdruck: 

23)  ,v-i2>i,('5'a;) 

fQr  beliebige  dx,^\  dXr-^"'Axm  das  Zeicben  der  ^ 
wird  Bieber  kein  Maximum  oder  Minimum  stattfinden,  falls  der 
Ausdruck  23)  unter  den  Bedingungen  21)  durch  geeignete 
Wabl  der  ^^r+i  dii?r+s  .  * .  dXn  das  entgegengesetzte  Zeichen  der 
qh  erhalten  kann;  fUr  den  Fall,  dass  der  Ausdruck  23)  bei  den 
Bedingungen  21)  /war  ein  festes  Zeichen  hat,  aber  auch  ver- 
schwinden knnn,  olmc  dass  ^ x,^i  dXr+2  -  -  •  gleichzeitig 
null  sind,  ist  eine  weitere  Untersuchung  notwendig.^) 

§  3. 

Man  kann  nun  jede  beliebige  semidefinite  2.  Variation 


1 

durch  die  Jacobi*sche  Transformation  auf  die  Form: 

bringen,  also  auf  einen  der  beiden  Speciaifalie  des  torigen 
Paragraphen  zurückfuhren,  indem  man: 

24)     Xi  =  a,i  pi  -f  n,2  y-i  -|-  «i.. i/«  ,    i  =  \.  2.  .  .  .  n 

setzt  und  die  Konstanten  üin  und  qi,  durch  die  Gleichungen: 

fn  «I*  +  fil  +  .  .  .  .  +  fnl  (^nh  =  Qh  «lA  , 
/"u  «1*  +  /«  «a  +  +  /m2  Ön*  =      fl»  t 


25) 


26) 

bestimmt. 


Ä  =  1, 2  . .  n 


I)  Man  vgl.  hierzu  v.  Dänischer  (Math.  Ann.  H\ 
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Zwischen  deu  Variationen  dXf  und  öyt  bestehen  dann  die 
lieiationen : 

Wir  können  somit  die  iusultate  des  vorigen  JL^aragraphen 
sofort  auf  den  alljüj^emeinen  Fall  übertragen: 

£9  ist  im  Falle  einer  semidefinitea  2.  Variation  für  ein 
wirkliches  Maximum  oder  Minimum  notwendig,  dass  unter  den 
Bedingungen : 

28)  6y^  =  dy^  =:....  =  dyr  =  0 
die  Identität: 

29)  a  V  ~  0 

stattlinde;  es  wird  dann  sicher  ein  Maximum  resp.  Minimum 
vorhanden  sein,  falls  bei  den  Bedingungen  28)  der  Ausdruck: 

80)  «-^-^^VX^'U 

für  heliebige  d^r+i  ^yr+s  •  •  •  ^y«  das  Zeichen  der  q^q^-  "Qr 
(resp.  im  Falle  raO  ein  festes  Zeichen)  hat;  es  wird  sicher 
kein  Maximum  oder  Minimum  stattfinden,  falls  der  Ausdruck 

30)  unter  den  Bedingungen  28)  durch  geeignete  Wahl  der 
f^^r+i  • .  .  ^5y„  das  entgegengesetzte  Zeichen  der  QiQ^  -  •  >  Qr 
('ilialt*'ii  kann  (resp.  im  l'u ll<-  /'  —  0  l)al(l  positiv  bald  negativ 
gemaclit  werden  kann):  tiir  diu  l'all,  da.ss  der  Ausdruck  iiO) 
bei  den  Bedingutigen  2b)  zwar  ein  festes  Zeichen  hat,  aber 
auch  verschwinden  kann,  ohne  dass  (^yr+i  •  •  •  ^y»  gleich- 
zeitig null  sind,  ist  eine  weitere  Untersuchung  notwendig. 


§  *. 

Die  soeben  gefnndonon  Kriterien  setzon  in  der  letztge- 
nannten Form  noch  die  Bekanntschaft  mit  der  Jacobi  sehen 
Transformation  voraus;  wir  wollen  uns  nunmehr  von  dieser 
Voraussetzung  befreien. 
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31) 


GIflBfiliitDgiiiil  28)  mit 


iJ«  /<x  5  iE»«  =  0,    i  =  1,  2  . .  n 


1 


äqui\  alt  nt.  von  rlenen  nur  r  von  t  iii:iii(l<^r  unftbhängig  öüuI. 
Es  linndeit  bicli  Uaiier  ledii^licli  rtncli  ilaniin,  den  Ausdruck  30) 
so  umzuformen,  dass  er  die  Kdontaifi  der  Jaoobrackeii  Tran»- 
MMMno  oioU  azioNMt» 


Bi  iit  imn: 


9f     ^  9/* 


1     i>A  V 


a3) 


'  1 

l  Qh 


.  Diese  «^i«  woUea  wir  in  etwas  anderer  Form  darstellen. 
Vfit  mnltiplicieren  die  Gleichungen  25)  resp.  mit  Oia  . . .  0«» 
«iid  addieren,  dann  folgt  mit  Rücksicht  auf  26): 


.(0 


Die       Bind  Wurzeln  der  Beterminantengleichung  5); 
^^^ladaai  wir  uns  dieselben  aus  jener  Gleichung  als  Funktionen 

'd»r  fi^  berechnet  und  differenzieren  xrir  nach  Substitution  dieser 

"  Lösuniyfen  Oh  'U)  nach        dann  folgt; 

16 
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i,  X  =  1,  2  . . .  n 


35)  >) 


2  a,*      =       ,    i  4:  X 


Setzen  wir  nun  die  Werte  35)  der  a/M  in  33)  ein,  so  er- 
giebt  flieh: 


36) 

oder: 
37) 

wenn: 

38) 


I    Qh  ^fwt 


1  dp 

1' 


i,  X  =  1, 2 .  .ft, 


■P  —    ei  •  •  t^r  • 

Es  ist  nun  (—  Xf  F  nichts  anderes  ab  der  Eoefficient  Or 
YOtt  in  der  nach  Potenzen  von  q  geordneten  Determinanten- 
gleichung  5): 

39)         e"4-  Oie"*'  +  «10""*+  . . .  -h  Or  0. 


Wir  haben  zu  berücksichtigeo,  dajäs  (/<,»=  1,  2  . .  «;  /*  =  1,  2 . .  r): 
*  5  a, 


und  analog: 


"  da 

(»ach  25)) 

—  0,  (nach  26)) 


9  a. 


■■»V 
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Wir  können  daher  folgendes  Endresultat  aussprechen: 

Ist  die  2.  Variation  an  einer  Stelle 
Xi  =  a,  ,    i  =  1,  2  . , , 
welche  den  Gleichungen: 

entspricht,  semidefinit,  so  daas  in  der  Gleichung: 
-H    e»-»  +  a,       H-  +  On^i  e  +     =:  0, 

welche  die  nach  l^oteuzen  von  q  geordnete  ICelation: 

I  /ii  —  Q    hl        •  •  •  Im  I 

I  \ 

 ^  ^^M.  ^     ' 

i  flu  fim  ...  /mw —  Q  I 

darstellt,  die  Kuefncienten 

ar^-i,  a^4.^,  .  .  .  a„  (0<r^«— l) 

verseil  winden,  während  die  Kuefficienten: 

entweder  r  Zeichenfolgen  oder  r  Zeichenwcchsel  auf^ 
weisen«  dann  lauten  die  nächsten  Kriterien  für  das 
Auftreten  eines  Maximums  oder  Minimums  an  der 
betrachteten  Stelle: 

Es  ist  tür  ein  wirklii  lies  Maximum  oder  Minimum 
notwendig,  dass  unter  den  Bedingungen: 

n 

A)  i>/<Kda:«  =  0,  i=l,2..n 

(▼on  diesen  sind  infolge  der  Semidefinitheit  der 
2.  Variation  nur  r  von  einander  unabhängig)  die 
Identität: 

ß)  d'fi^O 

16» 
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stattfinde;  es  wird  dann  sicher  ein  Maximum  resp. 
Minimum  Torhanden  sein,  falls  bei  den  Bedingungen 
A)  der  Ausdruek: 


C) 

in  dem: 
D) 


 i   ^iX^i      B  Xn 


CiH  — 


1  aa. 


1  a 


i,x  =  1,2.  .n 
r  =  0 


(^^■ssO,  1  i,  X  ==s  1,  2  . .  w,  r  ^  0« 

das  Zeichen  von  ( — a,)  [resp.  im  Falle  r^O  ein  festes 
Zeichen]  hat;  es  wird  sicher  kein  Maximum  oder 
Minimum  stattfinden,  falls  der  Ausdruck  C)  unter  den 

Bedingungen  A)  durch  geeignete  Wahl  der  hx^  bx^.,bXn 

auch  das  Zeichen  von  (4-  '''i)  erhalten  kaiiii  [resp.  im 
Falle  r  ~  0  bald  positiv,  bald  negativ  i^enijicht  werden 
kann];  für  den  Fall,  dass  der  Ausdriirk  l)ei  den  Be- 
dingungen A)  zwar  ein  festes  Zeichen  hat,  aber  auch 
verschwinden  kann,  ohne  dass  bXybx^*,bx^  gleich- 
zeitig null  sind,  ist  eine  weitere  Untersuchung  erfor- 
derlich.O  (Fall  der  2.  Singularität.) 

^)  Ich  habe  den  obigen  Satz  zum  ersten  Male  in  einer  Vorlesung 
über  Variationsrechnung  (Münrh»^n  Wintor  1890/07)  miffrosprochen.  Herr 
Prof.  A.  Mnyer  machte  luirb.  iils  ii  li  ihm  J^ewcis  mitteilte,  auf  eine 
Lücke  in  tlt'jah«4bcn  aufiutiksam.  <iit^  i<  h  ilurrh  die  obige  Unt^'risiuchung 
ausgefüllt  habe;  ich  hatte  in  meinetu  liühereu  Beweise  die  in  dem  Aus- 
druck B  snnnimeag^uitai  Glieder  in  Formel  14}  als  für  dae  Voneiehea 
von  4  f  belanglos  fortgelanen;  dsaa  dies  für  die  nftchsten  Kriterien  der 
Fall  ist,  bedurfte  des  nunmehr  binsugelügten  Beweises,  und  es  ist  su 
bemerken,  dass  diese  Glieder  im  Falle  der  2.  SingulanUtt  sebr  wobl  auf 
das  Zeicben  von      von  Einfluss  sein  können. 
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Sitsuog  vom  7.  Juli  1900. 

1.  Herr  F.  Lihdekahv  legt  eine  Abhandlung  des  Henrn 

Prof.  Josef  Schick  vor:  , Beziehungen  zwischen  Isogonal- 
centrik  und  In?arianieutheorie/ 

2.  Herr  W.  Dyck  überreicht  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Privatdozenteu  EouiisD  y.  Webeb:  »lieber  die  Beduzirbar- 
keit  eines  Ffafrscben  Systems  auf  eine  gegebene  Zahl 

von  Teimeii." 
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Beziehnngen  zwischen  Isagonalcentrik  und 
Inyariantentheorie. 

Von  Schick. 

§  1.  Bekanntlich  lässt  sich  ein  Doppel- Verb ältn ins  von 
Tier  Punkten  in  der  complexen  Ebene  auf  einfache  Weise 
geometrisch  darstellen.   Seien  A,     C,  P  (Fig.  1)  vier  Punkte 


mit  den  complexen  Goordinaten  e^^  £^<,  jp^^  so  ist  der  ab- 
solute Wert  des  Doppel- Verhältnisses  (r,  z^) 


der  Kreise  js^        und  £^    z^y  d.  h.  der  Kreise,  welch©  be- 


Fig.  1. 


A, 


T 
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zieliunf^weise  durch  die  Punkte  yl,  B,  C  und  -4,  C,  hin- 
durchgehen (bei  richtiger  Wahl  des  Sinnes). 

Diese  beiden  Elemente,  absoluter  Wert  und  Argument,  lassen 
dich  nun  leicht  in  einem  Dreieck  vereinigt  zur  Anschauung 
bringen,  nemlich  dem  FusspunktsdreieGk  Yon  P  in  Bezug  auf 
das  Dreieck  ABC*  Denn  in  dieeem  ist  (Tgl.  Fig.  1),  da 
CXPT  ein  Ereisyiereck, 

ebenso  ZY^AF-srnBAC, 
also 

XY_CP  ^nC_CP  AB     AB  AP 
ZY^  AB  mnA"  AF'  BC^  ÖB'CP' 

also  gleich  dem  absoluten  Wert  des  betrachteten  Doppcl- Yer- 
liältnisses  {z^  z.^  z^  z^.  Der  Winkel  aber,  den  diese  l)ei(ien 
Seiten  des  Fuaspuuktsdreiecks  eiuschliessen,  nemlich  <^  X.  YZ^  ist 

=  ^XYP^^ZYP^^XCP+4.ZAP 

^<ii:APC^^B, 

d.  h.  gleich  der  Differenz  zwischen  den  Periiilu  riewinkeln  der 
Kreise  APC  und  A  B  6\  also  gleich  dem  Winkel  dieser  beiden 
Kreise  selbst,  oder  gleich  dem  Argument  des  gegebenen  Doppel- 
Verhältnisses. 

Bei  linearer  Transformation  von  der  Form 

y  £  d 

bleibt  aber  das  Doppel-Verhältniss  von  vier  Punkten  unge- 
andert;  folglich  muss  yon  Dreieck  X  YZ  bei  der  Transfor- 
mation in  die  C-^hene  sowohl  XYiZY,  als  auch  der  ein- 
geschlossene Winkel  XYZ  invariant  bleiben;  es  bleibt  also 
Uberhaupt  die  Form  des  Fusspunktsdreiecks  X  F^ungeSndert. 
Man  erhält  somit  den  bemerkenswerthen  Satz: 
Bei  liiit-arcr  Tr an 'sforuiat iou  von  vier  l'unkten  in 
der  complt'Xt'ii  Kltene  behält  das  Fusspunktsdreieck  je 
des  vierten  Pun  K  t '  S  in  Uezuf,^  auf  das  Dreieck  der  drei 
Übrigen  Punkte  iuvuriaute  Form. 
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Dies  ist  der  Fall,  trotzdem  alle  bei  Constractioii  des  Fuss- 
punktsdreiecks  benutzten  Linien  nicht  invarianten  Charakter 
haben,  sondern  in  Kreise  übergehen,  die  fÖr  die  Construetion 

des  neuen  Fuiispuiikisdreiecks  keine  Bedeutung  haben. 

§  2.  Aus  dem  angetührteu  Satze  wird  unmittelbar  er- 
hellen, dass  die  Theorie  der  Fusspunktsfiguren  —  die  „Isogonal- 
centrik*  —  von  einiger  Wichtigkeit  für  die  Invariantentheorie 
zu  werden  verspricht.  Vor  Jahren  habe  ich  solche  Fusspunkts- 
figuren, insbesondere  Dreiecke,  einer  genaueren  Untersuchung 
unterzogen  und  namentlich  die  Frage  behandelt,  welche  geo- 
metrischen Ooi  ter  das  , Orthogonalcentrum  ^  P  der  Fusspunkts- 
figur (allgemeiner  ,  Isogonalcentrum  * ,  wenn  die  Strahlen 
i*X,  P  Y,  r Z  nicht  „orthodrom",  sondern  ,,isoloxodrom*,  d.  h. 
nicht  gerade  je  unter  einem  rechten,  sondern  unter  einem 
beliebigen  gleichen  Winkel  |  gezogen  werden)  beschreiben 
muss,  damit  gewisse  Elemente  dieser  Figur  constant  bleiben. 

§  3.  Dabei  zeigt  sich  z.  6.,  dass  die  Seiten  des  Fuss- 
punktsdreiecks Y Z,  XZy  X  Y  (bezeichnet  mit  fl/,  6/,  cj)  con- 
stant sind,  wenn  das  Isogonalcentrum  P  sich  auf  Kreisen  um 
die  Drtjicckss})itzen  A,  B,  C  bewegt.  Weiter  ist,  wie  längst  be- 
kannt, der  Inhalt  c/^  des  Fusspunktsdreiecks  constant  iilr  Kreise, 
die  concentrkMih  sind  mit  dem  Umkreis  des  Originaldreiecks. 

§  4.  Femer  ist  die  Transversale  (Mittellinie)  t/^XÜ 
constant  fttr  Kreise  um  einen  Funkt  T  (den  ,  Transversalpol "), 
der,  im  Sinne  der  complexen  Ebene,  der  vierte  harmonische 
Punkt  ist  zn  vi,  i>,  C.  Rekanntlidi  üt'gt  dieser  l'unkt  aut 
d»'m  Fmki«'is  des  Dreiecks  A  J>  ('  so,  dass  das  Verhültniss 
Ü  T :  C  2  =  B  A  :  V  Ä  ist;  auch  leuchtet  ein,  dass  man  bei 
cyklischer  Permutation  zwei  weitere  Transversalpole  T'  und  T'' 
erhalten  wird:  diese  liefern  im  Fusspunktsdreieck  constante 
Transversalen  i}  und  i/  (vgl.  meine  Grundlagen  einer 
Isogonalcentrik,  Tübingen  1887,  g  29),  und  das  ganze 
Punkt-S:rstem  7,  T'  und  T*'  bildet  die  Ckivariante  Q  der  binären 
cubischen  Form  (A  ß  C). 

§5.  Auch  wenn  YZ  in  Un'u  hi  halbiert,  sondern  in  beliebigem 
gegebenen  Yerhältmss  m :  n  guteilt  sein  soll,  so  gilt  dieser  Satz 
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noch  mutatis  mutanUi»:  man  erhält  dann  tiir  coiistantes 
X  ü  ^  if  im  FusHjjunktsdroipck  witHlerum  einen  Kreis  als  geo- 
mefcnscben  Ort  ;  der  Mittelpuakt  liegt  auch  hier  auf  dem  Um* 
kreis  (in  einfach  zu  bestimmender  Lage).  Lägst  man  min 
beliebig  variieren,  üo  umläuft  daa  Oeninim  der  Kreisscbaren  die 
Peripherie  des  Umkreises:  letzterer  ist  also  der  Trager  von 
Satellitenkreisen  (oder  der  »deferierende*  E»is  von  Epicykel- 
scharen),  die  die  Oerter  fElr  constante  , Baryt ome*  tf  bilden. 

^  6.  Zieht  man  A  1\  B  T\  ('  T'\  so  schneiden  sicli  di»  se 
Linien  in  einem  Punkte  Q,  der  di»'  Kiirenschaft  hat,  dass  Kreise 
um  ihn  die  Träger  von  Isogonalceutren  sind,  die  im  Fuss- 
punktsdreieck  constante  Summen  der  Seitenquadrate  haben,  so 
dass  abo 

xr»H-zz»  f  rj^»«a; +  &;  +  <^  =  Const. 

Ich  habe  diesen  Punkt  früher  selbständig  untersucht  und 
ihn  den  „bidiwerpol"  dts  Dreiecks  genannt  {x^\.  GrundLißfon, 
}5j5  23,  34  tf.):  «päter  fand  ich,  dass  derselbe  auch  von  Grebe 
und  dem  um  die  Geometrie  des  Dreiecks  hochverdienten 
Leni  Miie  untersucht  worden  war  und  in  neueren  Werken  bald 
nach  dem  einen,  bald  nach  dem  andern  benannt  wird.  (Vgl. 
fiber  diesen  Punkt  auch  unten  §  27.) 

§  7.    Die  Höhen  eines  Fusspunktsdreiecks,  hj,  h},  h)  sind 

constant,  wenn  das  Isogonalcentnim  sich  auf  Konchoiden  mit 

Kreis  ^1  ß  C  als  Basis  und  den  Eck*  ii  des  Dreiecks  resj».  B 
und  (\  Jih  r>nj)|M  Ipuukten  bewegt  (üi  undlagen.  §  108); 
ähnlitlif.">  gilt  von  den  Projection-'n  einer  Seite  mit  •■iiu'  andere: 
in  diesem  Falle  wird  die  circuiare  Basis  der  Konchoiden  ge- 
bildet von  OrthoLfonalkreisen  an  den  Umkreis  ABC,  die  zu- 
gleich je  durch  die  Endpunkte  einer  Seite  gehen. 

§  8.  Sollen  im  Fusspunktsdreiecke  die  Verhältnisse  Ton 
zwei  Seiten,  z.B.  hfiCf,  constant  sein,  so  bekommt  man  als 

Oerter  fiir  das  Isogonalcentrum  aj)oI Ionische  Kreise  zu  B  und 
C  (also  den  1 'unkton.  die  selbst  die  Centren  für  Kreisscharen 
mit  e«»nstanter  Länge  der  betreffenden  Seiten  b/  und  C/  im  Fusg- 
punktüdreieck  sind). 
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Soll  bf=  Cf  sein,  so  geht  der  gesuchte  Kreis  durch  Ä  und 
den  Transversslpol  T;  er  ist  dann  ein  «Aequilatoralkreis"  des 
Breiecks.  SoU  in  fibnlicher  Weise  etwa  das  Verhältniss  der 
Tiansyersalen  t}  und  t/  constant  sein,  so  erhält  man  als  Oerter 
fOr  das  Isogonalcentnitu  apollonische  Kreise  zu  T*  und      u.  s.  v. 

§  9.  SoUen  endlich  die  Winkel  des  Fusspunktsdreiecks 
constcint  sein,  so  erhält  man  Kreisbogen  über  den  Seiten 
B  C\  A  (\  A  1)  des  Dreiecks  als  geometrische  Oerter;  für  con- 
stante  Winkel  zwischen  Of  und  t/  Kreisbogen  Uber  A  fttr 
constante  Winkel  zwischen  ^  und  ^  Kreisbogen  über  T  T'  u.  s.  w. 

§  10.  Die  ersten  der  obii^en  Sätze,  die  von  Strecken  und 
Flächen  handeln  (§i5  3-  7),  werden  für  die  Invariuntentheorie 
kein«'  Hcdt  utung  haben,  wohl  aber  die  letzteren,  die  sich  auf 
Ve  r  h  !t  1 1 11  i  s  s  e  ,  und  jedenfalls  diejenigen ,  die  sich  auf 
Winkel  beziehen  (gj  8  und  9).  Insbesondere  handelt  es  sich 
um  die  Lage  des  Isogonalcentrums,  wenn  die  Winkel  X,  Z 
des  Fusspunktsdreiecks  bei  gegebenem  Urdreieck  ABC  Yor- 
geschriebene  Grösse  haben  sollen,  und  verwandte  Dinge.  Diesen 
Teil  der  „Isogonalcentrik*  hoffe  ich  demnächst  in  einem  be- 
sonderen Kapitel,  der  „Isoniorphopolcentrik",  zu  behan- 
deln: die  Sätze,  die  ich  hieraus  für  den  gegenwärtigen  Zweck 
benüti«^<-,  werde  ich  je  an  geeigneter  Stelle  anführen. 

§  11.  Zunächst  vermittelt  nun  die  Kenntniss  des  elemen- 
taren Hauptsatzes  der  Isomorphopolcentrik  eine  schnelle  und 
unmittelbare  Einsicht  in  das  Theorem  von  der  Invarianz  der 
Form  von  Fusspunktsdreiecken  bei  linearer  Transformation. 

Der  angezogene  Satz  —  dessen  Beweis  in  den  Ausftihrungen 
des  §  1  oben  liegt  —  lautet:  Ein  Winkel  «/  eines  FusspunkLs- 
dreiecks  ist  pfleich  den»  Winkt  l  dos  TTnikreises  ABC  mit  dem 
Kreise  durch  B,  P  und  C.  Nun  bleibt  letzterer  Winkel  als 
Kreiswinkel  bei  dr  r  Transfomation  constant,  also  auch  «/,  und 
natürlich  in  cjklischer  Folge  auch  ß/  und  }y.    Q.  e.  d. 

§  12.  Des  weiteren  lehrt  die  Isomor[diopolcentrik,  dass, 
wenn  ein  Punkt  P  im  Fnsspunktsdreieck  die  Winkel  X,  ft,  v 

hat,  auch  der  (in  Bezug  aui  den  Undireis)  zu  ihm  .reciproke" 
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Punkt  Q  im  Fusspunktsdreieck  dieselben  Winkel  v  hat. 

Dies  stimmt  mit  der  bekannten  Thatsacbe,  daas  das  Yerhältniss 
der  Reciprocitüt  bei  linearer  Transformation  niclit  zerstört  wird. 
Man  kann  deshalb  den  Punkt  Q  den  «Anti  isomorphe  pol* 
zu  P  nennen. 

§  Iii.  Natürlich  sind  verschiedene  Anordnungen  der 
Winkel  a,  v  bezüj^^lith  ihrer  hnr^e  an  den  drei  Seiten  des 
Dreiecks  a,  6,  c  möglich;  die  folgende  Tabelle  vermittelt  die 
Uebersicbt  über  dieselben: 


a 

b 

0 



X 

V 

X 

V 

/* 

/* 

X 

V 

/* 

V 

X 

y 

X 

V 

X 

Diesen  sechs  Tnönr]jchen  Anordnuncfen  werden  sechs  Iso- 
niorphopole  entsprechen,  wozu  dann  noch  je  der  zugehörige 
Antii^oniorphopol  tritt;  im  Ganzen  erhält  man  also  zwölf 
Punkte,  deren  Fusspunktsdreiecke  in  Bezug  auf  ABC  die 
Winkel     ^,  v  aufvreisen. 

§  14.  Ist  einer  dieser  Isomorphopole  P  gegeben,  so  können 
alle  andern  natürlich  leicht  gefunden  werden.  Ein  zweiter 
wird  z.  B.  auf  dem  Kreisbogen  BVG  liegen  müssen  (für  alle 
Punkte  dieses  Bogens  ist  constant  =  A);  ferner  müssen  sich 
die  Kl  eise  A  TB  und  A  V  auf  dem  ^Aequiiateralkreis*  durch 
A  uud  T  schneiden  (vgl.  §  8,  253). 
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§  15.  Auch  ist  es  leicht,  die  allgemeiiien  Gruppen  von 
zwdlf  Punkten  algebraisch  zu  definieren.  Jede  zerföllt  (da  die 
Winkel  einmal  positiv,  einmal  negativ  angetragen  werden)  in 
zwei  Gruppen  von  je  sechs  Punkten,  die  (bei  Terschiedener  An- 
ordnung) mit  den  gegebenen  drei  Punkten  dasselbe  Doppel- 
verhältnisä  bilden,  uud  demnach  durch  eine  Covarionte  der  Form 

dargestellt  werden.^ 

§16.  Weitere  Einsicht  in  die  Lage  eines  Isomorphopols 
▼ermittelt  die  Betrachtung  seines  »Gegenpunkts.**)  Man  con- 
struire  Uber  den  Selten  des  Dreiecks  ABC  (zunächst  nach 
aussen),  in  der  in  Figur  2  angedeuteten  Ordnung,  die  ähnlichen 

Fig.  2. 


£ 


1)  Vgl.  Clebacb,  Theorie  der  algebraischen  Formen,  p.  8S1  ff.  Die 
Lage  tolcher  sechs  Ponkte  auf  der  Kngelfiüche  (wenn  diese  zur  Dar- 
stellung der  complexen  Ebene  dient)  hat  Klein  angegeben:  Vergleichende 
Betrachtungen,  p.  47  (Erlangen  1872). 

')  Zwei  Punkte  P  und  J**  nennt  man  bekanntlich  ^.Gegenpunkte' 
in  Bc7.ug  auf  ein  Dreierlc,  wenn  sin  zni^amrnf'nf:fr»hf'»rige  Brennpunkte  eines 
Kegelschnitts  sind,  der  die  leiten  des  Dreiecks  berührt. 
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Dreiecke  UDO,  C  E  A,  AFB  mit  den  Winkeln  /<,  v.  Es 
gehen  dann  bekanntlich  die  €teraden  A  B  G  F  durch 
einen  Punkt  F,  von  dem  aus  die  Seiten  des  Dreiecks  unter  den 
Suppleinentarwinkeln  zu     ju,  ¥  gesehen  werden,  so  dass  also 

<l?rC«2i2^>l,  <.A  VC==2R-fi,  ^A  VB=2B-v, 
Dieser  Punkt  V  ist  dann  der  „Gegenpunkt"  des  {Xfiv)-l&o- 

murj>hu]>oIs. 

g  17.    Fflr  diesen  Punkt  ist  auch  die  Summe 

Bx,,y  =  sin  A .  -4  FH-  sin  ^  .B  F-h  sin  v  •  (7  r 

tiiu  Miniiiium  hvo  Tviirinbel  bei  constantom  B,  C  und  X,u.r). 
Ich  nenne  diesen  Ausdruck  deswegen  die  /*  i^)-MinimaU 
Distanz,  und  es  gilt  iiir  sie  die  Formel: 


Bif,r  =  Ksin/-sin/i-sinv  {a*-ctgA4-^>'  ctg/<  j-  f*«ctgv-[-  4«/}. 

§  18.  £inen  Punkt  V  mit  ähnliclien  Kigenschuftt  n  erhült 
man,  wenn  man  die  Dreiecke  über  den  Seiten  von  A  B  C  «alle 
nach  innen  errichtet,  im  Hinblick  auf  die  angegebenen  Eigen- 
schaften kann  man  die  Punkte  V  und  F'  die  (A,  /a,  v)-,yi3ir- 
punkte"  oder  , (Minimal-) Distanzpunkte*  des  Dreiecks  nennen. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  Punkt  F  auf  dem  Kreise  liegt, 
welcher  durch  die  8j)irgrlpunkte  K,,  V^,  von  V  in  Bezug 
auf  die  Dreiecksseiten  geht  (dessen  Centruiu  dt  r  -Gegenpuukt* 
von  V  ist,  also  nacli  obigem  <ler  (/,  //,  r)-Isomorphopol). 

§  1!).  Für  die  Isogonalcentrik  ist  wogen  seiner  grossen 
AllgemeiiiluMt  der  Satz  von  Wichtigkf  it.  >lass  die  (/  u  r)-Minimal- 
distanz  in  Bezug  auf  ein  Fusspunkisdreieck  X  YZ  constant 
ist,  wenn  das  Orthogonalcentrum  sich  auf  Kreisen  um  den 
{X  fi  v)-Isomorphopol  bewegt. 

20.  Im  Anschbjss  an  obige  AusfUbrun<ri'n  ergeben  sich 
leicht  (aus  übnl!<  li.  ii  Dreiecken)  die  Formeln  lür  die  Abstünde 
der  (A,  jn^  )'J-isoiUürpiiole  von  den  Ecken,  nemlich: 

wo  D  BS  V^sin A »sin /i •  siny {a^ «ctgA -j- b* •  ctg/i  -|- c**Gigv -^4J\. 
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Alsbald  erkennt  man,  dass  das  Doppel-Verbältniss 

BP  Bä  c  •  sin  /i  G      sin  fi 

C  FC  A     b  '  sinv  '  h      sin  v 

nur  von  fi,  und  v  abhängt,  wie  es  nach  §  1  sein  muss.  Auch 
sieht  man  leicht,  dass  in  diesen  Formeln  eine  gesehlossene 
Lösung  des  Pothenot*schen  Problems  enthalten  ist. 

Weiter  zeigt  sich,  dass  man  bei  cyklischer  Vertauschung 

für  den  (A,     />t)-lsomorphol  P'  die  Formeln  erhält: 

j  -p,   hc  '  sin  X 

V sin A- sin  jw sin  v  {a**ctgil  -|-  ft** ctg y  -|-  c*» ctg  /i  -f  4 e7) 

u.  s.  w.,  und  für  die  Antiisouiorpiioie  (mit  negativem  Zeichen 
vor  4  J): 

AQ=    

y  sin  A  •  sin    sin  V*  {d^-ctg  A  -j-    ctg  fi.  -j-  <?*•  ctg  v  —  4J\ 

u.  8.  w. 

§  21.    Wir  haben  im  obigen  gesehen,  dass  jeder  Punkt 

in  der  Ebene  eines  Dreiecks,  betrachtet  als  (A,  //,  y)-Isomorph()pol, 
invariant  ist.  Ks  wird  sicli  verlohnen,  die  wichtigsten  der 
merkwürdigen  Punkte  eines  Dreiecks  uuter  diesem  Gesichts- 
punkt Kcvue  passiren  zu  lassen. 

Sind  zunächst  alle  drei  Winkel  A,  fi  und  v  einander  gleich, 

also  je  —  ^,  so  wird  das  Fusspuuktsdreieck  X  Y  Z  gleich- 
o 

seitig.   Leicht  erkennt  man,  dass  alsdann  die  zwölf  Punkte 

sich  auf  zwei  (reciproke)  Punkte  J  und  J'  rcduciren,  die  so- 
genannten iiquinnliarmonischen  Viinkte  (oder,  da  sie  gleich- 
seitige Fusspuuktsdrciecke  geben,  die  , Aequiliite ral pole"). 
Sie  liegen  harmonisch  zum  Schwerpol  und  Unikreiscentruni; 
Kreise  um  sie  sind  die  Träger  von  Isogonal centren,  für  welche 
die  „Minimaldistanz "  d/,  resp.  d}^  im  Fusspunktsdreieck  con- 
stant  ist  (vgl.  Grundlagen,  §§  21,  73,  74,  135). 

§  22.   Ebenso  sieht  man  leicht,  dass  die  drei  Transversal- 

pole  jT,  2"  und  T"  eines  Dreiecks  invariant  sind.  Dieselben 
liegen  auf  der  Peripherie  des  Umkreises;  ihre  Fus.')])uukte 
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liegen  demnach  auf  einer  geraden  Linie  Wallace-Linie", 
früher  falschlich  »Sim.son-Linie''  genannt;  vgl.  Cantor,  Ge- 
scliichte  der  Mathematik  lU,  522  f.).    Da  ferner  für  Punkt  T 

BTiCT^ABiAC 

ist,  so  ist  offenbar  X  Y  =  X  Z,  Das  Dreieck  X  Y  Z  bekommt 
also  in  dieser  Grenzform  die  Winkel  0,  0,  180**,  und  das 
Seiten veihältnis.s  1  :  1  :  2;  all  dies  bleibt  invariant. 

Die  Transversal  pole  sind,  wie  schon  in  §  angedeutet, 
die  vierten  harmonischen  l*unkte  zu  den  Ecken  des  Dreiecks, 
und  müssen  ja  als  solche  natürlich  inTariante  Eigenschaft 
haben. 

§  23.  Eb  sei  des  weitem  angedeutet,  dass  merkwünlige 
Dreieckspunkte  invarianter  Natur  femer  bei  den  Figuren  zum 
Vorschein  kommen,  welche  sich  aus  der  stereographischen 
Projection  des  Oktaeders  und  Ikosaeders  ergeben  (vgl.  z.  B. 
Möbius,  Theorie  der  symmetrischen  Figuren,  Oes.  Werke 
Band  II,  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  —  die  Figur 
am  Ende  — ,  oder  Forsjtb,  Theory  of  Functions,  p.  570  und 
572).    Man  hat  in  beiden  Figuren  Kreisbogen   und  gerade 

Linien,  die  sich  unter  bekannten  Winkeln       ~,  etc. 

schneiden.  Nimmt  man  zu  drei  bestimmten  Punkten  einer 
solchen  Figur  einen  vierten  Punkt  derselben  Figur  hinzu, 
so  zeigt  sich  (bei  « igneter  Lage),  dass  der  vierte  Punkt 
auf  Kreisbogen  Über  den  Seiten  des  zum  Ausgang  genom- 
menen Dreiecks  liegt.  Das  Fusspunktsdreieck  des  4.  Punktes 
in  Bezug  auf  die  drei  ersten  wird  alsdann  bestimmte  Winkel 

haben  ^z.  B.  ^i  ^  ^^Iso  der  vierte  Punkt  ein  be- 
stimmter Isomorpliopol  dreier  anderer  ist  und  so  das  ganze 

System  invariant  bleibt. 

24.  in  den  vorhergehenden  Beispielen  haben  wir  stets 
l*unkte  gehabt,  die  in  beiden  Dreiecken,  dem  Dreieck  ABC 
der  --Ebene  und  dem  Dreieck  A'  H  C  der  C-Ebene,  gleich 
definiert  waren.   So  werden  die  „Aequüateralpole**  des  ersten 
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Dreiecks  wieder  «Aequilateralpole*  des  zweiten,  die  «Trans- 
Tersalpole*  des  ersten  wieder  «TransTersalpole*  des  zweiten  n.  s.  w. 

Man  kann  Punkte  dieser  Art,  welche  absolute,  von  den  Ele- 
menten des  Urdn  iccks  uiiabhüngige  Coordinaten  v  haben, 
Punkte  primärer  iuvurianz  nennen. 

Anders  steht  es  mit  einer  Gruppe  anderer  merkwürdiger 
Punkte  des  Dreiecks.  So  wird  z.  B.  das  Umkreiscentrum  0 
des  Dreiecks  ABC  keineswegs  in  das  ümkreiscentnim  des 
Dreiecks  A  B'  C  transformirt,  ist  also  in  dieser  Eigenschaft 
nicht  invariant.  Das  Umkreiscentrum  ist  aber  auch  Orthogonal- 
centrum einos  Fusspunktsdreiecks,  dt  ssen  Winkel  a,  p', 
d.  h.  die  Winkel  des  ürdreiecks  seibat  sind.  Nach  §  21,  resp. 
§11,  muss  der  Punkt  0,  als  («,  j'VIsomorpliüpol  von  ABC 
betrachtet,  invariant  sein,  d.  h.  der  entsprechende  Punkt  (>' 
muss  in  seinem  Fusspunktsdreieck  auf  Ä  B'  (J'  auch  die  Winkel 
a,  ß,y  des  ersten  Dreiecks  haben. 

Hier  hangen  also  die  Ooordinaten  der  Punkte  0  und  (7 
von  den  Elementen  des  Urdreiecks  ab;  das  Umkreis-Centruni 
ist  niilit  als  solches  invariant,  s-nndern  nur  in  einer  Ei <^Tnschaft 
von  secundärer  liedeutung.  W  ir  werden  solche  Punkte  als 
Punkte  secundärer  Invarianz  bezeichnen, 

8  25.  Im  Anschhiss  an  die  Betrachtungen  des  vorigen 
Parairmidien  können  wir  nun  auch  leicht  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  ^-Ebene  in  der  C-Ebene  entsprechend  darstellen. 
Als  reci]>roker  Punkt  des  Umkreiscentrums  wird  der  unendlich 
ferne  Punkt  im  Fusspunktsdreieck  auch  die  Winkel  y 
haben;  in  der  C-^hene  wird  ihm  also  der  reciproke  Punkt  zu 
(/  (der  Antüsomorphopol  von  (/)  entsprechen. 

8  26.  Aehuliclies  wie  vom  Umkreis-Ceutrum  und  vom 
unendlich  fernen  Punkt  gilt  v(m  den  Brocard'schcn  Punkten 
des  Dreiecks,  oder  den  „Paraklinenpunkten*,  wie  ich  frOher 
sie  zu  nennen  versucht  war  (weil  sie  durch  Kreise  construiert 
werden,  die  sich  an  die  Dreiecksseiten  anlehnen).  Die  Fuss* 
punktsdreiecke  der  zwei  Brocard'schen  Punkte  (die  bekannt- 
lich ^Gegenpunkte*  sind),  sind  auch  dem  Urdreicck  ABC 

1800.  SiUtUMisb.  d.  niAih -phy«.  CL  17 
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ähnlich,  doch  so,  dass  nun  für  den  einen  der  zwei  Punkte  der 
Winkel  ß,  für  den  andern  der  Winkel  y  an  die  erste  Seite 
B  C  des  Urdreiecks  zu  liegen  kommt  (währeDd  im  Fusspunkts- 
dreieck  von  0  der  erste  Winkel  an  der  ersten  Seite  liegt). 
Auch  im  transformierten  Dreieck  haben  also  die  entsprechenden 
Punkte  die  Winkel  a,  ^,  y  (in  bestimmter  Reihenfolge)  im 
Fusspuiiktsdreieck;  aber  natürlich  sind  die  neuen  l'uiikte  nun 
nicht  auch  die  ,Parakiineii}nink  to"  des  neuen  Dreiecks: 
dazu  müssten  die  Fusspunktsdreiecke  die  Winkel  a\  ß^^  y  des 
transformierten  Dreiecks  haben. 

Es  mag  hier  noch  erwähnt  werden,  dass  auch  die  höheren 
Fusspunktsdreiecke  der  Brocard^schen  Punkte  (wenn  also  Ton 
ihnen  aus  neue  Senkrechte  auf  die  Seiten  des  ersten  Fuss- 
punktsdreiecks, dann  auf"  die  Seiten  des  so  pntstandiMien  secuii- 
dären,  tertiären  etc.  Fusspunktsdreiecks  gelallt  werden)  sammt 
und  sonders  in  intinitum  einander  ähnlich  sind  und  die  Winkel 
des  Urdreiecks  <z,      y  enthalten. 

§  27.  Nur  von  secundärer  Invarianz  ist  weiter  ein  an- 
derer, höchst  merkwürdiger  Punkt  des  Dreiecks,  der  s<i^. 

Grebe'scho  oder  Lemoine'schu  l'uiikt,  (vgl.  oben  ^  »•). 
Er  ist  der  (xcgenpuukt  des  Schwerpunkts,  der  Pol  der  Pjuscal- 
schen  Geraden  des  Dreiecks,  das  Centrum  von  Ki'eisscharen, 
die  constante  Summe  der  Seitenquadrate  im  Fusspunkisdreieck 
haben  u,  s.  w. ;  sein  eigenes  Fusspunktsdreieck  hat  zu  Winkeln  die 
drei  Transversalenwinkel  des  Urdreiecks  Tj,  t^,  r^.  Letztere 
Eigenschaft  hat  natürlich  (neben  den  andern  zehn  Isomorpho- 
polen)  auch  der  reciproke  Punkt  zu  der  nichts  anderes  ist 
als  der  Fusspunkt  des  voin  rmkreiscentrum  auf  die  Pascarsche 
Gerade  gof^illten  Perjicndikids.  Dieser  Punkt  ist  also  nur 
secundär  invariant,  uemlich  als  (t„  Tj,  Tj)-lsüinürphopol  des 
Dreiecks  A  B  6'. 


5:5  28.  Wenn  wir  nun  unsere  Blicke  auf  das  Viereck,  oder 
auch  auf  höhere  Polygone  werfen,  so  lassen  sich  natürlich  auf 
der  Stelle  gleich  eine  Menge  invarianter  Punkte  angeben.  Die 
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Kreise  über  den  Partialdreieckeii  A  B  A  C  B,  A  B  B  C  D 
sind  ja  inTariant,  also  auch  Kreise,  die  diese  halbieren,  tri- 
secieren,  überhaupt  mit  ihnen  gleiche  Winkel  bilden;  solche 
Kreise  werden  sich  dann  auch  wieder  in  invarianten  Punkten 
schneiden.  Oder  man  construiere  beliebige  entsprechende  Punkt- 
ternionen  in  der  z-  und  t-Ebcno:  die  Kreise,  die  hierdurch 
bestimmt  werden,  schneiden  sich  in  neuen  invarianten  Punkten 
u.  s.  w.  Dadurch  erliiilt  man  nun  freilich  nur  Punkte,  die 
zunächst  keine  weiteren  interessanten  Eigenschaften  aufweisen, 
insbesondere  sich  nicht  mit  bereits  bekannten  und  wichtigen 
merkwürdigen  Punkten  des  Vierecks  (oder  Vierseits  —  die 
Scheidung  ist  für  unsere  Zwecke  kaum  von  Wichtigkeit)  decken. 
Die  Theorie  der  letzteren  ist  freilich  noch  ziemlich  vernach- 
lässigt; doch  dürften  als  einige  der  merkwürdigsten  Punkte 
des  Vierecks  die  in  den  folgenden  Paragraphen  zur  Beschrei- 
bung kommenden  bezeiclmet  werden. 

§  29.  Die  vier  Seiten  eines  Vierseits  bestimmen  vier 
Dreiecke,  deren  Umkreise  sich  in  einem  Punkte  schneiden; 
dieser  ist  der  Brennpunkt  der  dem  Yierseit  eingeschriebenen 
Parabel.  Ich  nenne  ihn  deshalb  die  Eschara  des  Vierseits 
(altgriechisch  ioxfiQo.  'Herd*;  in  neugriechischen  mathematischen 
Schriften  ist  tnyaoiov  =  focus,  Brennpunkt). 

Der  Punkt  ist  für  die  Isogonalcentrik  von  grossem  Interesse, 
da  seine  B^usspunkte  in  Bezug  auf  die  vier  Seiten  in  gerader 
Linie  liegen,  der  Flächeninhalt  seines  Fusspunktsvierecks  also 
gleich  Kuli  ist. 

Vier  Punkte  bestimmen  sechs  Gerade,  die  in  drei  Doppel- 
paaren angeor(hiet  werden  können;  jedes  Doppelpaar  hat  seine 
eigene  Escharu:  wir  bekommen  also  ein  „Escharendreieck'*, 
dessen  Seiten  sich  sehr  einfach  aus  gewissen  Elementen  des 
Vierecks  bestimmen  lassen. 

g  30.  Um  einen  dieser  Punkte  P  auf  die  Eigenschaft  der 
InTarianz  zu  prflfen,  berechne  man  seine  Abstände  von  den 

Ecken  .1,  /i,  C  und  D.  Man  findet,  wenn  a,h^c,d  die  Seiten, 
€  und  f  die  Diagonalen  bezeichnen  (vgl.  Fig.  3): 

17* 
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^  p   ad   ad 

So  ergibt  sich  für  das  Doppel verhälhii»  die  Formel: 

A  r  '  AC  ~  d'  e~'  d' 

Da  nim  offenbar  e :  d  nicht  invariant  ist,  so  ist  es  auch 
das  genannte  Doppelrerhaitniss  nicht,  womit  die  Eschara  als 
nicht  inyarianter  Punkt  erwiesen  ist. 

§  31.  Nebst  den  Escharen  verdient  eine  Gruppe  weiterer 
merkwürdiger  Punkit-  unser  InttTeüse,  die  meines  Wilsen«  die 
Aufmerksamkeit  der  Geometer  noch  nicht  aut  &ich  gezogen 
haben.   Man  kann  die  Aufgabe  stellen,  bei  gegebenem  Viereck 


Fig.  8. 


einen  l'unkt  zu  suchen,  so  dass  dessen  Fusspunktsviereck  ein 
Parallelogramm  ist.    Die  Lösung  ist  folgen<le: 

Construiere  zu  dem  gegebenen  Viereck  A  Ii  C  J)  (Fig.  3) 
die  £schara  P  (Schnitt  der  Kreise  ABF,  ADE,  CDF,  BC£); 
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dann  beschreibe  die  Kreise  A  C  Ft  B  D  F  und  E  F  F\  sie 
schneiden  sich  ausser  in  P  noch  in  drei  Punkten  /7,,  11^  17^, 
die  die  verlangte  Eigenschaft  haben  (in  Figur  3  ist  das  zu  77, 
gehörige  Fusspuuktsparallelogranim  angedeutet).    Diese  Oon- 

struction  liisst  sich  noch  zwei  Mnl  zyklisch  pennutieren  (indLUi 
man  statt  A  C  und  B  D  nunmehr  A  II  und  C  />,  resj».  A  1) 
und  B  C  als  Diagonalen  des  Vierecks  i'asst),  so  dass  mau  zu- 
sammen neun  solcher  Funkte  erhält. 

g  32.  Die  Aufgabe,  ein  Fusspunktsparallelogramm  zn 
construieren,  ist  nur  ein  specieller  Fall  einer  allgemeineren. 

Eulei  ist  es  schon  gewesen,  der  am  Viereck  die  Verbindungs- 
linie der  Diagonjilenmitten,  3f  N  =  t,  ins  Auge  gefasst  hat. 
Bekanntlich  hat  er  bewiesen,  dass  sie  sicli  sehr  einfach  in  den 
Seiten  und  Diagonalen  des  Vierecks  ausdrücken  lässt,  nemlich: 

=  1  («» -I-    ^  ,^  4-  <|t  _   —  /•»). 

Aehnücbes  gilt  von  den  Verbindungslinien  t'  und  t"  der 
Mitten  von  A  B  und  O  />,  resp.  A  1)  und  B  ü.  Man  tbut 
wohl  am  besten«  den  Namen  Medianen,  den  besonders  fran- 
zösische Geometer  bevorzugen,  für  die  bezeichneten  Verbin- 
dungslinien anzunehmen. 

Die  Aufgabe  ist  nun,  den  gtometrischen  Ort  des  Isogonal- 
ceutrunis  F  anzugeben,  wenn  eine  besjtininitc  Mi  diane  im  Fuss- 
punktsdreieck constanfc  sein  soll.  Es  zeigt  sich,  dass  Kreise 
um  die  Punkte  ff  dii  so  geometrischen  Oerter  darstellen,  und  so 
bezeichnen  wir  diese  Punkte  II  am  besten  als  Medianen  pole. 

Für  die  Entfernung  des  Punktes  77,  von  A,     C\  D 

gelten  die  Formeln: 

C'siny   rsin}'^ 

'    Vsin*aH|-sin*/*-|-sin*y"HsinM — sin^f — siu*C  ^ 

jtn^^CJ^^;  c'//,-i^;  i>//.=£:^. 

Wenn  man  die  entsprechenden  Doppelverhäitnisse  bildet, 
wie  in  §  30,  so  findet  man,  dass  auch  die  «Medianenpole* 
nicht  iuTariant  sind. 
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§  34.  Man  kann  Punkt  //^  auch  noch  durch  Speciali- 
siening  eines  hübscheu  ISatzes  vom  Sechseck  finden.  Die  fünf 
Escharen  eines  Pentagramms  liegen  bekanntlich  nach  einem 
Satz  von  Miquel  auf  einem  Kreis,  der  »Pentaphorie*,  und 
die  sechs  Pentaphorieen  eines  Hexagramms  sehneiden  sich  in 
einem  Punkt,  der  «Hezescliara*.  Der  Medianenpol  IT^  ist 
nun  die  Hezeschara  eines  Hexagramms,  das  von  den  vier  Seiten 
und  zwei  Diagonalen  eines  Tetragramms  gebildet  wird. 

§  35.  Interessante  Punkte  entstehen  ferner  am  vollstän- 
digen Vierseit,  wenn  man  über  den  du  i  Diagonalen  A  6\ 
Ii  Dy  E  F  als  Durchmessern  Kreise  beschreibt.  Diese  schneiden 
sich  bekanntiich  in  zwei  Punkten,  die  auf  der  Steiner^schen 
Höhengeraden  liegen,  den  sogenannten  »cykliscben  Punkten* 
Z  und  Z'  des  Vierecks. 

§  36.  Invariant  sind  alnT  auch  tlit  sf  Punkte  nicht.  Denn 
Kreis  AZC  über  der  DiaLronaie  A  C  des  Vierecks  A  B  C  JJ 
schneidet  diese  Diagonale  unter  rechten  Winkehi;  die  Diagonale 
A  0  geht  aber  bei  der  Transformation  nicht  wieder  in  die 
Diagonale  A  C  über,  sondern  in  einen  beliebigen  Kreis 
A'  Q  C*  durch  A'  C;  der  Kreis  über  A  C  als  Durchmesser  (auf 
dem  die  cykliscben  Punkte  des  ^-Vierecks  liegen)  muss  also 
verschieden  sein  von  dem  Orthogonalkreb  zu  A  Q  C\  der  dem 
Kreis  AZC  der  4r-£bene  entspricht. 

§  37.  Ein  weiteres  Punktej)aar  mag  noch  erwähnt  werden, 
das  auch  in  der  I«:ogonalcentrtk  oine  Holle  spielt,  die  „Iso- 
medianenpole"  oder  ,Trisorthopole*.  Es  ist  nemlich  möglich, 
dass  in  einem  (vollstiindigen)  Vierseit  alle  drei  Medianen  einander 
gleich  sind:  dies  ist  der  Fall,  wenn  der  rierte  Punkt  Höhenschnitt 
des  Dreiecks  der  drei  Übrigen  ist.  Wenn  (Fig.  4)  Jf,  JT,  M'* 
die  Mitten  der  Seiten  BC^  A  AB  des  Dreiecks  ABC  und 
X,  X\  N"  die  Mitten  der  oberen  Höhenabschnitte  A  H.  Ii  H.  CH 
sind,  so  ist  bekanntlich  ^1  X  =■  M'  X'  =■  M"  X";  die  Mt diancn 
schneiden  sich  im  Centruni  «les  iVuerbacirsr-lK^n  Kreises  des 
Dreiecks;  je  zwei  Diagonalen  des  Vierecks,  ^1  //  und  7?  (\ 
B  U  und  A  C\  U  U  und  A  i/,  stehen  senkrecht  aul  einander. 
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Wenn  man  nun  verlangt,  dass  bei  gegebenem  Viereck  ein 
Fuaspunktsviereck  gefunden  werde,  so  dass  die  drei  Medianen 
gleich  seien  (oder  alle  drei  Diagonalenwinkel  rechte  seien),  so 
sind  die  genannten  Punkte  die  Orthogonalcentren.   Sie  sind  die 

Schnittpunkte  von  Orthogonal  kreisen,  die  je  durch  die  Enden 
einer  Diagonale  zu  den  „  Escharenkreisen "  A  PC,  BPD,  EP  F 
gezogen  werden  kniinon.  Eine  ähnliclic  üeberlegung  wie  in 
g  36  ergibt,  dass  auch  diese  Punkte  nicht  invariant  sind. 

Fig.  4, 


A 


§  38.  Zur  Auffindung  wirklich  invarianter  Punkte  am 
V^iereck  (und  wohl  auch  an  höheren  Figuren)  kann  man  sich 
aber  des  folgenden  einfachen  Principe  mit  Nutzen  bedienen. 

Wenn  die  Pusspunktsdreiecke  XYZ  und  X,     ^,  eines 

Punktes  P  in  Bl'/.u^^  jiui"  zwei  beliebige  Dreiecke,  etwa  ABC 
und  A^  jy,  C/',.  ähnlich  sind,  so  heisst  das  in  der  complexen 
Eliene  nach  1,  flnss  dio  DoppelverhUltnisse  (  J^  A  B  C)  und 
(PA^  B,  6',)' gleich  sind.  Olfenbar  ist  dadurch  Punkt  P  be- 
stimmt (endlich  vieldeutig)^),  und  zwar  als  primär  invarianter 
Punkt. 

g  39.  Auf  das  Viereck  lässt  sich  nun  dieses  Princip 
z.  H.  auf  folgende  Weise  anwenden. 

^)  T)ie  Beatiniiuuni:  il'  s  Punktes  führt  auf  inferessanlc  Curven,  die 
nacli  den  ()bi«;en  Ausführuiigeu  für  diu  Inviiiiantentheorie  von  grosser 
Wichtigkeit  siciu  müssen. 
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SiUunff  der  matK'-pkjfg.  dasae  vom  7.  Jtäi  1900, 


Fällt  man  von  einem  Punkte  Q  (i^'ig*  5)  die  Senkrechten 
auf  die  vier  Seiten  und  eine  Diagonale  des  Vierecks,  so  wird 


Fig.  6. 


Punkt  invariant  sein,'  wenn  li  X  U  7' Y  U  und  es 
handelt  sieh  nur  durum,  einen  l'nukt  mit  dieser  Eigenschaft 
zu  construieren.   £s  sei  nun         U  T  =  ^  ^  U     so  folgt 
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(1) 


oder 


AliQ  ^  ADQ^BQD  —  y. 
^Ii'-a'-UQJJ=BQU'-y,  also 


Es  ööi  weiter  <^  X  T  U  =^      U  Y  also 

BQC  —  AQ1J^BDC~-Aßn=^e, 
oder  links  AQ  B  addiert  und  subtrahiert: 

aber  ^  i>  =  2  i2  —         ,  also 

(2)  AQC=^2R^^^2R-^'-~^. 

Die  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise  A  Q  G  und  B  Q  D 
müssen  also  nach  obigem  invariante  Punkte  sein. 

8  40.  Es  liisst  sicli  nun  /u nächst  leiclit  zeigen,  da.ss  der 
Kreis  A  CQ  den  W  inkel  der  Kreise  A  B  C  und  A  CD,  sowie 
der  Kreis  B  1)  den  Winkel  der  Kreise  A  B  IJ  und  U  C  I) 
halbiert.  Dies  gibt  eine  sehr  einfuclie  Construetion  der  ge- 
fundenen invarianten  Punkte,  die  wir  fortan  /'  und  nennen 
woUen.  Auch  sieht  man  hier  unmittelbar,  dass  wir  es  mit  in- 
varianten Punkten  zu  thun  haben;  denn  es  kommt  ja  den 
Kreisen  ABC  und  ACD,  sowie  ABD  und  BCD  die 
Eigenschiilt  der  Invarianz  zu,  also  auch  den  respectiven  ilalbie- 
rungskreisen  und  deren  Schnittpunkten. 

§  4L  Bekanntlich  haben  die  Punkte  /'  und  JT  die  Eigen- 
schaft, dass  sie  zu  dem  Punktepaar  A  (7,  sowie  zu  dem  Paar 
^  D  im  Sinn  der  complexen  Ebene  harmonisch  liegen  (F  ist 
Transversalpol  zu  A  C  P'  und  B  D  r\  P  Transversalpol  zu 

ACT  und  B  DD. 

Man  kann  dit.*  Punkt»'  doslmlh  di»^  an  tnh  ar  iiio  n  i  ^chen , 
oder  vielleicht  auch  »chiechtweg  die  harmonischen  Punkte 
des  Vierecks  nennen. 
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SiUnng  der  nmth.'phys.  Classe  vorn  7,  Juli  1900, 


§  42.  Nach  den  Angaben  der  §§  31  und  39  ist  es  auch 
leicht,  die  Lage  der  Punkte  F  und  P  gegen  die  Esehara  und  Am 

Medianenpol  zu  beätimmeii.  Der  Winkel,  den  der  Kreis 
F  A  //g  C  (wo  die  Escliara,  TI^  Mediaiienpoij  über  A  C  fas-st. 
ist  offenbar  =£  —      respective  2    —  (e  —  C)\  allein  der 

Kreisbogen  AFG  fasst  nach  §  39  den  Winkel  211  — 1 

folglich  liegt  sein  Mittelpunkt  8  im  Zenith  des  Bogens  A  C 
gegenüber  Il^y  und  der  Kreis  AFC  halbiert  den  Winkel  der 
Geraden  A  Ö  und  des  Kreisbogens  A IT^  C* 

§  43.  Die  Isogonaicentrik  lehrt,  dass  für  Kreise  über  den 
Diagonalen  eines  Vierecks  die  Diagonalenwinkel  des  Fuss- 
punktsvierecks  oonstant  sind;  so  haben  die  FusspunktsTierecke 
aller  Punkte  auf  dem  Kreise  AFC  einen  der  Diagonalenwinkel 

constant  =  ^     —  Ä  —  i     —  0»  ähnlich  auf  Kreiä  ß  1'  D 

i  (« -  y)  -  i    +  C). 

Zwei  der  Diagonalenwinkel  des  Fusspunktsvierecks  der  auto- 
harmonischen Punkte  sind  also  bezüglich  =^(€—C)  und  •}  (e  +  0- 
Es  sei  noch  bemerkt,  dass  man  selbstTerstSndlich  durch  cyklische 

Permutation  im  ganzen  sechs  solche  Punkte  F  erhält.  Diese 

sechs  Punkte  r('j)räsentieren  bek:iniitli(  Ii  die  Covariante  J 
(Fuiu'tidnaldeteriiiinantc  der  (irundform  und  ihrer  llesse'scht^u 
Covariante)  der  biquadrati^^chen  Form  (A  ß  C  D). 

§  44.    Auch  für  das  FUnfeck  lassen  sich  nach  dem  an* 

gegebenen  Priucij»  bemerkenswerte  invariante  i'uiikti  con- 
struieren.  Es  sei  nenilich  (Fig.  6)  A  Ii  C  D  Fi  ein  Ijrliebiges 
Fünfeck,  und  es  sei  nun  P  ein  solcher  Punkt,  dass  das  Dopptl- 
verhältniss  {V  A  E  D)  =  {P  Ii  E  0)  sei;  diese  Eigenschaft  wür(k 
dem  Punkt  P  offenbar  die  Eigenschaft  der  Invarianz  geben 
Nach  unseren  Ausführungen  mOssen  dann  die  Fusspunktsdrei- 
ecke des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Dreiecke  ADE  und 
Ii  E  C,  nenilich  F,  F,  F^  und  G,  G3,  einander  ähnlich  sein. 
AVenn  nun  F^  F^  F^  =  G^  G^  G^  ist,  so  folgt  nach  den 
Sätzen  der  Augulurceutrik: 
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also  APE-BPE^ADE-^  BCE, 

oder  APB^ADE+BCE^CED^OMD, 

also,  wenn  man  das  Fusspunktsvititck  X  YZT  des  Punktes 
in  Bezug  auf  AB  C D  consiruiert, 

(1)  ^APB^^YZT, 


Fig.  6.. 

X 


Letzterer  Winkel  ist  natürlich  bei  gegebener  Ln<((^  der 
l'unktü  A^  2?,  6',  /),  E  bekannt,  und  somit  wird  P  t'inmal  auf 
einem  leicht  zu  coiistruierenden  KreLsbogen  Uber  A  Ii  liegen. 

Wenn  ferner  <         F^  =     Cr,  sein  soll,  so  ist 

in  üiijiUclier  Weise: 
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SiUnuig  der  mathri^yH,  Claase  vom  7,  Juli  1900. 


EPD  —  EAD:^  y  ;  r  c  +  e  n  c\ 

also  EFD-EPa  =  EAI)-{-  EBC,  oder 

(2)  C 1*  I)  =  AHB     AEB^  Y  X  T; 

also  liegt  P  auch  auf  einem  Kreisbogen  über  C  D,  der  den 
bekannten  Winkel  Y  X  T  fasst.  Die  Kreise  APB  und  C  P  D 
werden  sich  natürlich  noch  in  einem  weitem  Punkte  P' 
schneiden.  Die  Construction  der  Kreise  APB,  resp.  C  P  D, 
geht  wohl  am  leichtesten  so  vor  sich,  dass  man  durch  A  eine 
Parallele  mit  TZ,  durch  B  mit  YZ  zieht;  der  Schnittpunkt 
der  beiden  wird,  neben  A  und  B,  einen  dritten  Punkt  des 
Kreises  APB  bilden.    Analog  natürlich  für  Kreis  C  P  l). 

Diese  Construction  wird  sich  ferner  ebensowohl  auf  das 
Öeitenpaar  BC  und  A  D  des  Vierecks  ABCD,  wie  für  A  B 
und  C  I)y  anwenden  lassen:  so  dass  man  also  über  .1  I)  einen 
Kreis  mit  <i  X  YZ,  und  Ober  B  C  einen  Kreis  mit  ^XTZ 
zu  beschreiben  hat,  um  zwei  weitere  invariante  Punkte  P" 
und  P'"  zu  erhalten,  u.  s.  w. 

Alle  oliiii*  ii  l'onstructionen  wlihIlü  .sich  in  cyküscher  Folge 
fünfmal  machen  lassen,  indem  man  statt  E  der  Heibe  nach  die 
aoderu  Punkte  A,      C,  D  vor  den  übrigen  uuszeichnet. 

§  45.  Punkt  E  hatte  im  vorigen  Paragraphen  eine  be- 
liebige Lage  gegen  die  vier  übrigen  Punkte  A,  0,  D  des 
Fünfecks.  Man  wird  die  Lage  so  specialisiren  können,  dass 
Punkt  E  mit  einem  der  invarianten  Punkte  P,      P'\  P'"  zu- 

samiuenfalle.  Otfenbar  ist  dann  ein  solcher  Punkt  ein  in- 
varianter Punkt  des  Vierecks  A  B  C  IK  uml  es  erbebt  sich  diu 
Frage,  was  für  ein  merkwürdiger  l'uukt  des  V  lerecks  il  C  i> 
alsdunn  E  tiein  wird. 

Es  muss  für  den  Zusammenfall  von  E  und  P  natürlich 

(1)     <iAPB=^AEB,       und  (2)    C  P 1)     C  E  U  sein. 

Aus  der  ersten  Bedingung  ergibt  sich,  dfiAPB=TZY 
sein  soll,  die  Gleichung: 

<l  A  E  B     TZ  7=  CE  D  —  CHI)  =  OED  —  C; 
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aus  der  Bweiten  CEJ)=fTXY=A£B  +  Ct  eine  Gleichung, 
die  mit  der  vorigen  identisch  ist.  Die  Aufgabe  ist  also  unbe- 
stimmt, und  man  wird  noch  die  Forderung  hinzustellen  können, 
dass  etwa  auch  P"  mit  E  zusammenfalle.   Dann  muss  auch 

AEjU  =  X  YZ^BEC--BKa  =  BEC-e; 

verknüpft  man  dies  mit  obiger  Gleichung 

AEß  =^  CEB  —  C, 
so  bekommt  man 

B  E  b  ^  i  H  —  B  E  D —  {b  -\-  g,  aisü 

(1)  BEI>^2R'^~^-, 

Weiter  muss  bei  dem  Zusammenfall  von  E  und  P"  auch  sein : 

^f^BEC=-XTZ^ÄED-^  f\ 
dazu  nehme  man  abermals  die  Gleichung: 

AEB=  CED  —  C, 
und  man  erhält  durch  Addition: 

Ali-  AEC  =  AEC-^^  —C.  oder 

(2)  AEC^2R^-~^ , 

Wir  gelangen  also  auf  diesem  Wege  abermals  zu  den 
»autoharmonischen  Punkten*  als  invarianten  Punkten:  E  ist 
dann  ein  Punkt  der  Govariante  welche  zu  der  biquadrati- 
schen Form  {ABC  D)  gehört  (vgl.  oben  S  4:3). 

Soll  ein  Punkt  einer  binären  Fomj  fünfter  Ordnung  zur 
Covariante  T  der  übrigen  vier  Punkt»'  gehJiren,  so  muss  nach 
Olebbcli ')  die  jsi  liit'lV  Invariante  R  der  i'urni  fünfter  Orilnunq' 
versflivviiiden.  \\  ena  umgekehrt  Ix  —  0  ist,  so  tritt  entwi  ili  i 
der  genannte  Fall  ein,  oder  der  Punkt  E  geli«  rt  t  inem  von 
drei  Quadrupeln  an,  die  aus  einer  gewissen  cubischeu  Gleichung 
bestimmt  werden. 

0  Vgl.  Clebsch  a.  o.  0.,  p.  854  f. 
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Der  aufmerksame  Leser  wird  bereits  gesehen  haben,  dass 
die  Yorangehenden  Paragrapben  auf  Schritt  und  Tritt  zu 
weiterer  Ausgestaltung  drängen  und  zu  neuen  Problemen  fllhren. 
Für  jetzt  habe  ich  nur  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker 
auf  den  Satz  des  §  1  lenken,  und  zugleich  einige  sich  leicht 
ergebende  IllustratioiK-n  und  Amvendungcu  desselben  ^eben 
wollen.  Auf  genauere  I )eterniinationen,  auf  analytische  Unter- 
suchungen u.  tj.  ^v..  inusste  ich  gegenwärtig  verzichten:  ich 
möchte  auch  lieber  zuerst  gewisse  hieher  gehörige  Teile  der 
Isogonalcentrik  —  namentlich  die  Isomorphopolcentrik  —  in 
eigenen  Artikeln  ausführen  und  begründen. 

Zum  Schlüsse  dieser  Ausführungen  aber  möchte  ich  noch  ein 
wärmstes  Wort  des  Dankes  an  einen  hochverehrten  Freund  ent- 

ricbten,  und  auf  seinen  massgebenden  Einiluss  auf  ihr  Zustande- 
kommen iiiii  weisen.  Der  Grundgedanke  dieser  Paragrajdicn  ist  ans 
den  Vorlesungen  von  Vlerrn  Prof.  Dr.  Lindem  ann  über  In- 
varianten- und  Functionentheorie  herausgewachsen;  auch  man- 
ches Detail  geht  auf'  diese  Vorlesungen  zurück. 
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Ueber  die  Reducirbarkeit  eines  Pfaff'schen  Systems 
auf  eine  gegebene  Zalil  von  Termen. 

Von  Bteard  tob  Weber. 

(SiMgilat^fm  7.  JuU.) 

1*  Eines  der  zunächst  sicli  darbietenden  und  wichtigsten 
Probleme  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Systeme  Pfaffscher 
Gleichungen  ist  die  Beantwortung  der  Frage:  Welches  sind 
die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  da- 
für, dass  ein  gegebenes  System  von  n  —  m  Pfafrschen 
Gleichungen  in  n  Variabein: 

(1)  ti       — 5>  afAC^i»-^»)«^-^«  (A=  1,  2, ..»  — m) 

1 

sich  auf  eine  Form  mit  nur  i  Differentiaielementen: 

(2)  i>F.,df,^0  (Ä«1.2,..ii-.m) 

I 

bringen  lasst,  wo  f^,  . .  fx  unabhängige  Funktionen 
der  Yariabeln  x^,.Xn  bedeuten,  und  unter  t  eine  Zahl 
verstanden  wird,  die  nicht  kleiner  als  n  —  m  und 

niclit  grösser  als  n  —  2  ist? 

Wir  wollen  die  Beantwortung  dieser  Frage  «das  Problem 
A*  nennen. 

Die  Annahme  t  ss  n  —  1  flihrt  auf  eine  triviale  Aufgabe, 
die  Annahme  t  =  »  —  m  auf  den  Fall,  dass  dos  System  (l) 

iinbescliräiikt  iiitcgrabcl  ist;  dazu  ist  bekanntlich  notwendig 
und  hinreichend,  da^js  man  identisch  habe: 
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wenn  gesetzt  wird: 


oXi       1  dXm+k 

odt;r,  für  die  unaufgelöste  Form  des  Systems  (1): 

E*  Irt  dXk^O   (i  =  1, 2, . .  n  —  im), 
daHs  die  alternirenden  bilinearen  Gleichungen: 

vermöge  der  llelationen: 

«I  M 

^ik  djck     I>  l.fc  <5u*  =  0   (i  =  1  . .  ♦!  —  m) 
t  1 

identisch  stattfinden. 

2.  Es  gilt  zunächst  der  Satz:  Damit  sich  das  Syst (M71 
(1)  in  der  Form  (2)  darstellen  lasse,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dass  in  der  alternirenden  Matrix: 


K  ''ml«,    ^  aM2* 


•         <  I 


^1«  /l 


Am  Ii    '  '  [q 

0     . .  0 


allr  '2  o  -\-  2 -reih igen  Ilaup 
iihch,  d.  h.  für  jedes  beliebige  Werthjsystem 

verseliwindeii,  wenn 
gesetzt  wird. 


u  n  t  e  r  d  1 1;  r  m  i  n  a  n  t  e  u  i  d  e  n  - 
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In  der  Tbat^  aus  unserer  Annahme  folgt,  daas  das  Pfaff'sclie 
System 

(4)  d x^^k  =  L  «lA  dxt\  ci /j  =  0, .  .  d =  0 

unbeschrankt  intcgrabel  sein  muss;  dazu  ist  nach  dem  oben 
gesagten  notwendig  und  hinreichend,  daas  die  n  n»  bilinearen 
Gleichungen: 

mm 

(5)  aa. <2d?f da?!» 0  («»l..n  —  m) 

}  I 

rermOge  der  Helationen  (4)  und  der  dazu  congruenten,  in  den 
6x  geschriebenen,  d.  h.  also  vermOge  der  Gleichungen: 

I  1 
identisch  bestehen;  dasselbe  muss  also  auch  fUr  die  Relation 

E  E  D  ^  a,*,f?aJ,aa?»  — 0 

bei  beli«'l)itren  Werten  der  /  stattfinden,  und  diese  Bedingung 
findet  bekanntlich ihren  Ausdruck  in  dem  Verschwinden  aller 
2  e  +  2-reihigen  Determinanten  in  (3). 

Umgekehrt,  sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  die  Gleich- 
ungen (4)  also  unbeschränkt  integrabel  und      ../l^      <  • 
ihre  Integrale,  so  kann  das  System  (1)  augenscheinlich  in  der 

Fuiiii  (2)  geschrieben  werden.  Eine  erste  notwendige  (al)er, 
wie  sich  zeigen  wird,  keineswegs  hinreicbrndc)  Hodingung  für 
die  M(>^'li(  hkeit  der  Darstellung  (2)  ist  also  die,  dass  der  Hang 
der  Matrix 

M— M 

(7)  L'^^a.fc.    (/,Aj  =  1,..w) 

I 

nicht  griis^er  als  2  q  sei.*) 

3.  Die  obigen  Bedingungen  können  offenbar  auch  so 
formulirt  werden: 

Vgl.  z.  B.  mein  Buch:  .Vorlesungen  über  das  Pftiff'sche  Problem* 
Leil'^i^,'  1900,  S.  808  ff. 

Diese  Bedingang  wurde  schon  Ton  H.  Grassmann  aiugesprocheD; 
vgl.  Herrn  Engels  Note  in  Grassroanns  Werken  Bd.  I,  Abt«  2,  pag.  480. 

18 
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Damit  sich  d«is  PfafT'sc  lic  System  (1)  nuf  eine  Form  mit 
nur  T  Diiferentialelemeuteu  reducireu  lasse,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dass 

1)  Oberhaupt  wenigstens  ein  Sjstem  von  Q^x—n-^-m 
congruenten  Relationenpaaren 

(8)  ^ji<^a;j-f  ,,  +  t«rf(ia;«  =  0 

(9)  +  -hf^<*a?i»*=0 

exi.stiro,  vermöge  dessen  alle  n  — m  bilineureu  Gleich- 
ungen (5)  identisch  eri'Ulit  »inJ; 

2)  dass  sich  unter  diesen  lielationensjstemcn  eines 
so  auswählen  lasse,  dass  die  Gleichungen  (1)  (8)  zu- 
sammen ein  unbeschrankt  integrables  System  bilden. 

Bei  der  Lösung  des  Problems  A  handelt  es  sich  natürlich 

darum,  die  Bedin«^unLren  für  die  Mügliclikeit  einer  Darstellung 
( )  »lurch  üleicliuugt  n  zu  isdien  den  C'oefficienten  des  ge- 
•4(  iMMion  iSystoms  (1)  allein  auszudrUi  krii,  also  t\--f--  ^'^^'^ 
(Irri  liodiummgen  der  vorigen  Nr.  zu  eliniiniren.  Für  die  ein- 
fachsten Fülle  m  =  .3  und  m  —  4  reicht  dazu,  wie  wir  sehen 
werden,  der  Satz  dieser  Nr.  vollständig  aus. 

In  allen  Fällen  erhält  man  aus  der  Forderung,  dass  in  der 
Matrix  (3)  alle  2  ^  +  2-reihigen  Determinanten  identisch  ver- 
schwinden, in  den  Unbekannten  fi . .     und  den  Independcnten 
Differentiatsystem  1.  0.,  das  auf  seine  Intcgrabilität 

hin  zu  untersuchen  ist. 

4.  Statt  dieses  Diti'erentialsystems  wollen  ^vir  indes  ein 
anderes  betrachten,  das  für  unsere  Zwecke,  insbesondere  für 
die  Behandlung  des  sogleich  zu  besprechenden  «Problems  i^* 
besonders  geeignet  ist.  , 

Aus  der  Darstellung  (2)  des  Pfaff 'sehen  Systems  (1)  folgt, 
dass  die  Relationen 

für  jedes  Wertsystera  der  arbiträren  Constanten  r  ein  r-gliedriges 
Integraläquivalent,  also  wenn  wir  die  Ausdrucksweise  d(>r  Oco* 
metrie  in  dem  n-dimensionalen  Punktraum  Rn  (^t  •  •  ^m)  heran- 
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ziehen,  eine  „» —  r-dimensionale  Integralmannigfaltigkeit,*  oder 
kurz  eine  , Integral- JI/„ des  Pfatf 'sehen  Systems  (1)  dar- 
stellen. Durch  jeden  Punkt  xf^.  .af^  geht  eine  und  nur  eine 
solche  hindurch.    Wird   eine  dieser  M^^^  durch  die 

Relationen 

(10)  Xi  =  (pi  (Mj,  Mj,  . .  Uy)   (t=l..n;  v  =  n  —  t) 

dargestellt,  wo  die  m  wesentliche  unabhängige  Parameter  be- 
deuten, so  genügen  die  x  identisch  den  Diiferentialgleichungen 

(11)  i|w±A  _  _  1      y.  /i  =  1, . .  n  —  m) 
und  somit  auch  den  folgenden: 

(12)  ^  1^  =  0 

II  dilrdU,  ... 

(r,  s  =  1,  2,  .  .  v;  Ä  =  1,  2,  .  .  n  —  m), 

die  .sich  durch  Derivation  von  (11)  nach  ?i,  .  .  m,.  und  Ver- 

9^  X 

gleichung  der  links  auftretenden  Ableitungen  ^  v^*  ergeben. 

Wir  wollen  das  System  (11)  (12)  mit  Sy  bezeichnen.  Umge- 
kehrt liefert  jedes  Integral  (10)  des  Differentialsystems  6V  von 
der  Eigenschaft,  dass  in  der  Matrix 

•  ,  ; 

im 

(r  =  1, . .  v)    .       •.  T 

nicht  alle  i'-reihigen  Determinanten  identisch  verschwinden, 
eine  Integral-J/„_r  von  (1). 

Ist  ferner  das  Dilferentialsystem  so  be.schaffen,  dass 
durch  jeden  Punkt  af^.  .  a;^  eines  gewissen  w-dimensionalen 
(also  nur  durch  Ungleichungen  dt  finirten)  Gebietes  des  I{„ 
wenigstens  eine  Integral-jl/„_,  hindurchgeht,  so  liisst  sich 
das  Pfaff'sche  System  (1)  in  der  Form  (2)  schreiben,  und 
umgekehrt. 

18* 


(13) 


dx^dX^ 
9  Mr  9  Ur 


dx» 
dUr 
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5.  Aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Systeme  partieller 
Differentialgleichungen')  ergeben  sich  jetzt  nachstehende 
Resultate. 

FDgt  man  zu  dem  System  8^  der  Reihe  nach  diejenigen 
Gleichungen,  die  aus  ihm  durch  wiederholte  Derivation  nach 
t«,  .  .  w„  hervorgehen,  so  gelangt  man  nacli  einer  endlichen  An- 
zahl solcher  Derivationen  entweder  (durch  Kiimiuation  der 
partiellen  Ableitungen  der  x)  zu  Widersprüchen,  ev.  Relationen 
in  den  Yariabeln  x  allein,  oder  zu  einem  DifferentialsTstem, 
das  durch  Auflösung  nach  gewissen  partiellen  Ableitungen  der 
X  in  ein  »canonisches,  passives  System'  H  verwandelt  werden 
kann.  Als  canonische  Form^)  kann  man  dabei  immer  eine 
solche  wählen,  die  aus  lauter  Rclutionen  der  Form 

mit  folgenden  Eigenschaften  besteht:  Keine  der  links  vor- 
kommenden Ableitungen  tritt  auf  einer  der  rechten  Seiten  auf; 

9/^«  +  --  +  >'r  JCfc 

für  jede   in  <Pi  ^^^^    vorkommende  Ableitung   

ist  2' />' <  Jl' ü ;  gilt  Jas  Gleichheitszeichen,  so  ist  /•  < /.  und  im 
Falle  k  =  i  die  erste  nicht  verschwindende  der  Differenzen 
ßi  — ^  ctp  ßt —  «2  -  •  •  positiv.  Bezeichnet  man  mit  Kiquier  die 
auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungfen  2  vorkommenden  par- 
tiellen Ableitungen  und  alle  die  unbegrenzt  vielen,  durch 
Derivation  nach u^,,fK  daraus  hervorgehenden  Ableitungen  als 
«principale*^,  die  Yariabeln  .i\  .  .  Xtt  selbst  und  die  noch 
übrigen  partiellen  Ableitungen  der  x  als  , parametrische*' 
Grössen  des  Systems  2",  so  findet  die  Passivität  des  letzttrtu 
darin  ihren  Ausdruck,  dass  man  vernir>ge  der  Gleichungen  JS" 
und  der  daraus  durch  unbegrenzte  Derivation  folgenden  Re- 
lationen jede  principale  Ableitung  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
durch  die  parametrischen  Grössen  allein  ausdrucken  kann. 

1)  Vgl.  C.  Riquier,  Ann.  oc.  norm   1803,  p.  G5,  123,  167;  Par.  sav. 
[etr.]  32;  A.  Trosse,  Acta  inatli.  18  p.  1  (1894)  u.  a. 
*j  Vgl.  A.  Treaae  a.  a.  0. 
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Sind  dann  u^^,,u^  beliebige  Ckmstfinte,  so  besitzt  das 
Differentialsystem  JT  —  und  infolgedessen  auch  das  System  Sy 
—  ein  und  nur  ein  System  an  der  Stelle  regulärer  Inte*,n  al- 
fimkfcionen  a;, . .  a?»  von  der  Kigenschaft,  dasä  sich  die  x  und 

ihre  sämtlichen  parametrisdien  Ableitungen  ^  -t^r^^^^^!  ver- 

möge  der  Gleichungen  u^=u^ ,  ,u^=su^  bezw.  auf  die  will- 
kürlich TOigesehriebenen  «Anfangswerte* 

reduciren,  vorausgesetzt,  dass  die  rechten  Seiten  der  Gleich- 
ungen in  der  Umgebung  dieser  Anfungswerte  regulär  sind, 
und  die  n  Potenzreihen 

einen  genieinünincMi  w-dinicnsionalen  Couvergeuzbezirk  besitzen. 

Insbesondere  besitzt  also  das  System  2  wenigstens  eine 
Integral-Jl£i>,  die  den  willkürlich  gewählten  (nur  durch  Un- 
gleichungen beschränkten)  Punkt  a/^.  .af^  enthält;  hieraus  und 
aus  der  vorigen  Nr.  folgt: 

^Diuiiit  das  rtVdf'sche  System  (1)  sich  in  der  Form 
(2)  darstellen  lasse,  worin  die  i  Funktionen  f^-.fr 
von  einander  unabhängig  sind,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  aus  den  Relationen  St  und  den  Gleich- 
ungen, die  hieraus  durch  unbegrenzt  wiederholte 
Derivation  nach  M, . .  u,  hervorgehen,  weder  das  Ver- 
schwinden aller  y-reihigen  Determinanten  der  Matrix 
(13),  noch  eine  Kelation  zwischen  den  Yariabeln^r,. 
allein  folge.  Ob  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  oder 
nicht,  lässt  sich  in  jedem  einzelnen  Fall  durch  eine 
endliche  Zahl  von  Differentiationen  und  Eliminationen 
entscheiden. 


')  Pie  Summe  erstreckt  sich  über  alle  pai-amcU  ischeu  Ableitungen  von  xh . 
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Bezeichnet  man  allgemem  mit  Si  das  System: 

dUf         I        d  Uf 

(r,  $  =s  1,  2,  . .  A ;  /*  =  1,2,..»  —  w) » 

und  besitet  8r  die  im  vorigen  Satze  genannte  Eigenschaft,  so 
gilt  Analoges  a  fortiori  für  alle  Systeme  Sx,  wo  X<v. 

Verlanj^t  man,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  dass  die  n  — y  =  t 

Funktionen  hinsichtlich  Xy^i  .  .  Xy^o .  .  x„  uiiubliängig  seien, 
so  kann  niiin  in  «S,.  diu  Variabelii  .  .  Xp  statt  t*j . .  J^ls 
liidepondente  einlühren. 

().  Die  Bedingungen  der  vorigen  Nr.  verlangen  natürlich 
vor  allem,  dass  nicht  schon  aus  den  Delationen  (11)  (12)  selber 
das  Verschwinden  aller  v-reihigen  Determinanten  in  (13)  oder 
eine  Relation  zwischen  den  x  allein  hervorgehe,  m.  a.  W.,  dass 
sich  V  linear  unabhUngige  Funktionensysteme 

derart  bestimmen  lassen,  dass  die  Beziehungen 

m  m 

(15)  S'  L*  «,kA  Vir  IJkB  =  0 

1  1 

(r,  5  =  1,  2, .  . .  v;  A  SB  1,  2, .  .  n  —  m) 

erHlllt  sind.  Ks  ist  (iies  nichts  aniU  n»  als  div  m  Nr.  J>  unter 
1)  aufgestellte  I'ordn  unL"".  In  <ler  That,  gibt  es  v  —  n—T  =  m — o 
Grüssensysteuiü  (14)  der  geuanuteu  Eigenschaft,  so  besitzen  die 
Gleichungen 

]^  »/<»  f.  =  0    {s  =  1,  2, .  .  w  —  ^) 

genau  q  linear  unabhängige  Lösungensysteme 

Ii  m  fii  "  'imi    (*  =  1,  2, . .  o), 

und  die  bilinearen  Gleichungen  (5)  sind  offenbar  veimöge  der 
Q  linear  unabhängigen  Kelationenpaare  (8)  (9)  identisch  erfüllt. 
Umgekehrt,  ist  letzteres  der  Fall,  und  bedeuten  die  Grössen 
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(Ii)  die  V  linear  unabhängigen  Lösungensysteme  der  lie- 
lationen : 

so  bestehen  ofienbar  auch  die  Beziehungen  (15),  was  zu 
zeigen  war. 

7.  Bemerkenswert  ist  der  Spezialfall,  dass  schon  das 
Differentialsystem  8y  selber  durch  Auflösung  nach  gewissen 

Ableitungen        in  ein  canoniaches  passives  System  yerwandelt 

werden  kann.  Dazu  ist  iiotweii.li;^^  uinl  liinreicheiid,  diiss  diis 
System  S,.  und  die  (ück  liiiiif^n'ii.  die  liierauü  durch  unbegrenzte 
Derivatiun  nacb  d»ii  '/  toi<j^en,  weder  das  Verschwinden  aller 
y- reih  igen  Determinanten  (13)  noch  auch  irgend  eine  nicht  in 
Sr  enthaltene  Relation  zwischen  den  Grössen 

^"  ^     (» =  1, . . «;  r  =  1, . .  y) 

zur  Folge  haben.    Alle  Systeme  8^^  8^^  .  .  >SV-i  besitzen  dann 

a  fortiuri  die  analogea  Eigenschtiften. 

8.  Eine  weitere  Spezialisirung  der  Annahme  der  letzten 
Nr.  ist  fUr  die  allgemeine  Theorie  der  partiellen  Differential- 
probleme  von  besonderem  Interesse.  Es  seien  fllr  das  System 
Sr  die  Bedingungen  der  vorigen  Nr.  erfüllt,  und  es  werde  die 
Forderung  hinzugefügt,  dass  aus  Sr  und  den  aus  ihm  durch 
Derivationen  folgenden  Gleichungen  keine  andern  Relationen 
in  den  Variabein 

folgen,  als  solche,  die  vermöge  >S,._i  (vgl.  Nr.  5)  identisch 
bestehen,  ebenso,  dass  aus  dem  System  »SV^i  und  den  daraus 
durch  unbegrenzte  Derivatiou  folgenden  Gleichungen  fUr  die 
Yariabeln 
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keine  andern  Relationen  henrorgeben  können,  als  solche,  die 
in  enthalten  sind,  u.  s.  w.,  endlich  dass  zu  «Sj  in  der 
analogen  Beziehung  stehe.  Betrachten  wir  jetzt  eine  beliebige 
Integral- JU^-i  des  DiflPerentiakfstetns 

(17)  Xi'*fpt(u^u^..u,^i)   (i»l,2, ..»), 

und  beachttn,  dass  jede  j);irtielle  Ableitung  der  j-,  die  in  der 
canonischen  Auflö.smi«^  von  S*,.  i  parametriscli  ist,  infolge 
unserer  Annahmen  sich  offenbar  auch  unter  den  parametrischen 
Ableitungen  der  canonischen  Form  von  S,.  find(  t,  so  erschliesst 
man  nach  Nr.  5  die  Existenz  einer  haiegral-M,  des  Systems  Sr, 
die  jene  Integral-i^^i  vollständig  enthält.  Eine  Ausnahme 
würde  nur  dann  eintreten,  wenn  fttr  jedes  Wertsystem  der 
Grössen  (16),  das  durch  die  Relationen  (17)  delinirt  wird,  die 
rechten  Seiten  der  canonischen  Auflösung  von  8,  aufhörten, 
sämtlich  n^lär  zu  sein.  Da  dies  aber,  wie  man  leicht  er- 
kennt, nur  für  besondere  lntegnil-JA,._i  eintreten  kann,  die 
iiusser  Sy-i  noch  andere  partielle  Dillerentialgleichungen  er- 
lUileu,  so  schliesst  mau: 

Unter  den  zu  Anfang  dieser  Nr.  gemachten  Voraus- 
setzungen geht  durch  jede  Integral- Jlf,  des  gegebenen 
Pfafrschen  Systems  im  Allgemeinen  wenigstens  eine 
Integral- J/g,  durch  jede  Intei^ra  1- J/^j  wenigstens  eine 
Inte^ral-jlf,  etc..  endlich  iliirch  jede  Integral- J/,-] 
wenigstens  eine  Integral- J/^. 

Die  Aufstellung  der  hiezu  notwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Coefficienten  am  des  Pfaff- 
schen  Systems  bezeichnen  wir  als  das  , Problem  B.*  Es  er- 
hebt sich  in  jedem  einzelnen  Fall  insbesondere  die  Frage  nach 
der  grössten  Zahl  >'  von  der  angegebenen  Bes^hafienheit. 

9.  Damit  die  Forderungen  der  vorigen  Nr.  erfdUt  seien, 
ist  vor  allem  nötig,  dass  ausser  den  Bedingungen  der  Nr.  6 
noch  die  folgenden  erfüllt  seien:  Bezeichnet  man  allgemein 

mit  Gx  das  lielationensystem 
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m  m 
1  1 

(r,  6'  SS  1,  2, .  .  A ;  Ä  =  1,  2, .  .  «  —  m), 

so  dürfen  aus  den  Relationen  Gr  durch  Elimination  der  tj,y 
nur  solche  Relationen  folgen,  die  vermöge  Gy^\  identisch  Li  füllt 
sind,  ebenso  dürtVii  aus  6r,_,  durch  Elimination  der  >/,.,. _i  mir 
solche  Gleichungen  hervorgehen,  die  in  6rv^2  enthalten  sind,  u.s.w. 

In  den  einfai-hsicn  Fällen  w  =  3  und  in  =  4  wird  sich 
kerausstellen,  da»  dieae  Bedingungen  zusammen  mit  denjenigen 
der  Nr.  6  bereits  die  Passivität  des  Differentialsystems  8^  zur 
Folge  haben. 

10.  In  den  Fallt  n  ///  =  1  und  m  ==  2  sind  die  Probleme 
A  und  B  trivial.  Wir  betrachten  daher  zunächst  das  Pfa£f*scbe 
System : 

(18)  dxs^k^akdxi+Oikdxi  +  thkdxs  (ä=  1, 2, . 3), 

und  fragen,  unter  welchen  Bedingungen  sich  dieses  System  auf 
eine  Form  mit  n  —  2  Differentialelementen  bringen  lässt. 

Soll  zunächst  durch  jede  Integral- Jfj  (oder  .Integralcunre") 
des  Systems  eine  Integral-Jf^  gehen,  so  müssen  die  Gleichungen 

(19)  I.  i]k  =  0    (Ä  =  1,  2,  .  .     -  3) 
1  1 

für  jedes  Werisysteni   5,  »mii  davon  linrar  unabhän<^nL,'-«'s 

Lösiini^ciisystcm  /y„  /ulassen,  und  ilics  kann  (dVcnbar  nnr 
dann  eintreten,  wenn  sich  die  n  —  .*J  biliiieuren  Gleichungen 
(19)  auf  eine  einzige  reduciren,  d.  h.  wenn  in  der  Matrix 

|!  «wi    «Ml    «sn  ' 

^^^^  I  «»1«    "m    «•»  |( 

I    •       •  -II 

alle  zweireihigen  Determinanten  identisch  Yerschwinden.  Sind 
also  etwa  die  Elemente  der  ersten  Zeile  nicht  alle  null,  so 
muts  man  haben: 

=  QkOiki  (Ä»2,3,, — w;  1,2,3). 
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Ich  habe  diese  Annahme  in  einer  früheren  Abhandlung^) 
ausführlich  untersucht.  Es  sei  hier  nur  hervorgehoben,  dass 
ein  Pfaff*sches  System  (18)  dieser  Art  unbegrenzt  viele  Integral- 
besitzt,  und  dass  jede  dieser  von  od'  , charakteristischen 
Curven*  erzeugt  wird,  die  durch  das  simultane  System  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen 

tlehuirt  -sintl;  man  eiliiilt  dir  J/^,  die  durch  eine  beliebig  vor- 
gegebene Integral-Ü/,  des  8ysteni.s  (18)  hindurchgeht,  indem 
man  alle  diejenigen  ao*  charakteristischen  Curven,  die  bezw. 
von  den  oo^  Punkten  der  Integral- Jfcfj  auslaufen,  ZU  einer 
zusammenfasst  Dieser  einfache  Satz  enthält  als  Spezialfall 
Cauchy^s  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  eister 
Ordnung  mit  zwei  Independenten,  sowie  die  Theorie  der  von 
Lie*)  so  genannten  ,Darboux*schen  Systeme^  erster  Klasse, 
d.  h.  derjenigen  partiellen  DiftVrentialproblenie  in  zwei  Indepen- 
denten, auf  welche  sich  Cauchy's  Methode  übertragen  lässt. 

11.  Soli  das  System  (18)  überhaupt  eine  Darstellung 

(21)  dU^Fi^df  (/*=l,2,..fi-a) 

zulassen,  so  muss  es  nach  Nr.  3  ein  Funktionensystem  ti|t», 

geben,  derart,  dass  die  (ileichungen 

3  3 

(22)  ^^^aakdXiöXH^^    (Ä=l,.,«  — 3) 

vermöge  der  Kelationen 

(23)  w,  dx^  -1-  tt,  dx^  -J-  ttj  dx^  ~  ü 

erfüllt  sind;  also  hat  man 


M  «Zur  Invariantentfaeorie  der  Systeme  Pfaff 'scher  Gldchungen*! 
Leipziger  Berichte  1898,  p.  207. 

<)  Leipziger  Berichte  1895,  p.  71. 
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u,  «,   ttj  0 


=  0  oder  -|  aai^  «<2  +  am  W3  =  0 ; 


in  der  Matrix  (20)  mflssen  also  alle  dreireihigen  Determinanten 

identiscli  verschwinden.  Sind  nun  niclit  alle  zweireihigen 
Deteniiiiianten  null,  so  besitzen  <lif  <fkichungen  (21)  eine  und 
nur  eine  AuHosung,  und  es  kt)!imit  noch  die  weitere  Forde- 
rung hinzu,  dass  dir  nit  irli untren  (IH)  {2'^)  zusammen  ein 
unbeschränkt  integrahleä  Üjutem  bilden.  Man  ündet  hierfür 
die  Bedingung: 

0  =  U,  ~       Mg)  4-  W,  (^Ji^  li^  -  ^,  Mj)  -I-       (^j  M,). 

Durch  Betrachtung  spezieller  Fälle  überzeugt  man  sich 
leicht,  dass  diese  Bedingung  nicht  für  jedes  beliebigt;  System 
(In)  stattfindet;  ist  sie  erfüllt,  so  erhält  man  durch  Integration 

des  Systems  (18)  (2'^)  eine  und  wesentlich  nur  eine  Dar- 
stellung (21). 

Die  Probleme  A  und  JS  sind  damit  für  m  =  3  voll- 
ständig erledigt. 

12.  Soll  das  Pfaff'sehe  System 

(25)  dxij^-h  =  1j  (lih  dxi   (A  =  1,  2, . .  w  —  4) 

1 

auf  eine  Form 

(26)  dfH=Fkdf  (y*^l,2,..»-4) 

gebracht  werden  können,  so  nlu^s  zunächst  der  Rang  der  Matrix 


(27) 


«-4 


r*a,MiU  .         =  1,2,3,4) 


Ii  1 


gleich  zwei  sein.   Deuten  wir  daher  $^  und  ebenso 

Vi  - '  Vi  homogene  Punktcoordinaten  eines  B^^  so  sind  alle 
linearen  Compleze  des  B^,  die  in  der  Schaar: 
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4      4  »-4 

(28)  L*  (I>  OfMk  W  ^<  1?*  -  0 

1    1  1 

enthalten  sind,  speziell. 

Es  werde  mit  x  der  Bang  der  Matrix 

 r 


(29) 


(/i  =  1, . . .  .  »  —  4) 


bezeichnet.  Ist  dann  x  —  l,  d.  h.  reducirt  sich  die  Zulil  linear 
unabhängiger  Complexe  der  Schaar  (28)  auf  eins,  so  kommen 
wir  auf  den  Fall  zurück,  den  ich  in  meiner  pag.  284  citirten 
Arbeit  betrachtet  habe.  Die  Redaktion  auf  die  Form  (26)  ist 
auf  unendlich  viele  Arten  möglich,  und  zwar  geben  durch  jede 
Integral-ü/j  unbegrenzt  viele  Integral- Jlf,,  durch  jede  der  letz- 
teren wenigstens  eine  Integral-3fj,  hindurch.  Umgekehrt,  soll 
d'wa  der  Fall  sein,  so  inusii  zwei  der  Han^  von  (27)  und  eins 
derjenige  von  (29)  sein;  in  der  That  lulgt  nach  Nr.  9  aus  der 
goniachtLU  Annahme,  dass  durcli  j<'(lon  Punkt  dps  /?..  w(  iiij;- 
stens  eine  Gerade  gehen  muss,  die  allen  Compicxen  der  Schaar 
(28)  gemeinsam  ist,  und  durch  jede  solche  Gerade  eine  Ebene, 
deren  sämtliche  Geraden  den  Oomplexen  der  Schaar  gemeinsam 
sind,  und  dies  kann  offenbar  nur  eintreten,  wenn  alle  Com- 
plexe der  Schaar  (28)  speziell  und  identisch  sind. 

13.  Ist  der  Rang  der  Matrix  (27)  gleich  2  und  >«  =  2, 
d.h.  ('iitliält  die  Schaar  i-i"  /  zwei  und  nur  zwei  linear  uu.il}- 
hängige  Complexe,  bilden  die  Tipitgeraden  der  oo'  Complexe 
der  Schaar  ein  ebenes  BUschel.  ist 

(30)  I,  +  w,  f  ,  +     1.  +  »4 14  «  0 

die  Gleichung  der  Büschelcbene,  so  ist  das  Rclationeupaar 

(31)  w^dx^'jr  *  >  +  Wtdx^=BO 

(32)  tv^  d  x^      .  .  -\-      dx^  =  0 

das  einzige,  yennöge  dessen  alle  bilinearen  Gleichungen: 

4  4 

(33)  X'^aikkdaudXi  =  0    (Ä=l,..»  — 4) 
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identisch  erftlUt  sind.  £s  gibt  dann  eine  (und  nur  eine)  Dar- 
stellung (26),  wenn  das  Pfaff'sche  System  (25)  (31)  unbe- 
schrankt integrabel  ist,  d.  h.  wenn  in  der  Matrix: 

,  ^  f'it  '  ßu  Ii 


alle  4-reiliigen  Haupttinterdeterroinftnten  verscliwinden.  Dieser 
Fall  liisst  sich  Ifitlit  aui  acnjfMiijifi'n  dor  Nr.  1 1  zurückführen. 
Unter  der  gemachten  Annahnic  gibt  es  nämlich  ein  Funktionen- 
sjiitem  C|  •  •      das  den  Ilelationen 

4 

(34)  i:^aakii^O   (*  =  1 . .  4;  Ä     1, . . «  —  4) 

genügt,  indem  i  den  gemeinsamen  Schnittpunkt  der  Leit- 
gerndt'ii  der  Complexe  (28)  bezeichiift:  also  gestattet  das 
Pfaft'sche  System  (25)  die  infinitesimale  Transformation*) 

und  wird,  indem  man  die  n  —  1  Integrale  der  Gleichung 

(35)  ^,A,f-\-.,-\-^,A,f^O 

als  neue  Variable  einführt,  auf  ein  n  —  4-gliedriges  Pfatl  schos 
System  in  «  —  1  Variabein  reducirt,  für  das  also  m  den  Wert  3 
hat.  Da  die  Anzahl  unabhängiger  bilinearer  Covariantcn  durch 
die  Transformation  sich  nicht  ändert,')  so  erhalten  wir  in  der 
That  den  Fall  der  Nr.  11. 

Ist  2  der  Rang*  yon  (27)  und  x  »  8,  sind  also  3  und 
nicht  nuhr  liiuai  unabhängige  Complexe  in  der  Schaar  (28) 
vorhuudcn,  so  besteht  letztere  aus  co*  speziellen  Complexen, 
deren  Leitgeraden  entweder  durch  einen  l'iinkt  .  .  $^  gehen, 
oder  eine  Ebene  (130)  erfüllen,  je  nuciidtia  die  Gleichungen  (M) 
eine  Lösung  besitzen  oder  nicht.  Im  letzteren  Falle  ergeben 
sich  fUr  die  Möglichkeit  einer  Darstellung  (2(»)  ganz  analoge 


S.  meine  Arbeit,  Leipziger  Berichte  1898^  p.  209. 
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Bedingungen  wie  soeben ;  im  erstereu  Falle  int  eine  Darstelluug 
(^6)  überhaupt  nicht  möglich. 

Da  nun  unter  der  Annahme,  dass.  2  der  Rang  der  Matrix 
(27)  sei,  in  der  Schaar  (28)  mehr  als  drei  linear  unabhängige 
Complcze  nicht  enthalten  sein  können,  so  sind  die  Probleme 
A  und  B  für  den  Fall  w  =  4,  v  =  3  völlig  erledigt. 

14.  Wir  weiiilcii  uns  zu  i\em  Problem  JJ  uuiw  der  An- 
naluuü  in  =  4,  y  =  2;  dar  liaug  der  Matrix  {27)  werde  mit 
2  0  bezeichnet. 

1)  2  a  4,  x  SS  1.  Nach  meiner  oben  citirien  Abhand- 
lung kann  das  Pfa£f*8che  System  (25)  auf  unbegrenzt  viele 
Arten  in  der  Form 

goscUriebcn  werden,  worin  die  n  Funktionen 

9%  fv  fr  •  •  fn-*^  ^ 

tinabliiingig  sind;  durch  jede  Integral-ilfj  gibt  es  unbegrenzt 
viele  lntegral-3f2. 

2)  2  o  =  4,  =  2.  Die  Schaar  (28)  enthält  nur  zwei 
(im  allgemeinen  verschiedene)  ä])eziellc  Oomplexe.  Durch  jeden 
Punkt  f,  der  nicht  auf  einer  Leitgeraden  eines  der  speziellen 

(■()ni|)lexe  li<'gt,  geht  eine  einzige,  den  Komplexen  (2S)  gemein- 
same Genu]*».  so  da^is  die  Hedingungen  der  Nr.  Ü  erfüllt  «ind. 
Ferner  hat  das  System  8^  hier  die  Form: 

(36)  =  h  «.» l  '''  (A  =  1, . .  n  -  4j  r  =  1, 2) 

0")       ^J.L»««.|-'''*'-ü  (A=l...«-4). 

(wobei  man  von  den  Relationen  (37)  nur  die  zwei  ersten  bei- 
zubehalten  braucht),  und  kann  nach  den  Grössen 

(/,-!..« -4) 
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aufgelöst  werden:  (lio^o  Auflösung  ist  canonisch,  und  offenbar 
passiT,  da  die  zwei  Werte,  die  sich  für  jede  der  Ableitungen 

 durch  Deriviition  von  (^3t)j  ergeben,  vermüge  (37) 

identisch  ausfallen.  Dementsprechend  geht  durch  jede  Integral- 

curve  des  Pfaff'schen  Systenies  (25)  mindestens  eine,  und,  wie 
ju.ui  leiclit  L'ikeuut,  auch  nur  eine  Integr.il-J/j  hiiuhirch.  Eine 
Aubiiahaie  tritt  nur  ein,  wenn  die  gegebene  integral-J/,,  die 
wir  durch  Gleichungen  der  Form 

=  V'.  ("i)    (i     1  . .  «) 
definirt  denken,  ausser  den  Relationen 

auch  noch  das  eine  oder  das  andere  der  Gleichungspaare: 

«.„  ^    =  0;  1>Ä..'*'=0   (i  =  l,2) 
erfüllt,  wobei  die  beiden  Ilelationenpaare 

bezw.  die  Direktricen  der  in  der  Scliaar  (28)  iiillialtenen  zwei 
speziellen  Coniplexe  deüuiren  sollen.  Eine  solche  iutegral-3/| 
heisse  eine  ^Charakteristik";  sie  ist  auf  »inbegren/t  vi*»len 
zweifach  auagedehnten  Integralmannigfaltigkeiten  des  Pfaä'schen 
Sjstems  (25)  enthalten.  Umgekehrt  enthalt  jede  Integral-3/, 
je  einfach  unendlich  viele  Charakteristiken  eines  jeden  der 
beiden  Systeme. 

Wie  num  sielit.  ergibt  sich  hier  eine  Theorie,  die  den 
bekannten  Siltzen  über  partielle  Diilereiitialgleichujigeii  '1.  Oi  d- 
nung  mit  zwei  Independenten  ganz  analog  ist,  und  auch  wirk- 
lich nicht  nur  die  zuletzt  genannte  Theorie,  sondern  auch  die- 
jenige der  sog.  Darboux'schen  Syst^jme  zweiter  Kliisse  als 
Spezialfälle  in  sich  schliesst.  indem  wir  wegen  weiterer  Einzel- 
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lieiten  teils  auf  eine  frühere  A)•11andIu^^^M  teils  auf  eine  an 
anderer  Stelle  zn  gebende  ausführliche  Darlegung  yerweisen 
müssen,  erwähnen  wir  hier  nur  noch,  dass  jedes  n  -  m-gliedrig« 
Pfaff'sche  System  in  n  Yariabeln,  dessen  bilineare  GoYarianten 
äch  auf  genau  m  —  2  linear  unabhängige  reduciren,  zu  einer 
analogen  Theorie  Anlass  gibt,  indem  es  im  Allgemeinen  eine 
und  nur  eine  Integral-Jl^  besitzt,  die  eine  gegebene  Integral- 
J/,  enthält. 

Ist  2  o  =  4,  so  kann,  falls  die  BcilinLCungea  der  Nr.  9 
ftlr  1'  =  2  erfüllt  sein  sollen,  x  nicht  >  2  s«  In.  da  sonst  iiielit 
durch  jeden  Funkt  des  eine  den  Complexeu  (28)  gemein- 
same Gerade  hindurchgehen  könnte. 

3)  £^  sei  2<j  =  2;  dann  ist  x<:a. 

Ist  X  »  1,  so  kann  die  Zahl  v  der  Nr.  8  gleich  3  ge- 
nommen werden. 

Ist  X  SB  2,  so  kann  das  Differentialsystem  (36)  (37),  genau 
wie  beim  vorhergehenden  Fall,  ohne  weiteres  die  canonische 
pa.ssive  Form  <  rli.ilten,  um!  man  schliesst,  dass  durch  jede 
Integral-3/,  des  Pfatf'schen  Systems  (2'^)  im  allgemeinen  eine 
und  nur  eine  \uiv'^ii\\-M.,  geht.  Diest-  Integraliuanniglaltigkeit 
wird  aber  nunmehr  durch  Integration  eines  sinmltanen  Systenis 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  gefunden.  In  der  That 
reducirt  sich  das  Pfaff'sche  System  (25)  unter  der  gemachten 
Annahme  durch  Einführung  der  Integrale  der  in  Nr.  13  be- 
trachteten Gleichung  (35)  als  neuer  Variabler  auf  ein  System 
mit  n  —  1  Variabein,  oder  etwas  anders  ausgedrückt,  die  durch 
eine  gegebene  Integral-Jlfj  gehende  Integral-Jf,  wird  erzeugt 
Ton  den  oo^  charakteristischen  Cur?en  der  Gleichung  (35),  die 
bezw.  von  den        i'uiikten  der  il/,  ausgehen. 

Soll  eii.llich  im  Falle  2  o  =  2,  x  =  o  durch  jeden  Punkt 
dt's  /i'.j  eine  geinrinsaiiir  <ienide  der  co*  s]>eziellon  Oomj)lexe 
(28J  gellen,  so  müssen  die  Leitgeraden  der  letzteren  einen  Punkt 

1}  «üeber  gewisse  Systeme  Pfaff*Bcher  Gleichungen*, 
Sitsnngaber.  der  tnath.-ithys.  Glaase  der  k.  baycr.  Akad.  d.  Wiaa.,  Bd.  XXV, 
p.  428  (1895). 
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l^..^^,  ako  die  Gleichungen  (34)  auch  jetzt  wieder  ein  Lösungen- 
system  gemeio  haben.  Dann  aber  geht  durch  jede  Integral-3/, 
eine  lutegral-Jlf,,  die  genau  wie  Torhin  von  den  charakteristi- 
schen Curren  der  partiellen  Differentialgleichung  (35)  er- 
zeugt wird. 

Wir  können  die  Ergebnisse  dieser  Nr.  so  zusammenfassen: 
Damit  durch  jede  Integral-3/,  des  Pfafrschen  Systems 

(25)  eine  I n tegra  1- 3/^^  hindurcligehe,  i^t  notwendig 
und  hinrciclieiid.  dass  entweder  in  der  Matrix  (29) 
aiJf  d  r«' i  r«M  Ii  igen  Determinanten  identisch  verschwin- 
den, oder  dass  die  (ileichungen  (34)  ein  Lösungen- 
system  besitzen. 

15.  Indem  wir  nun  dazu  fibergehen,  für  die  noch  Übrigen 
Fälle,  die  sich  unter  der  Annahme  v »  2,  m  •=  4  darbieten, 
das  Problem      d.  h.  die  Möglichkeit  einer  Darstellung 

(38)  df,^K-=-Fkdf-{-  ^kd<p  (Ä=l,2,..n-4) 

des  Pfaff  *schen  Systems  (25)  zu  erörtern,  betrachten  wir  zunächst 

1)  den  Füll  2  a  =  2,  x  =  3  unter  der  Auiiahuie,  dass  die 
Leitgeraden  der  ao*  speziellen  Complexe  der  Schaar  (28)  nicht 
durch  einen  Punkt  goh^n,  soiKh  tn  in  einer  Ebene  liegen,  die 
im      (^1 . .  ^4)  durch  die  Gleichung 

Wi  I,  +  +  «^a  ^3  +  «'i  ^4  0 

definirt  werde.    Daun  sind  die  Ikdutionen  (37)  mit  den  loigenden 

algebraisch  iujiiivah'nt.  d.  Ii.  jede  Integral-3/,  des  Pfaff^schen 
Systems  (25)  eriüilt  auch  die  Pfaff 'sehe  Gleichung 

(39)  w, tf«,  H- -f  W4<fa:4  =  0. 

Wenn  wir  von  dem  in  Nr.  13  behandelten  Fall  al>Kph«'n, 
dass  das  System  (25)  (H9)  unbeschränkt  iulfgiabtl  iwi,  und 
beachten,  dass  die  bilinearen  Gleichun^^tii  (•^•^)  vermöge  der 
Kelatiou  (39)  und  der  dazu  congruenten  identisch  verschwinden, 
80  erkennen  wir  in  den  Gleichungen  (25)  (39)  ein  n  ~~  3-gliedriges 
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Pfaff*8dies  System  mit  n  Variabeln,  dessen  bilineare  CoyarianteEi 
sieh  auf  eine  einzige 

4  4 

i>  ßik  d Xi  öXk^O    (ßik  =  Ai  Uk  —  AkW.) 
I  I 

reduciren.  In  Nr.  10  wurdo  <i:ezeigt,  diUss  dieses  System,  und 
mithin  auch  das  gegebuiiu  l'faii'sche  System  (25)  sich  in  un- 
begrenzt vielen  Weisen  auf  eine  Form  mit  n  —  2  Diticreutial- 
elementen  reduciien  lüsst.  Diese  Keduction  verlangt  die  In- 
tegration einer  linearen  homogenen  partiellen  Differential- 
gleichuDg  erster  Ordnung,  die  oflfenbar  in  der  Üestalt: 


0, 

ßiv 

ßiv 

ßiV 

0, 

ßiV 

AJ 

ßzv 

ßw 

0 

ßu^ 

ßw 

ßw 

0. 

\f 

fr,, 

0 

0 

AJ,  AJ,  AJ  AJ,   0  0 

geschrieben  werden  kann;  durch  jede  Integral- J(f,  des  Pfaff- 
sehen  Systems  (25)  (39)  geht  eine  und  nur  eine,  von  den 
Charakteristiken  der  partiellen  Differentialgleichung  (40)  erzeugte 
Integral-3/,  hindurch. 

2)  Es  sei  2  a  =  4,  x  =  3,  und  es  werde  fernf^r  ange- 
nommen, dass  die  Leitgeraden  der  in  der  Schaar  (^2s)  vor- 
handenen X*  speziellen  Complexe  eine  allgemeine  Regelschaar 
2.  Grads  hilden.  Die  Leitschaar  der  letzteren  besteht  dann  aus 
allen  den  Coroplezen  (28)  gemeinsamen  Geraden,  und  möge 
durch  die  beiden  Gleichungen: 

(  i:/^  ^.  4-  L^fi:»',^^  =0; 
(41)  '  ^ 

dargestellt  werden,  wo  q  einen  Parameter  bedeutet.  £&  ist 
leicht,  die  fi,     Mi  y  als  Funktionen  der  ott^  aiiszudrttcken. 
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doch  ist  die  explicite  Aufstellung  der  betreffenden  Formeln  für 
unsere  Zwecke  nicht  nötig.  Das  allgemeiDste  Kelationenpaar 
in  dx^ . .  dx^,  das  mit  dem  congruenten  zusammen  alle  bilinearen 
Gleichungen  (33)  identisch  erfttUt,  hat  darnach  die  Fmrm: 

(42)  i 

worin  Q  eine  arbiträre  Funktion  der  x  bedeutet;  diese  ist  jetzt 
so  zu  bestimmeui  dass  das  n  —  2-gliedrig8  Ffaff*&che  System 
(25)  (42)  unbeschränkt  integp^abel  wird.  Zu  diesem  Zweck 
betrachten  wir  die  Gleichungen  (25)  (42)  als  ein  PfafiF*sches 
System  in  n  +  1  Yariabeln  q,  x^ , .  x»,.  Die  bilinearen  Co- 
Varianten  desselben  reducireu  sich  auf  die  beiden  folgenden: 

£ (/*<»  +  QVik)  dXi dxn-\''i^Vi{dQ6xt  —  dQ  dxt)  0, 

£  (ßik  +  e nui dXi öxu-i-  l^ViidQÖXi—ÖQ  dxi)  =  0, 

worin  zur  Abkürzung 

Ät  fik  —      /*i  =  /*ik  u.  s.  w. 

gesetzt  wurde.   Von  diesen  zwei  Gleichungen  ist  keine  eine 

Folge  der  andern;  denn  sonst  wäre  die  Relation  ^  y,  c,  =  0 

eine  Folge  von  y,  h  —  ^  und  von  (41),  d.  h.  die  Kegelschaar 
(41)  wäre  ein  Kegel  oder  ein  ebenes  BUschel. 

Nehmen  wir,  um  die  Ideen  zu  fiziren,  an,  dass  die  Gleich- 
ungen (42)f  solange  q  beliebig,  nach  dx^^  dx^  aufl^bar  seien, 
80  können  wir  das  Pfaff^sche  System  (25)  (42)  in  der  Form 
schreiben : 

(43)  dxg^^hikdx^-^-Jhkdx^   (A  =  l,..»  — 2), 

wo  die  h,i,  rationale  Funktionen  von  q  bedeuten. 
Setzen  wir: 

liJ=^AB,f=^^-"j^  6,»  ^   (i  =  1, 2); 

"         9q  9  Xi        i  d  X2^ 

kik-2iOi  B4bu>  —  Mkbik~b,uk   (i,&  =  0.1,2), 

19* 
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so  verschwinden  nach  dem  eben  gesagten  in  der  Matrix 

*0I1    ^il    *iw  I 

I     •  •  •  i| 

alle  dreireihigen,  aber  nicht  alle  zweireihigen  Detemunanten 
identiseh« 

Um  auf  das  Pfoff'sche  System  (48)  die  Methode  der  Nr.  11 

anzuwenden,  suchen  wir  zwei  Funktionen  v^^  der  Variabeln 
Xi^  Q  so  zu  bestiuinieu,  dass  die  Relation 

(44)  dq^v^  dx^  -\-  dx^ 

mit  (  VX)  zusniimieii  ein  unbeschränkt  integrables  System  befert. 
Nach  Nr.  II  müssen  die  v  den  Gleichungen 

(45)  »,Ä8o*  +  t?,Jöi  (Ä  =  l..n~2) 

genügen,  und  sind  hierdurch  offenbar  als  rationale  Funktionen 
Yon  Q  eindeutig  bestimmt*   Femer  muss  man  haben: 

oder  also: 

(46)  (B,  £,)  +  t;,  (£,  JB^  ^  v,  (B,  B,)  ^- 

+  -^0  i^i  —  ^2  ^\  +  ^\    '-i  —  h    ^j)  = 

da  aber  die  drei  ersten  Terme  wegen  (46)  eine  identisch  yer* 
schwindende  Summe  haben,  so  folgt: 

(47)  -Bj  h  —      h  +  h  ^Q^»—  ^9  -^0^1  ^  ^' 

Es  ist  dies  eine  algebraische  Gleichung  in  g;  ist  sie  fÖr 
jedes  beliebige  g  erfüllt,  dann  und  nur  dann  ist  das  Pfaff'sclie 

8}stem  (43)  (44j  uiiliescbränkt  int.Pnr;ibt'l.  Htdriiten  /",,  /j,  .  .  fu-\ 
seine  Integrale,  so  crliiiU,  jnaa  für  das  ji^t'gebcne  Pfaff'sche 
System  (25)  zunächst  eine  Darstellung  der  Form 

(48)  JP,Äclf,4-..+  i^„-i.AC^/;-i  =  0   (*«!,. .n-4), 

wo  die  f  Funktionen  von  ^,  o?, .  .  Xu  bedeuten,  und  das 
Zeichen  d  sich  auf  diese  n     1  Variabeln  bezieht.   Da  aber 
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das  unbeschränkt  integrable  System  (43)  (44)  nacli  do  auf- 
gelöst ist,  so  kann  eine  der  Gleichungen  f,  =  etwa 

(wo  c  eine  arbiträre  Constante  bedeutet),  nach  q  aufgelöst 
werden.  Substituirt  man  diesen  Wert  von  q  in  (48),  SO  erhält 
man  für  das  Pfaff'sche  System  (25)  eine  Form  mit  n  —  2 
Differentiaielementen,  und  es  gibt,  wie  man  sieht,  einfach 
unendlich  viele  Darstellungen  dieser  Art. 

Ist  die  Bedingung  (47)  iiKlit  lür  jedes  g  erfüllt,  so  kann 
die  Grösse  n  höchstens  auf  eine  endliche  Znhl  von  Arten  als 
Funktion  von  a*,,  .  .  .r,,  so  l)estiii)nit  werden,  ihiss  das  Pfatl^sche 
System  (25)  (42)  unbeschränkt  integrabel  wird.  In  der  That, 
damit  die  Funktion  q  das  genannte  System  unbeschränkt  in- 
tegrabel mache,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  man 
identisch  habe: 

bik  —     b.h  +     6;a  '  ß^Q  —     hm  >  B^q^.O, 

dass  also  q  den  beiden  nicht  homogenen  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen 

(49)  B,e  =  v,,  B^e^v^ 

genüge.    Setzt  man  nun 

so  muss  die  Funktion  q  auch  die  folgende  Identität  befriedigen: 

Diese  Gleichung  aber  reducirt  sich,  wenn  man  die  Re- 
lationen (49)  berücksichtigt,  auf  eine  in  den      liiieure  Utjlation, 

die  aus  (46)  dadurch  entsteht,  dass  man  darin  — ^  durch  pi 

und  Bq  f  durch  —  1  ersetzt,  m.  a.  W.  auf  die  algebraische 
Gleichung  (47). 
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Fflr  jede  einzelne  Wurzel  q  dieser  Gleichung  hat  man 
jetzt  zu  prüfen,  ob  das  System  (25)  (42)  unbeschruikt  in- 
tegrabel  wird;  dabei  kann  indes  auch  noch  die  Annahme  qb^oo 
in  Betracht  kommen,  d.  h.  es  können  die  Gleichungen 

mit  (25)  zusammen  ein  unbeschränkt  integrables  System  bilden, 
also  zu  einer  Darstellung  (38)  Anlass  geben. 

3)  Wir  betrachten  den  Fall  2  a  =  4,  x  =  3  unter  der 
Aiuiahmo,  dass  fllr  die  in  l^  ^„  7.,  lionio^reno  quadratische  Form, 
deren  <,.hi;ulrat  mit  der  vierroiliigeii  altciiiiieiiden  Determinante 
(27)  identisch  ist,  die  Diskriminante  identisch  verschwindet, 
dass  also  die  oo*  Geraden,  die  allen  Complexen  der  Schaar  (28) 
gemeinsam  sind,  in  zwei  ebeno  Büschel  zerfallen.  Ist  das  eine 
dieser  Büschel  durch  das  Gleichungspaar: 

4  4  4 

(50)  Mi  ^.  -1-  Q  x:« -  0 ,  j:-  fu  ^, « 0 

detinirt,  so  hat  das  allgemeinste  Kelationeupaar  in  dx^  . .  f?.r^, 
das  mit  dem  congruenten  zusammen  alle  biliuearen  Gleich- 
ungen (33)  erfüllt,  die  Gestalt: 

(51)  eSn^^^i  — 0,  fiidxi=^ 

oder  die  analoge,  aus  dem  Gleichungspaar  des  zweiten  Büschels 
zu  bildende  Form,  Damit  dann  eine  Funktion  o  der  Variabein 
^  j  .  .  r„  das  n  —  2-irliedrige  Pfaff'srlio  System  (25)  (51)  unbe- 
scliiünkt  integrahtl  uiMclie.  ist  nutvvendii»'  und  hinreichend, 
dasü  die  beiden  folgcudeu  Identitäten  statthudeu: 

^    J^ii  /^i3  /'i4.         e^v  Ml  ' 

•  •  •  •  •  •  j 

Äi  0  Ma-^-Q^v  /*4  }  =  0. 

/i,  4"  ^  i'i  .     .        0  0 

f*i  fh  fH  f^A        ^  0 
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(52) 


0. 


0  /Ij  +  Q  Vp  Ii, 

•  •  •  •  ■  • 

-^41  ^«  0,  (?  V4,  /i* 

.    ,  0  0 

worin  gesetzt  ist: 

und  die  u.  8.  w.  die  auf  pag.  293  angegebene  Bedeutung 
haben. 

Die  erste  dieser  Identitäten  hat  die  Form 
(53)  AQ-\-B^{i 

wo  AjB  Funktionen  von x^.*x»  bedeuten.  Ist  ii ^ 0,  B  =  0, 
so  liefert  (•')2)  i'iii-  q  eine  nichthomogene  lineare  partielle 

Differentialgleichung  1.  OrdTiunjr.  uiul  jedes  Integral  derselben 
macht  diis  Pfaff'sche  System  (2'))  (  )  unboschrünkt  inte-^n-abcl ; 
es  gibt  für  das  gegebene  IM'art  'sclif  System  (25)  unbegrenzt 
viele  Formen  mit  w  —  2  Differentialelernenten.  Ist  ^  0,  so 
hat  man  zu  prüfen,  ob  die  durch  (53)  deiinirte  Funktion  q  die 
Relation  (52)  erfüllt;  ist  dies  der  Fall,  so  erhält  man  filr  das 
Pfaff'sche  System  (25)  eine  Form  mit  n  —  2  Tennen.  Schliess- 
lich hat  man,  wenn  ^~0,  B-\~0,  noch  zu  untersuchen,  ob 
nicht  etwa  die  Gleichungen 

• 

£  Vi  dwi    0,      V,  dxi  =t  0 

mit  (25)  zusammen  ein  unbeschrankt  integrables  System 
liefern. 

■ 

Dieselben  Untersuchungen  sind  luiuirlich  auch  für  die 
Definitionsgleichuugeu  des  andern  der  beiden  Geradenbüschel 
durchzuführen. 
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4)  Ist  2  o  4,  X  =  4,  80  können  die  Complexe  der  Schaar 
(28)  ein  GeradenbQschel  (50)  gemein  haben,  dann  ist  die 
weitere  Diskussion  dieselbe  wie  vorhin;  oder  sie  haben  zwei 

Gerade  gemein,  d.  h.  es  gibt  nur  zwei  verschiedene  (oder 

coincidireude)  Uelatiüueupuare 

(54)  'Sfii^^i  —  ^i  Tß^idXi^O 

die  mit  den  kongruenten  zusammen  den  bilinearen  Gleichungen 
(33)  genügen,  also  für  das  gegebene  Pfaff^sche  System  (25) 
höchstens  zwei  yerschiedene  Formen  mit  n  —  2  Differential- 
elementen.  Ebenso  erkennt  man,  dass  im  Falle  x  »  5  höch- 
stens eine  solche  Darstellung,  im  Falle  x  =s  6  aber  Überhaupt 
keine  existirt. 

Durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  sind  die  Probleme 
A  und  B  iilr  m  =  3  und  m  =  4  vollständig  erledigt.  Zu- 
gleich erkennt  man,  dass  für  diese  Werte  von  m  die  in  Rede 
stehenden  Reduktionen  stets  auf  die  Integration  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  zurückkommen,  mit  einziger  Ausnahme 
des  FaUes  Nr.  14,  2). 

Die  Jk'handlung  der  Fälle  ni  >  4  erfordert  ein  genaueres 
Eingelun  auf  die  Theorie  der  linearen  Complexe  in  hölieron 
Käumen,  d.  h.  der  Schaaren  von  alternierenden  Biliuearformen 
mit  mehr  als  vier  Variabel npa arm.  Ich  gedenke  meine  auf  die 
Fülle  m  =  5  und  m  =  6  bezüglichen  Untersuchungen  dem- 
nächst an  anderer  Stelle  ausführlich  darzul^en. 
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Nachschrift. 

Nach  Ablieferung  dieser  Arbeit  erhielt  ich  durch 
gütige  Vermittelung  der  Herrn  A.  Mayer  und  F.  Engel 
Kenntnis  Ton  einer  Abhandlung  des  Herni  J.  K.  Kussjan: 
»Sistema  urawnenij  Pfa£f'  (Odessa  1899).  Herr  Russjan 
Tersocbt  darin,  die  notwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen dafür  aufzustellen,  dass  ein  Pfaff'sches  System  (1) 
sich  auf  die  Form  (2)  bringen  lasse;  doch  sind  die  Resultate 
seiner  Untersuchung  unrichtig.  In  unserer  Bezeichnungsweise 
lauten  die  Russjan 'sehen  Bedingungen  so:  Es  müssen  in  der 
Matrix  l." alle  2  o -f  2-reihigen  *)  Hauptuntcrdeter- 
iiiinauien  identisch  \ cr^cliwiiKlen ,  und  djis  System  linearer 
homogenor  jiartieller  Ditierentialgloichungen  L  Ordnung,  das 
erhalten  wird,  wenn  man  ausdrückt,  dass  die  Matrix: 

0  iJ*  Ctiä«  ^  .   .   irf^ölmtÄ,,    Äi  f 

I  2>  aau  ^         0        .  .  I>  asMfi«,  A%  f  . 

,  ij»a„i,Äg,  i^»  a,„2#  ^  •  .         0,  Amt 

r 

höchstens  den  Rang  2  g  besitzt,  muss  g  unabhängige  Integrale 
«i,  ff|, . .  zulassen. 

Die  Notwendigkeit  dieser  Bedingungen  leuchtet  nach 
Kr.  2  unserer  Arbeit  unmittelbar  ein;  Herr  Russjan  glaubt 
aber,  dass  sie  auch  hinreichen,  und  dies  ist  keineswegs  der 
Fall.  In  der  That.  wiireii  dif  griiaiiiiten  Bedingungen  hin- 
reichend, M)  iiiiissti'  man  (wie  es  auch  Herr  Kiissjan  thut, 
1.  c.  p.  lOU  lf.)t  i'olgern,  dass  bei  geradem  m  jedes  n  —  »*- 
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g]iedrige  Ffaff^sche  System  in  m  Yariabeln  auf  eino  Form  mit 
n  —  \m  DifPerentialelemenien  reducirt  werden  kann,  da  ja  in 

diesem  Fall  p  =  |  »?,  luithin  das  obige  Sclioina,  als  alterairende 
Matrix  der  ungeraden  Ordnung  m  -}-  1  ,  für  jedes  beliebige  f 
einen  Rang  <  2  ^  besitzt.  Also  niüsste  z.  B.  jedes  n  —  4- 
gliedrige  Pfaff 'sehe  System  in  n  Yariabeln  auf  n  —  2  Difierential- 
elemente  reducirt  werden  können,  was  nach  den  Ergebnissen 
der  vorliegenden  Arbeit  nicht  der  Fall  ist,  schon  deswegen 
nicht,  weil  mehr  als  vier  lineare  Gomplexe  des  2^  im  allge- 
meinen keine  Gerade  gemein  haben. 

Damit  worden  aber  auch  alle  übrigen  Schlüsse  der  l\  ussj an- 
sehen Arbeit,  soweit  sie  sich  auf  Systeme  Ffaif 'scher  Gleich- 
ungen beziehen,  illusorisch. 
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Oeffeutliche  Sitzung 

zur  Feier  des  141.  Stiftungsiages 
am  28.  März  1900. 

Die  Sitzung  erdffnet  der  Präsident  der  Akademie,  Ge- 
beimrat  Dr.  E.  A.  v.  Zittel,  mit  folgender  Anspraelie: 

Wir  feiern  heute  den  141.  Stiftungstag  der  k.  bajer. 
Akademie  der  Wissenscbaften.  War  es  mir  vergönnt  in  der 
letzten  Festsitzung  einen  Rflckblick  auf  die  Grttndung  und 
Entwicklung  unserer  gelehrten  Gesellschaft  im  vergangenen 
Jahrhundert  zu  werfen  und  zu  zeigen,  in  welch  hervorraj^endem 
Mass  ihr  Blülien  durch  die  Fiirsor«;»'  und  das  WohhvoUcn 
unserer  allerhöchsten  Protektoren  aus  dem  Hause  Wittelsbach 
gefordert  wurde,  so  möchte  ich  heute,  einer  Gepflogenheit 
meines  hochverehrten  Vorgängers  folgend,  die  Aufmerksamkeit 
der  hohen  Festversammlung  auf  den  gegenwärtigen  Zustand 
und  die  Thätigkeit  der  Akademie  und  des  damit  verbundenen 
Gcneralkonservatoriums  der  wissenschaftlichen  Sammlungen  des 
Staates  lenken. 

Die  Akademie  konnte  im  vergangenea  Jahr  ungestört  ihre 
wissenschaftliche  Thätigkeit  fortsetzen.  Die  in  den  monatlichen 
Klassensitzungen  vorgelegten  Mitteilungen,  welche  grösstenteils 
von  Mitgliedern  der  Akademie,  teilweise  aber  auch  von  ausser- 
halb unserer  Korporation  stehenden  Forschem  herrUhren,  füllen 
je  2  Bände  unserer  Sitzungsberichte  und  Denkschriften  und 
legen  Zeugnis  ab  von  der  th  issifjpn  und  mauuigialtigen  Arbeit, 
die  im  Jahre  1899  geleistet  wurde. 
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Auch  die  historische  Kommission  hat  im  verflossenen  Jahr 
mit  dem  45.  Band  die  allgemeine  deutsche  Biographie  zum 
Abschluss  gebracht  und  bereits  mit  einem  neuen  Band  die 
Publikation  der  Nachträge  begonnen.  Von  der  Geschichte  der 
Wissenschaften  in  Deutschland  ist  ein  Band^  Die  Geschichte 
der  Geolugiu  und  PuUiontologie  von  K.  v.  Zittel.  erschienen, 
uiul  damit  geht  auch  dieses  i^rosse  Unternehmen  seiner  IjaUligr«  n 
Vollendung  entgegen.    Von   den  Städtechroniken   wurde  der 
27.  Band,  Die  Chronik  von  Magdeburg  von  Professor  Hertel, 
von  den  Deutschen  ileiclistags-Akten  der  XI.  Band  durch  Herrn 
G.  Beckmann  und  von  den  Monumenta  Boica  der  44.  Band 
durch  Herrn  Reichsarchiydirector  t.  Oefele  veröffentlicht.  Mit 
dem  45.  Band  wird  unter  der  Redaktion  unseres  Mitgliedes  des 
Herrn  Archivrat  Baumann  eine  neue  Serie  dieser  wichtigen 
Publikationen  beginnen. 

Im  Laufe  des  Jahres  181)9  fand  eine  Neuorganisation  des 
Thrsaunis  lin^^uae  Latinae  statt.  Nach  der  Sanniilung  des 
Matoriales,  welche  ö  Jahre  in  Anspruch  nahm,  beginnt  nun- 
mehr die  Ausarbeitung  unter  dem  neu  aufgestellten  verantwort- 
lichen Generalredaktor  Dr.  Fr.  Vollmer  mit  einem  Sekretär  und 
neun  Assistenten,  Der  erste  Halbband  des  Lexikons,  das  die 
ganze  Geschichte  eines  jeden  Wortes  enthalten  soll,  wird  noch 
im  Laufe  dieses  Jahres  erscheinen.  Herr  Geheimrat  Wölfflin, 
der  schon  frfiher  seinen  für  zehn  Jahre  festgesetzten  Gehalt 
als  Mitglied  des  Direktoriums  zur  Gründung  eines  Resen^efonds 
schenkte,  hat  nunmehr  seine  Stiftung  auf  rnnd  15000  M.  erhöht. 

Die  K oniniissioii  liir  Erfor.SL'liun;^"  drr  l  iLjescliielite  Bayerns 
konnte  mit  einer  Summe  von  mehr  als  4UUU  M.  die  meist 
ergebnisreichen  Ausgrabungen  der  historischen  Vereine  von 
Niederbayem,  Oberpfalz,  Schwaben  und  Neuburg,  der  Pfalz, 
in  Eichstätt  und  Dillingen  wirksam  fördern.  Von  Privatper- 
sonen, welche  Unterstützungen  aus  diesen  Fonds  erhielten, 
seien  hervorgehoben  Generalmajor  a.  D.  Karl  Popp  zur  Aus- 
dehnung seiner  Untersuchung  der  römischen  Strassen  auf  die 
Rheinpfalz,  Hauptmann  a.D.  v.  Haxthausen  für  Untersuchungen 
prähistorischer  Denkmale  Unterfrankeus,  Dr.  Max  Schlosser, 
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Kustos  au  der  geologischen  Sauinilung  des  Staates  für  Höhlen- 
untersuchungen  bei  Veiburg  und  Pfarrer  Dr.  Qeorg  Wilke  in 
Hellmitzheim. 

Aus  der  Etatsposition  für  natuririaeenschafiliche  Erfor- 
schung des  Ednigreicbs  wurden  wie  in  den  Voijabren  eine  be- 
trächtliche Anzahl  wissenschaftlicher  Untersuchungen  in  Bayern 
und  den  angrenzenden  Gebieten  unterstützt  und  dadurch  gleich- 
zeitig die  mineralogischen,  geologischen,  paläontologischen  und 
prähistorischen  Saitunlungen  de.s  Staates  nicht  unerlieblich  he- 
reichert.  Nach  Abschluss  der  Bocienso  kaite  und  der  damit 
zusammenhängenden  topograpli Ischen,  physikalische  ii  und  zoo- 
logischen Spezialarbeiten  wurde  auf  Antrag  des  Herrn  Kollegen 
Hertwig  eine  eingehende  Untersuchung  des  Kheins  und  seiner 
bayerischen  Nebenflüsse  auf  den  Gehalt  an  tierischen  Orga- 
nismen in  Aussicht  genommen  und  Herrn  Dr.  Lauterbom  in 
Ludwigshafen  für  mehrere  Jahre  eine  nicht  unerhebliche  Sub- 
yention  zu  diesem  Behufe  zur  Verfügung  gestellt. 

Aus  den  Renten  des  Mannheimer-Fonds  konnte  dem  Kon- 
servator der  ethnographischen  Sammlung  ein  Zuschuss  von 
2000  M.  zur  Auschattung  einer  höchst  wertvollen  r*  prilsen- 
tativen  Gruppe  von  Beuia-l>ronzen  und  dem  Konservator  des 
botanischen  Gai  tt'ns  ein  Zuschuss  vuii  oUUU  M.  zu  Erwerbungen 
während  seiner  auf  eigene  Kosten  ausgeführten  Reise  nach 
Ceylon,  Australien  und  Neu-Öeeland  gewährt  werden,  Herr 
Proft  ssor  Göbel  ist  im  vorigen  Frühjahr  glücklich  zurUck- 
gekehrt  und  hat  den  botanischen  Garten,  das  pHanzenphysio- 
logisehe  Institut  und  das  Herbarium  durch  eine  Fülle  von  mit- 
gebrachten, höchst  wertToUen  Materialien  bereichert.  Dem 
botanischen  Garten  wurde  eine  Anzahl  lebender  Pflanzen  und 
Sämereien  aus  Australien  und  Neuseeland  überwiesen^  darunter 
eine  Sammlung  von  Baurafarne,  wie  sie  kein  anderer  deutscher 
botanischer  Garten  in  gleicher  i'ülle  und  6chünheit  lu'>it/.t. 
Ks  ist  dadurch  dio  Mfigliclikeit  gegeben,  eines  der  bonKikcns- 
wertesten  Vegetatioiisltildcr  der  Ivrde  in  unserem  Garten  lebend 
vorzuführen.  Ferner  hat  Herr  Göbel  Orchideen  aus  Ceylon  niul 
einige  in  biologischer  Hinsicht  beaondei's  interessante,  bi»Uer 
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Überhau])t  nicht  in  Kultur  befindliche  Wasserptlanzen  und  In- 
sektivoren eingeführt  und  durch  Anbahnung  von  V^erbindungeu 
mit  australischen  und  neuseeländischen  Naturforschern  und  bota- 
nischen Gärten  die  weitere  Bereicherung  des  hiesigen  Gartens 
mit  Pflanzen  jener  Gebiete  gesichert.   Auch  für  das  pflanzen- 
physiologische  Institut  konnte  Herr  Gobel  eine  grosse  und  sehr 
wertvolle  Sammlung  teils  getrockneter,  teils  in  Alkohol  kon- 
servierter Pflanzen  erwerben,  welche  teils  zu  wissenschaftlichen 
UnttT.sucliungen,  teils  zu  Deinonstration.szwecken  bestiinnit  ist. 
Schliesslich  boreicluTte  Herr  I^rofossor  Göbt*l  aucli  das  Herl)a- 
riuni  (lurcli  eine  Sainnilun«^  von  306  Arten  westaustralischt-r 
getrockneter  i'tianzen,  die  grüssteuteils  durch  Herrn  Professotr 
Helms  gesaiiunrlt  wurden.    Der  Gesanuntwert  der  von  Herrn 
Göbel  mitgebrachten  botanischen  Schätze  beläuft  sich  auf  min- 
destens 8—9000  M.   Dieses  Ergebnis  liefert  den  Beweis,  wie 
wertvoll  derartige  mit  Umsicht  und  Sachkenntnis  ausgefDhrte 
Reisen  fQr  unsere  Anstalten  werden  kOnnen. 

Die  MOnchener  Bürger-    und  Cranier-Klett-Stiftungen, 
welche  wir  uiison  iu  vci  »  In  tt  ii  Alt»  rs-J'rii.sidenten  v.  Pettoukofor 
venlankcii .    gcwiihrtfii    wieder    die    Mr»gliclikoit   eine  Anzahl 
wissens(  liaftlicher  Untersuchungen  zu  unterstützen.    Herr  Tro- 
fessor  Lindeniann  hat  im  vorigen  Frühjalir  die  italienischen 
Städte  Mantua,  Este,  Keggio,  Piacenza,  Padua,  Genua,  Turin, 
Mailand  und  Brescia  besucht  und  dort  seine  interessanten 
Nachforschungen  Uber  die  Verbreitung  altägjptischer  Stein- 
Gewichte  nicht  unerheblich  vervollständigt.  Herr  Privatdozent 
Dr.  Weinschenk  hat  seine  mineralogisch-petrographische  Stu- 
dienreise in  die  Piemonteser-  und  Dauphin^er- Alpen  ausgeführt 
und  Herr  i'rivatduzent  Dr.  Maas  verweilte  von  Oktober  vorigen 
Jahn\s  l)is  Anfang  März  in  (Vpern.  um  daselbst  Studien  über 
die  Entwickelung  und  Organisation  der  Spongien  zu  machen. 

Für  das  laufende  Jahr  wurden  aus  den  Kenten  der  Mün- 
chener-Bttrger-Stiftung  bewilligt:  1)  600  M.  dem  ausserordent- 
lichen Professor  Dr.  Tafel  in  Würzburg  zur  Fortführung  seiner 
Arbeiten  Uber  den  Verlauf  der  Elektrolyse  organischer  Sub- 
stanzen. 2)  1500  M.  an  Herrn  Dr.  Emst  Stromer  Freiherr  von 
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Keichenbaoh  in  München  für  vergleichend  anatomische  und 
paläontologische  Untersuchungen  über  die  Wirbelsäule  der 
Raubtiere.  3)  600  M.  an  Herni  Professor  Dr.  Ebert  in  München 
zur  Untersuchung  periodischer  Seespiegelschwankungen  im 
bayerischen  Alpengebiet.  Aus  den  Beuten  der  Oramer-Klett- 
Stiftung  erhielten:  1)  Herr  Professor  Dr.  Thiele  300  M.  für 
Untersuchungen  Aber  die  Natur  der  Bindungen  Ton  doppelten 
KohlenstoflPverbindungen.  Ii  )  Herr  Professor  Dr.  Göbel  1000  M. 
als  Beitrag  zur  Errichtimp^  eines  alpiueu  Versuclisgarteiis  auf 
dem  Schachen,  in  welchem  wissenscli<aftliche  Untersuchungen 
übür  die  Lebensbedingungen  der  Alpenpflanzen,  sowie  über 
deren  Zusammenhang  zwischen  den  Gestaltungsyerhültnissen 
und  den  äusseren  Faktoren  angestellt  werden  sollen.  3)  Herr 
Ludwig  Bach,  Privatdozent  in  Würzburg,  500  M.  fttr  Unter- 
suchungen der  zentralen  Beziehungen  des  Nervus  opticus,  be* 
sonders  beim  Affen. 

Es  gereicht  mir  zur  besonderen  Befriedigung  mitteilen  zu 
dürfen,  dass  die  Bürger-Stiftung  durch  eine  hochherzige  Schen- 
kung des  Herrn  Fabrikanten  Dr.  Siegmund  Riefler  um  10000  M. 
vermehrt  wurde  und  dass  der  Betrag  von  1500  M.,  welcher 
sich  als  Ueberschuss  bei  einer  Sammlung  zur  Herstellung  einer 
goldenen  Medaille  für  Se.  Ezcellenz  den  Herrn  Geheimrat 
V.  Pettenkofer  ergeben  hatte,  von  dem  Comit^  der  Akademie 
übergeben  und  mit  dessen  Zustimnmng  der  Bürger-Stiftung 
beigefügt  wurde.  Dieselbe  hat  damit  den  Betrag  von  90000  M. 
erreicht. 

Eine  neue  Stiftung  ,zur  Förderung  chemischer  For* 
scbungen**  verdankt  die  Akademie  ihrem  Mitgliede  Herrn  Pro- 
fessor Wilhelm  Königs.  Die  Zinsen  eines  Kapitals  von  5000  M. 
sollen  alljährlich  durch  den  Vorstand  des  chemischen  Labora- 
toriums iui  J. III  vernehmen  mit  dem  Präsidenten  der  ^Vkademie 
und  dem  Sekretär  der  mathematisch-physikalischen  Klasse  zu 
obigem  Zweck  verwendet  werden. 

Die  Beuten  der  im  Jahre  1898  der  k.  Akademie  zuge- 
fallenen Thereaanofi-Stiftung  gelangten  im  vorigen  Jahre  zum 
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erstenmal  zur  Verteilung.  Es  erhielten  Herr  Dr.  Papadopnki 
Eerameus  in  St.  Petersburg  einen  Preis  von  1600  M.  f&r 
zwei  herrorrBgende  Sammelwerke,  Herr  Professor  Krumbacb^ 

1500  M.  zur  Herausgabe  eines  reich  illustrierten  Bandes  seiner 
byzantinischen  Zeitschrift,  Herr  Professor  Furtwängler  21hj0  M. 
zur  Veröffentlichung  eines  gemeinschaftlich  mit  Herrn  Reallehier 
Reichhold  herauszugebenden  Werkes  über  griechische  Vasen- 
malerei. Es  wurden  im  vergangenen  Jahr  27  Vasen  aus  den 
Museen  Yon  Florenz,  Paris  und  London  durch  Herrn  Reichhold 
in  vollendeter  Welse  gezeichnet  und  dadurch  eine  Grundlage 
für  das  wichtige  Unternehmen  i^^eschafien.  Die  übrigen  unter- 
stützten wissenschaftlichen  Arbeiten  der  Herren  Helni n  icht 
Bitterauf,  Fritz  und  Bürchner  haben  noch  keinen  Abschlua 
gefunden. 

Für  das  laufende  Jahr  wurden  durch  Do]>pel-Preise  tos 

je  1600  M.  ausgezeichnet:  Herr  Prof.  Dr.  G.  N.  Chatzidakis 
in  Athen  für  seine  bahnbrechencU  n  Foi^schungen  über  die  Oe- 
.^(  lii  iile  der  griechischen  Vulgärsprache  und  sein  Werk  ^Ein- 
leitung in  die  neugriechische  Grammatik 2)  Herr  Professor 
Dr.  Martin  Schanz  in  Würzburg  für  die  kritische  und  exegetische 
Bearbeitung  platonischer  Schriften  und  die  yon  ihm  heraus- 
gegebenen und  geleiteten  Beitrage  zur  grieehischen  Syntax. 
Für  Unterstütz ung  wissenschaftlicher  Unternehmungen  wurden 
bewilligt  1500  M.  an  Herni  Pruledjsor  Krumbacher  iür  Heraus- 
gabe seiner  byzantinischen  Zeitschrift,  1000  M.  an  Herrn  Pro- 
fessor Furtwängler  für  Fortsetzung  seines  Werkes  über  grie- 
chische Vasenmalerei,  600  H.  an  Herrn  Boll,  Sekretär  an  der 
k.  Hof-  und  Staatsbibliothek  f&r  seine  Studien  zur  Astronomie 
und  Astrologie  der  Griechen,  450  M.  an  Herrn  llei^cnberj.'. 
Gymnasiallehrer  in  München,  zur  Vergleichung  von  Hand- 
schriften in  Turin,  Venedig,  Mailand  und  Korn  zum  Behuf  einer 
Untersuchung,  event.  Herausgabe  der  sogenannten  Turiner- 
Kompilation  und  der  Biographie  des  Mesarites  und  des  byzan- 
tinischen Kaisers  Joannes  Dukas  Batatzes. 

Es  ist  eine  hocherfreuliche  Thatsache,  dass  die  Bestre- 
bungen unserer  Akadcmiu  seit  einer  Iteihe  von  Jahren  nichi 
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allein  durch  ihre  hohen  Protektoren  und  die  Ffirsorge  der 
k.  Staats-Regierung  gefördert  werden,  sondern  dass  ihnen  auch 
in  weitem  Kreisen  warme  Sympathie  geschenkt  wird.  In  ganz 
besonderem  lULass  kommt  dies  den  unter  dem  GeneraUEonserva^ 
torium  vereinigten  wi^enschaftlichen  Sammlungen  und  An- 
stalten zu  gute.  Diese  ursprünglich  der  k.  Akademie  direkt 
unterstoliten  Attribute  Imbeu  im  Laufe  der  Zeit  in  mannig- 
facher Weise  ihron  Charakter  geändert.  Einige,  wie  das  clie- 
imsche  Laborutoriuni,  das  physiologische  Institut  und  die  cina- 
tomische  Anstalt  sind  mehr  und  mehr  Lehranstalten  geworden 
und  in  engere  Verbindung  mit  der  Universität  als  mit  der 
Akademie  getreten.  Auch  an  die  meisten  Übrigen  wissenschaft- 
lichen Sammlungen  und  Anstalten  sind  Lehr-Institute  ange- 
gliedert worden,  in  welchen  alljährlich  zahlreiche  Studierende 
der  hiesigen  Universität  ihre  wissenschaftliche  Ausbildung  er- 
halten. Daneben  sind  sie  allerdings  auch  Werkstätten  f^r 
selbständige  Forschungen  geblieben  und  erfreuen  sieh  als  solche 
durch  die  Zahl  und  die  Grediogenheit  der  aus  ihnen  hervor- 
gehenden wit..sen.->cluiftlichen  Arbeiten  eines  \Veltrufes. 

Aus  den  Jahresberichten  der  einzelnen  Konservatoren  kann 
ich,  aus  Furcht  die  Geduld  der  hohen  Festvei-saramlung  zu  er- 
müden, nur  das  Wichtigste  herausgreifen.  Ich  muss  nament- 
lich darauf  veiv.ichten,  die  wissenschaftliche  Thätigkeit  in  den 
verschiedenen  Instituten  zu  schildern  und  mich  auf  die  Er- 
wähnung von  aussergewöhnlichen  Erwerbungen  oder  wertvollen 
Geschenken  beschränken. 

In  dieser  Hinsicht  kommen  das  chemische  Laboratorium, 
das  physiologische  Institut,  die  Sternwarte  und  die  Anatomie 
naturgemiiss  am  wenigsten  in  Betracht,  da  ihre  Summlungen 
vorzugsweise  dem  Unterricht  oder  der  wisseiischaltliphon  For- 
schung dienen.  Immerhin  sind  aber  auch  hier  einige  benierkeus- 
wei*te  Bereicherungen  zu  verzeichnen.  So  hat  das  chemische 
Laboratorium  eine  sehr  umfangreiche  Sammlung  neuer  Farb- 
stoffe von  der  Farbenfabrik  vormals  Friedrich  Bavor  u.  ('ic. 
in  Elberfeld,  femer  verschiedene  Farbstoffe,  künstlichen  Indigo, 
Zwischenprodukte  u.  A.  von  der  badischen  Anilin-  und  Soda- 
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fnbiik  in  Ludwigshafeii,  TOn  der  Anilinfabrik  K.  Oehler  in 
Offenbach  a.  M.  und  von  dem  Farbwerk  yormaU  Meister,  Lucius 
und  Brüning  in  Hödist  a.  M.  zum  Ctescbenk  erhalten. 

Das  physiologische  Institut  bnt  seine  SammlunLr  »iurch 
Erwerbung  von  mehreren  grösseren  Apparaten  (Calüninot«'r 
nach  Kubner,  Federmjographion  nach  Blix,  Projektions-Apparat) 
bereichert  und  die  anatomische  Anstalt  ihre  umfangreiche 
und  viel  besuchte  Sammlung  durch  eine  grosse  Anzahl  ineisi 
7om  Personal  selbst  hergestellter,  zum  kleineren  Teil  gekaoAer 
Präparate  und  Wandtafeln  yergrössert.  Das  koethante  Objekt, 
welches  der  anatomischen  Sammlung  im  yerfiosienen  Jahre  ein- 
verleibt wurde,  ist  ein  unter  steter  Aufsieht  Ton  einem  Bild- 
hauer in  Holz  geschnitztes,  durchaus  naturgetreues,  zerlegbares 
Modell  des  menschliclien  SehÜdeLs  in  fünffacher  Vergrösseruug. 

Auf  der  Sternwarte  wurden  die  Beobachtungen  des 
Zenith-Stemkatak>gs  yoUendet  und  mit  dem  grossen  Refraktor 
zahlreiche  Photographien  hergestellt;  auch  die  erdmagnetischen 
Beobachtungen  wurden  regelmässig  fortgesetzt,  doch  machten 
sich  hei  diesen  seit  Anfang  Dezember  gewisse  Störungen  gelte»^, 
die  offenbar  durch  den  elektrischen  Betrieb  der  Traral^n  ver- 
anhisst  sind.  Die  Konmiission  iür  internationale  Knlniessimg 
führte  unter  spezieller  Leitun^^  des  Herrn  üeneral  v.  OrÜ'  durch 
Herrn  Observutor  Andinfj:  Schwereniessungen  in  W  ien,  München. 
Uohenpeissenberg,  Berchtesgaden,  Kosenheim  und  Traunstein 
und  Breitenbestimmungen  in  Lichtenfels  und  Dettingen  aus. 

Das  ethnographische  Museum  hat  abgesehen  von  der 
bereits  erwähnten  Erwerbung  von  Benin- Altertümern  durch 

I.  K.  Holieit  Triiizessin  Therese  zwei  Mumien  aus  Peru  und 
von  Sr.  K.  Hoheit  dem  Prinzen  Rupprecht  von  Bayern  ein 
15u*lilal»il(l  aus  ( i  Itirnia  iiflist  znhh'oirhen  Photographien  zum 
Geschenk  erhalten.  Eine  sehr  umlanj^reiche  Hanmilung'  ethno- 
graphischer  Gegenstände  (287  Nunmiem)  aus  dem  Lande  der 
Tschuktschen  wurde  von  dem  Weltreisenden  Eugen  Wolf 
geschenkt  und  dem  Donator  dafür  die  goldene  Denkmttnze 
unserer  Akademie  verliehen. 
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Im  Museum  für  Abgüsse  klassischer  Bildwerke 
konnte,  soweit  es  die  Ungunst  der  dorÜgen  Raumverhaltnisse 
zuliess,  die  Aufstellung  durch  nicht  unerhebliche'  Verände- 
rungen Terbesaert  und  einige  wertvolle  neue  Erwerbungen  ein^ 
geordnet  werden.  Dem  Tyrannenmörder  Aristogeiton ,  dem 
Fuustkäin])l'er  des  Louvre  und  der  Penelope  des  Muscu  Cliiai.-i- 
monti  wurden  die  bisher  getrennten  Kr)ple  aufgt  pusbt;  der 
Skulpturenschmuck  des  von  Professor  Furtwiingler  rekon- 
struierten Altars  des  Neptuu-Tenipels  des  Doiuitius  in  Rom 
wurde  zum  erstenmal  in  der  ursprünglichen  Weise  aneinander- 
gefügt und  aufgestellt  und  die  Porträt-Sammlung  durch  mehrere 
Erwerbungen  vermehrt. 

Auch  das  Antiquarium  erhielt  im  vergangenen  Jahr 
einige  auserlesene  Stücke.  Bas  Beste  verdankt  es  der  Yer- 
inögensadministration  Sr.  Maiostiit  König  Otto's  und  zwar  einen 
altetrurischen  Cippus  mit  Ixclioldurstellungen  auf  den  Scitfii, 
einen  attisehm  (irabsteiii  mit  Inschrift  aus  dem  4.  Jahrhundert 
V.  Chr.  und  zwei  schöne  antike  Mosaiken.  Aus  der  im  vorigen 
Mai  in  München  abgehaltenen  Auktion  Margarites  wurden 
20  wertvolle  Terrakotten  und  Ibonzcn  erworben,  darunter  ein 
Terrakotterelief  aus  praxitelischer  Zeit  mit  der  Darstellung 
eioes  Midcheiis  mit  Kanne  und  Opferschale  in  den  Händen. 
Als  Geschenk  erhielt  da»  Antiquarium  von  Herrn  Dr.  Bulle 
eine  Anzahl  Thonabdrücke  aus  Griechenland  und  einige  Richter* 
täfeichen  aus  Athen  von  Herrn  Dr.  Fröhner  in  Paris. 

Ueber  die  reichen  Zuwendunijen,  welche  der  botanische 
Garten,  das  pflanzenphysiologische  Institut  uml  das 
botanische  Museum  durch  Herrn  Professor  Göbel  erhielten, 
habe  ich  bereits  berichtet.  Es  bleibt  mir  nur  noch  übrig 
einiger  anderer  wertvoller  Geschenke  und  Erwerbungen  zu  ge- 
denken. Durch  Professor  Bruchmann  in  Gotha  erhielt  das 
pflanzenphysiologische  Institut  eine  überaus  interessante  De- 
monstrations-Sammlung der  bisher  unbekannten  Prothallien 
von  Lycoi^odium- Arten,  woftlr  dem  Schenker  die  silberne  Me- 
daille uns(  r(  r  Akademie  zuerkannt  >\urde.    Herr  General-Konsul 

v.  Zimmerer  in  Desterro  (Brasilien)  schickte  für  den  botaiii- 
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sehen  Garten  eine  Sammlung  ungewöhnlich  schöner  brasilia- 
nischer Orchideen.  Das  botanische  Museum  erwarb  durch  Kauf 
Ober  2300  Pflanzenarten  aus  Costarica,  Kamerun,  Portorico 
und  Mexico  und  erhielt  als  Geschenk  durch  Herrn  Apotheker 
Loher  in  Manila  498  Pflanzen  von  den  Philippinen,  yon  Herrn 
Apotheker  Merkl  in  München  145  Arten  aus  Turknianion,  von 
der  Direktion  des  botanischen  Gartens  in  Calcutta  150  Arten 
aus  Ost-Indien,  von  der  Direktion  des  botanischen  Gartens  in 
Berlin  199  Arten  aus  Kamerun,  vom  botanischen  Univereitäts- 
Museum  in  Wien  1200  Arten  der  Flora  exsiccata  Austro-Huni^n- 
rica.  Die  Ordnung  und  Bestimmung  des  Herbariums  wurde  fort- 
gesetzt und  von  Herrn  Professor  Dr.  Radlkofer  die  grosse  Mono» 
graphie  der  Sapindaoeen  vollendet,  welche  in  der  von  Martius 
begonnenen  Flora  Brasiliensis  in  Bälde  erscheinen  wird. 

Von  den  im  Wilhelminischen  Gebäude  verelm'gten  Samm- 
lungen und  Instituten  hat  das  Mflnzkabinet  ron  Sr.  König- 
lichen Hoheit  dem  Prinz-Regenten  einige  wertvolle  numisma- 
tische Werke,  von  Si .  K.  Hoheit  Prinz  Ru]jpret  ht  eine  grüssi  re 
Anzahl  orientalischer  Münzen,  von  Herrn  Bantjuier  Th.  WiU 
mersdörÜVi",  von  Fräulein  Bettina  Ringseis,  von  Herrn  Rektor 
Ackermann  in  Cassel  und  Geh.  Konimerzienrat  Vogel  in  Chemnitz 
verschiedene  Münzen  zum  Geschenk  erhalten.  Von  sonstigen 
Erwerbungen  verdienen  eine  Goldmünze  der  Dynastie  von  Azurn 
in  Aethiopien,  ein  Tetradrachmon  Antiochus  IX.  ron  Syrien,  ver* 
schiedene  seltene  Münzen  von  Makedonien,  Kreta  und  Aegypten, 
ein  Goldgulden  Philipp  I.  von  der  Pfalz  und  eine  prachtvolle 
Porträtmedaille  Friedrich  des  Weisen  von  der  Pfalz  besondere 
erwähnt  zu  werden. 

Das  seit  nu  lireren  Jahren  verwaiste  Konservatorium  der 
mutheni.'itiscli- ysikalischen  Sammlung,  eines  unserer 
ältesten  Atlriljutc,  an.s  vveieheni  die  klassischen  Arbeiten  von 
Fraunhofer,  Steinheil,  Ohm  und  Seidel  hervorgegangen  sind, 
hat  in  der  vorigen  Finanzperiode  durch  die  Initiative  unseres 
Alterspräsidenten  von  Pettenkofer  vom  Landtag  einen  ausser- 
ordentlichen Züsch  uss  von  40000  M.  erhalten  zur  Vervollstfin- 
digung  der  von  Herrn  Professor  Ernst  Yoit  in  uneigennützigster 
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Weise  geordneten  und  inventarisierten  historischen  Sammlung 
der  vornehmlich  von  bajerischen  Gelehrten  und  Mechanikern 
herrührenden  wissenschaftlichen,  physikalischen  Apparate.  Es 
ist  dadurch  m5glich  geworden,  die  bisher  im  Besitze  des  Herrn 
Mechanikers  Dietz  befindliche  berühmte  Reichenbach*sche  Teil- 
maschine  zu  erwerben  und  dadurch  dem  bayerischen  Staat  ein 
^\  Lik  von  iinverpränglichem  Wert  zu  erhalten.  Weitere  Er- 
werbungen für  diese  Sammlung  stehen  in  Aussicht,  sobuld  über 
deren  definitive  Gestaltung  eine  Entscheidung  getrotien  sein  wird. 

Von  den  naturhistorischen  SammUmgen  hat  die  zoo- 
logi seile  durch  Herrn  Dr.  Sapper  in  Coban  (Guatemala)  eine 
höchst  wertvolle  Sammlung  von  zentralamerikanischen  Schlangen 
zum  Geschenk  erhalten.  Es  befinden  sich  darunter  grosse 
Seltenheiten.  Ein  ehemaliger  Schüler  unserer  Hochschule,  Herr 
Dr.  Haberer,  sandte  aus  Japan  eine  grössere  Sammlung  von 
Naturalien,  darunter  vortrefflich  präparierte  Vogelbfilge.  Herr 
Eugen  Wolf  sehrnkte  Schädel,  Skelette,  Bälge  und  Häute  aus 
Noni-A.-.ien  und  Herr  Professor  Grubsi  in  Neapel  eine  treli'lich 
konservierte  Serie  von  Aal-Larven.  Unter  den  Neuanschaffungen 
sind  eio  schön  ausgestopfter  Elch,  ein  weiblicher  Ovibos  sowie 
umfangreiche  Sammlungen  von  Myriapoden  und  Insekten  und 
Schmetterlinge  von  Anatolien  hervorzuheben.  Die  seit  langer 
Zeit  einer  Revision  bedürftigen  Landschneckensammlung  wurde 
durch  einen  Spezialisten  ersten  Ranges  Herrn  Prof.  Dr.  Bdttger 
in  Frankfurt  geordnet  und  bestimmt. 

Im  paläontologischen  Museum  ist  die  von  Herrn  Kom- 
nierzienrat  Stützel  geschenkte  Säugetiersaiunilung  aus  Samos 
nahezu  fertig  präpariert,  bestimmt  und  teilweise  auch,  soweit 
es  der  Kaum  gestattete,  in  die  Sammlung  eingereiht.  Durch 
eine  erneute  Sendung  des  Herrn  Otto  Gunther,  Direktor  der 
Fleisch-Extrakt-Fabrik  in  Fray  Bentos  (Uruguay)  wurde  unsere 
Sammlung  von  fossilen  Pampassäugetieren  durch  eine  Anzahl 
höchst  wertvoller  Stttcke  (einen  Schädel  von  Mastodon  Hum- 
boldti,  Skelett  von  Mjlodon,  Ueberreste  von  Gljptodon,  Toxo- 
don  u.  A.)  wesentlich  bereichert.  Ein  Teil  der  durch  Herrn 
Kominei'zieiirat  Anton  Sedlmajr  für  das  paläontologische  Mu- 
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seuin  zusamiueiigebrachten  Mittel  wurde  zur  Ausrüstung  einer 
seit  Oktober  in  Patiigonien  thütigen  Expedition  verwendet, 
über  deren  Ergebni^e  ich  im  nächsten  Jahr  zu  berichten  hoffe. 
Herr  Dr.  Uaberer,  welcher  sich  die  Auffindung  der  Fundstätten 
fossiler  Säugetiere  im  Innern  von  China  zur  Aufgabe  gestellt 
hat,  befindet  sich  seit  Anfang  dieses  Winters  im  Tang-tse 
Kiang-Gebiet  und  hat  mit  grosser  Energie  und  Umsicht  seine 
Xachforschungen  begonnen.    Eine  in  Shanghai  uinl  Ifnnirkow 
aulgtkaulto  Sammlung'  fossikr  Zähne,   Kiefer   und    K  iio».  iieri. 
welche  er  uii-^irtiu  Museum  gesandt   hat,   enthält  bereits 
heblich  mehr  Arten,  als  bisher  auf  dmi  cluiiesischeii  Tertiär 
bekannt  waren,  so  dass  wir  mit  berechtigten  Hoffnungen  seinen 
weiteren  Forschungen  entgegensehen  dürfen.   Ein  ttberaos  kost- 
bares Geschenk  verdankt  die  paläontologische  Staatasamm» 
lung  Herrn  Obermedizinalrat  Dr.  Egger.  Dieser  ausgezeichnete 
Kenner  fossiler  Foraminiferen  hat  in  den  Denkschriften  der 
Akademie  im  vorigen  Jahr  eine  durch  27  Tafeln  illustrierte 
Monomapliie  der   in  den  bayerischen  aljjim.ii  Kreidtbilduii^cn 
vorlM'iiiiiniiJeü   Foraiiiiiiifiren    und   0?>tracoden  veröffentlicht. 
Die  Origiualien  die^«fr  luülievollen  und  scliw  ierigen  Untersuch- 
ungen, welche  den  Autor  mehrere  Jahre  lang  fast  ausschliess- 
lich beschäftigt  hatten,  wurden  in  6  Kästchen  geordnet  dem 
paläontologischen  Museum  übergeben  und  bilden  eine  Be- 
reicherung unserer  Foraminiferen-Sammlung  von  unvergäng- 
lichem Wert. 

Die  geologische  Staatssammlung  hat  sich  im  Hinblick 
auf  ihre  höchst  bescheidenen  Mittel  darauf  beschränkt,  ihre 

alpine  Sammlung  durch  systematische  Aufsuimuiungeu  zu  er- 
gänzen. 

Auch  in  der  mineralogischen  Sammlung  sind  keine 
grösseren  Erwerbungen  zu  verzeichnen,  wohl  aber  wurde  sie 
durch  eigene  Aufsammlung  der  Roaraten  und  des  Herrn  Dr. 
Weinschenk,  sowie  durch  eine  Keihe  von  Geschenken  nicht 
unerheblich  bereichert. 

Die  anthropologisch-prähistorische  Sammlung  end- 
lich hat  im  Vorjahr  wichtige  Vermehrungen  erhalten.  Durch 
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Herrn  v.  Haxthausen  sind  die  steinzeitlichen  Funde  aus  dem 
Spessart  ergänzt  worden:  mich  die  Funde  aus  dem  grosaen 
Itingwall  von  Manching,  weiche  der  La  Tene-Zeit  angehören, 
wurden  in  erwünschter  Weise  vervollständigt  und  durch  den 
städtischen  Ingenieur  Herrn  Brag  dem  Museum  eine  schöne 
Sammlung  von  in  der  Widenmajerstrasse  in  München  gefun- 
dener Bronzen  überwiesen.   Herr  Professor  Dr.  Selenka  ver- 
vollständigte seine  schon  früher  der  Akademie  geschenkte 
Sammlung  von  240  Orang-Utang-  und  70  Hylobates-Scliädeln 
durch  Ueberweisung  einer  grossen  Anzahl  weiterer  Seliädel  von 
Uylübates  lind  von  58  niederen  Aüen.  l)jt'  kruniolugische  Saiiiiii- 
lung  wurde  durch  Herrn  Kuireri  Wolf  durch  6  Tschuktschen- 
Schädel  und  um  82  von  ihrer  K.  Hoheit  Prinzessin  Therese 
von  Bayern  gesammelt'    lofornüerte  Schädel  aus  den  Gräber- 
feldern von  Ancon  und  Fachakamac  bereichert.   Diese  letzt- 
genannte Sammlung  ist  besonders  wichtag,  weil  sie  alle  Stadien 
der  Deformation  in  geschlossener  Reihe  vorführt,  wodurch  die 
Art  und  Weise  dieser  Verunstaltung  in  einer  bisher  kaum 
erreichten  Vollständigkeit  demonstriert  wird. 


Diese  Ucbersicht  zeigt  allenthalben  eine  rege  wissenschaft- 
liche Thätigkeit  in  unseren  Instituten  und  teilweise  «  nie  sehr 
bedeutende  Vermehrung  unserer  Museen.  Leider  macht  sich 
aber  der  schon  seit  Jahren  empfundene  Raummangel  nicht  nur 
bei  allen  im  Wilhelminum  untergebrachten  Sammlungen,  son- 
dern auch  in  fast  unerträglicher  Weise  beim  ethnographischen 
Museum  und  der  Sammlung  für  klassische  Bildwerke  geltend. 

Von  Jahr  zu  Jahr  tritt  das  Bedürfnis  nach  Raumver- 
mehnmi^  dringender  in  Vordergrund.  Umfangreichere  Erwer- 
bungen künnt  ii  in  den  meisten  Museen  nur  mit  der  grössten 
Mühe  eingereiht  werden  und  müssen  teilweise  in  Kisten  ver- 
packt im  Magazin  verbleiben.  Der  Umbau  des  Wilhelmin'scheu 
Gebäudes  in  den  achtziger  Jahren  hat  uns  eine  Reihe  vortrefflich 
eingerichteter  und  geräumiger  Lehr-  und  Arbeitsinstitute  ver- 
8cha£ft;  die  Sammlungen  selbst  haben  dabei  verhältnismässig 
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wenig  gewonnen.  So  grosse  Vorzttge  das  ftir  ganz  andere 
Zwecke  errichtete  Wilhelminum  in  baulicher  Hinsicht  besitzt, 
so  eignet  es  sich  doch  nicht  für  ein  naturhistorisches  Museum. 
Eine  sjätcinatische,  den  iRueren  Anforderungen  entsprecheiidti 
Anordniiii»^'  und  Aufstell iinj^'  der  verschiedenen  Sammlungen  ist 
darin  nicht  zu  erreichen  und  damit  entfallt  der  hohe  erziehe- 
rische und  belehrende  Einfluss,  den  naiurhistorische  Museen 
auf  die  weitesten  Kreise  der  Bevölkerong  und  namentlich  auf 
die  heranwachsende  Jugend  aussnttben  vermdgen.  Wenn  Über- 
dies die  Sammlungen  gerade  in  der  Jahreszeit,  wo  sie  am  leich- 
testen besucht  werden  könnten,  wegen  der  ünmdglichkeit  die 
Räume  zu  heizen,  geschlossen  werden  müssen,  so  sind  dies 
Missstände,  an  deren  Abstellun«^  erntlich      lacht  werden  muss. 

Diese  und  niauche  andere  Er\vaL(iüi>^«  n  lial>en  den  General- 
Konservator  und  die  Vorstandschaft  der  Akademie  zu  einer  ein- 
gelieiiilen  Prüfuu«^  der  Museumsfrage  veranlasst.  In  einer  im  No- 
vember abgehaltenen  Besprechung,  an  welcher  sich  die  Klassen- 
sekretäre der  Akademie  und  sämtliche  Sammlungs- Vorstände  des 
Generalkonservatoriums  beteiligten,  kam  man  einstimmig  zu 
der  Uebeizeugung,  dass  den  bestehenden  Missstanden  vollständig 
nur  durch  einen  Neubau  auf  einem  von  dem  chemi- 
schen Laboratorium,  dem  botanischen  Garten,  den 
medizinischen  Anstalten,  der  Universität  und  Staats- 
bibliothek nicht  allzu  entfernten  Platz  abgeholfen 
werden  könne.  Am  geeignetsten,  sowohl  was  La<jre  als  Grösse 
betrittl,  erschien  uns  das  jetzt  von  der  Türken k.i>erne  einge- 
nonnnene  Areal  ge»ir»"nüi)er  der  alteu  Piuakothfk.  Auf  diesem 
k(>nnten  nicht  nur  die  Bedürfnisse  der  naturhistorischen ,  son- 
dern aucli  aller  übrigen  dem  General-Konservatorium  unter- 
stellten Museen  befriedigt  werden.  In  einer  Denkschrift  wurde 
dieser  Plan  unserem  hohen  Chef,  Sr.  Ezcellenz  dem  Herrn 
Staatsminister  Dr.  v.  Landmann  unterbreitet  und  fand  dort 
eine  warme  und  wohlwollende  Aufnahme.  Leider  haben  die 
Verhandlungen  mit  dem  Kriegsministerium  zu  keinem  befriedi- 
genden Resultat  geführt,  weil  die  Tttrkenkaseme  in  absehbarer 
Zeit  nicht  aufgegeben  werden  könne. 
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Wir  betrachten  diese  Entscheidung  nicht  als  eine  end- 
giUige,  sind  wir  uns  doch  bewusst,  dass  Fragen  von  so  grosser 
Tragweite,  denen  tauseDd  Schwierigkeiten  im  Wege  stehen, 
nicht  auf  die  erste  Anregung  hin  gelöst  werden;  allein  fttr 
die  wissenschaftlichen  Sammlungen  des  Staates  han- 
delt es  sich  hier,  wie  bereits  mein  Vorgänger  Herr 
yon  Petienkofer  Ton  diesem  Platze  aus  betont  hat,  um 
eine  Lebensfrage,  die  in  kürzerer  oder  längerer  Frist 
gelöst  werden  muss.  Wir  vertrauen  auf  das  vielfach  be- 
währte Wülil Wüllen  und  die  Eiiisiclit  der  königlichen  Staats- 
regierung und  den  übrigen  in  Frage  kommenden  Faktoren  und 
hoffen,  dass  uns  das  neue  Jahrhundert  auch  die  Erfüllung 
unserer  berechtigten  Wünsche  entweder  in  der  von  uns  be- 
fürworteten oder  in  irgend  einer  anderen  befriedigenden  Weise 
bringen  wird. 

Ich  erteile  nunmehr  den  Herren  Elassensekretaren  das 
Wort  zur  Verlesung  der  Erinnern  ngsworte  auf  die  im  yer- 

flossenen  Jahre  verstorbenen  Mitglieder. 


Der  Classensekretär  der  niathematisch-physikal Ischen  Classe, 
Herr  C.  v.  Voit,  theilt  mit,  dass  die  maLliemaiisch-physikali.sche 
Classi'  im  vergangenen  Jahre  12  Mitglieder  durch  den  Tod  ver- 
loren hat, 

zwei  einheimische:  den  Chemiker  Wilhelm  v.  Miller  und 
den  Physiker  Eugen  v.  Lommel; 

dann  10  auswärtige  Mitglieder:  die  Mathematiker  Sophus 
Lie  in  Ghristiania  und  Eugenio  Beltrami  in  Itom;  die 
Physiker  Wilhelm  Gottlieb  Hankel  in  Leipzig  und  Gustav 
Wiedemann  in  Leipzig;  die  Chemiker  Bobert  Bunsen  in 
Heidelberg,  Charles  Priedel  in  Paris  und  Edward  Frankland 
in  Ueigate  (England)  und  die  Mineralogen  und  Geologen  Franz 
V.  Hauer  in  Wien,  Othniel  Marsh  in  New  Huven  und  Karl 
Friedrich  Kammeisberg  in  Berlin. 
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Wilhelm  v.  Miller.^) 

Am  1.  Marz  1B99  isi  das  ausserordentliche  Mitglied  der 

Akademie,  der  Chemiker  Wilhelm  v.  Miller,  im  Alter  von 
50  Jahren,  nachdem  er  nur  etwas  über  drei  Jahre  unserem 
Kreise  angehört  hatte,  gestorben.  Allzu  früh  ist  er  noch  in 
voller  Kraft  aus  seinem  Wirkungskreise  geschieden;  die  Wissen- 
schaft verdankt  ihm  eine  Anzahl  bedeutsamer  Untersuchungen 
auf  verschiedenen  Gebieten  der  organischen  Chemie,  wodurch 
er  sich  eine  geachtete  Stellung  unter  den  Fachgenossen  er- 
rungen hat. 

Er  wurde  am  9.  Dezember  1848  in  hiesiger  Stadt  als 
Sohn  des  vortrelt'lichen  Erzgiessers  Ferdinand  v.  Miller  geboren. 
£s  war  ihm  eine  ungemein  glückliche  Jugendzeit  beschieden. 
Ein  schönes  patriarchalisches,  von  gläubiger  Frömmigkeit  ge- 
tragenes Familienleben  verband  die  zahlreichen  Kinder  mit 
Vater  und  Mutter;  bei  allen  (iliedern  war  ein  lebhafter  Sinn 
für  die  damals  in  Münclien  unter  König  Ludwig  1.  Führung 
mächtig  emporstiebt  nde  bildende  Kunst  entwickelt,  der  durch 
den  Verkehr  der  bedeutendsten  Künstler  in  dem  angesehenoi 
Bürgershause  erweckt  und  ausgebildet  wurde.  Dadurch  erhielt 
der  Knabe  vielfache  geistige  Anregung,  die  Lust  zum  Lernen 
und  zum  Erwerb  von  Kenntnissen,  aber  auch  einen  leliens- 
frohen  Sinn,  die  Liebe  zu  heiterer  Geselligkeit  und  ein  fVines 
Verständniss  für  die  Schönheiten  der  Natur  auf  den  herrlichen 
elterlichen  Besitzungen  in  den  bayerischen  Vorbergen.  Dab^ 
wurde  neben  der  Ausbildung  des  Geistes  auch  die  des  Körpers 
durch  allerlei  Leibesübungen  gepflegt. 

Zuerst  besuchte  er  die  Lateinschule  in  Metten,  hierauf  das 
hiesige  Max-(iyinnasium,  und  bezog  dann  die  Universitäten  zu 
München  und  Berlin,  woselbst  er  sich  auf  den  ^Vunsch  seines 
Vatei^s  während  drei  Jahren  dem  Studium  der  Rechtswissen- 
schaft widmete.   Aber  er  that  dies  nur  aus  Pflichtgefühl  dem 

')  Siehe  die  Nekrologe  von  A.  Lipp  in  dem  Beri«h{  über  .Ii.,  k. 
teclinisehc  Hochschule  /.u  München  für  das  Studienjahr  l&98i/99  und  in 
der  Ohemikerzeitung  vom  8.  März  169d, 
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Vater  zu  Liebe  und  nicht  <ius  innerem  Drange,  denn  sein  leb- 
haftes Interesse  an  der  Natur  2orf  ihn  zu  den  Xatiirwissen- 
schaften.  Er  hörte,  wie  damals  viele  Juristen,  auch  die  Vor- 
lesungen Ober  Chemie  von  Liebig,  durch  welche  er  so  sehr 
angeregt  wurde,  dass  er  sich  Yon  da  an  ganz  dieser  Wissen- 
schaft zuwandte.  Da  in  dem  Liebig*schen  Laboratorium  keine 
Schüler  aufgenommen  wurden,  so  trat  er  in  das  unter  des  aus- 
gezeichneten Krlenmeyer's  Leitung  in  vollster  Blüthe  stehende 
chemisdK-  Lahoratoriuni  der  hiesigen  technischen  Hochschule 
ein  und  he<Tann  sich  mit  der  Hauptaufgabe  der  heutigen 
chenn'sch(  11  Forschung,  dem  Auf)3<au  der  complizirten  Kohlen- 
stotf- Verbindungen,  der  Aufhellung  deren  innerer  Struktur,  zu 
beschäftigen. 

Bald  hatte  er  eine  Arbeit  .Uber  die  chemischen  Verbin- 
dungen im  flüssigen  Storaz",  welches  vaniUeartig  riechende 
Harz  aus  der  Rinde  des  im  Orient  Torkommenden  Storaxbaumes 

gewonnen  wird,  vollendet.  Er  wies  darin  mehrere  bisher  über- 
seliene  Verbindungen  iiiicli.  so  besonders  Ziuimt*5änre-iMienyl- 
propylester  und  Zirnints;lure-  Aetli\  lester  und  zwn  so^enunnte 
Storesine.  Mit  dieser  Untersuchung,  die  ein  Zeugniss  für  seine 
wissenschaftliche  Keife  lieferte,  promovirte  er  an  der  hiesigen 
Universität  (1874)  als  Doktor  der  Philosophie;  er  hatte  seinen 
Vater  yon  dem  Wechsel  des  Studiums  nicht  unterrichtet,  da 
er  demselben  zugleich  einen  Erfolg  seiner  Bestrebungen  in  der 
Chemie  vorlegen  wollte,  und  so  Überraschte  er  ihn  mit  der 
Einladung  zu  seiner  Promotion,  wornach  ihm  auch  die  freudige 
Zustimmung  zu  dem  neuen  Berufe  zu  Thoil  wurde. 

Krlenmeyer,  welcher  durch  den  rnstlosen  Fleiss  und  das 
Talent  lür  die  Chemie  auf  Miller  aufmerksiiin  geworden  w^ar, 
machte  ihn  noch  im  gleichen  Jtihre  zu  Innern  Assistenten  im 
anorganischen  Laboratorium.  Ein  Jahr  darauf  habilitirte  er 
sich  als  Privatdozent  für  allgemeine  Chemie  an  der  technischen 
Hochschule  mit  einem  Vortrage  über  die  Alkohole  und  ihre 
Oxjdationsprodukte. 

Bei  Behandlung  einer  Verbindung  der  Pettsäurereihe,  der 
in  der  Baldrian wurzel  vorkommenden  Valeriansäure,  mit  Kalium- 
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permanganat  in  alkaliscber  Lösung  erhielt  er  als  Ozjdations- 
produkt  die  Hydrooxyvaleriansäure,  welche  bei  der  Deslillation 
mit  Schwefelsäure  die  mit  der  in  der  Angelikawurzel  enthal- 
tenen Angelikasäure  isomere  Dimethylacrylsäure  lieferte. 

Im  Jahre  1879  gab  er  die  Assistentenstelle  auf,  um  andere 
Laboratorien  kennen  zu  lernen.  Er  verweilte  dabei  läng«!« 
Zeit  in  Berlin  bei  dem  berühmten  Chemiker  A.  W.  Hofmann, 
der  durch  seine  bahnbrechenden  Arbeiten  in  erster  Linie  den 
Gfrund  zu  der  farbenprachtigen  Theerindustrie  1*  gt  hat,  wo- 
für Miller  t(rosses  Interesse  empfand.  Es  wurden  daselbst  von 
ihm  zwei  neue  Farl),st()ffe.  das  so<renanntp  l^ouge  Fran^ais  uutl 
der  Biebericher  Scharlach,  untersucht,  deren  ziemlidi  ver- 
wickelte Zusammensetzung  er  aufklärte.  GemeinschaftUch  luii 
Hofiiiann,  der  den  jungen  kenntnissreichen  Chemiker  schaben 
lernte,  stellte  er  durch  Einwirkung  von  SalpetersSure  mehrere 
Nitroverbindinif^i  n  des  Kresols,  eines  im  Steinkohlen theer  ent- 
haltenen Stoffes,  dar,  drei  Mononitrokresole  und  ein  Dinitro- 
kresol,  so  wie  man  schon  früher  aus  den  Phenolen  die  ^itro- 
phenole  erhalten  hatte. 

Mit  reichen  Erfahrungen  nach  München  zurfickgekebrt 
hielt  Miller  Vorlesungen  über  Farbstoffe  und  setzte  seine 
wissenschaftliehe  Thätigkeit  emsig  fort.  In  Berlin  war  er  mit 
dem  jungen  Chemiker  Oskar  Döbner.  jetzt  als  Professor  in 
Halle  thätig,  bekannt  geworden  und  hatte  eine  innige  Freumi- 


Schaft  mit  demselben  geschlossen;  der  Austausch  der  Gedanken 
führte  die  beiden  zu  gemeinsamer  Arbeit  Über  die  synthetischi^ 
Darstellung  zahlreicher  Chinaldinbasen,  welche  in  naher  Be» 
Ziehung  zu  den  für  den  Arzt  so  überaus  werthvollen  Alkaloideo 

der  Chinarinde  .stehen.  Skraup  war  es  kurz  vorher  gelun^":^ 
das  Chiuolin  durcli  Behandlung  von  Nitrobenzol  mit  Anilin 
(Aniidobenzol),  Glyzerin  tmd  concentrirter  Schwefelsäure  dar- 
zustellen; indem  die  Beiden  das  Glyzerin  durch  Aldehyd  er- 
setzten, gewannen  sie  eine  Base,  das  methylirte  Chinolin  oder 
Chinaldin,  dessen  Constitution  sie  feststellten  und  das  daduiclt 
wichtig  ist,  dass  das  Metliyl  in  demselben  sich  besonders  leicht 
gegen  andere  StoÜ'e  austauschen  iüsst. 
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Die  Synthese  des  Chinaldins  mit  Döbner  begründete  Millers 
wissenschaftlichen  Ruf;  sie  wurde  der  Ausgangspunkt  für 
weitere  umfassende  Untersuchungen  dieser  Base  nach  den  in 
der  organischen  Chemie  gebräuchlichen  Methoden,  welche 
Miller  theils  noch  mit  Ddbner,  tkeils  mit:  seioen  Schttlem  aus- 
führte. Bei  Anwendung  des  dem  Anilin  homologen  Toluidins 
erhielten  sie  die  Methjl-<!hinaldine;  sie  zeigten,  dass  ebenso 
wie  das  xViiiiiii  alle  primären  iiiujiiatischen  Aniiduverbiiidungen 
mit  freier  ( )rth().stellunt,f  Chinaldine  bilden.  Indem  sie  weiter- 
hin noch  mit  anderen  Aldehyden  die  Chinaldin-Darstellung 
versuchten,  wiesen  sie  nach,  dass  aUe  ungesättigten  Aldehyde 
oder  Aldole  neue  Chinaldine  liefern.  Es  gelang  ihnen  femer 
die  Darstellung  yersehiedener  Verbindungen  des  Chinaldins, 
z.  B.  von  Nitro-Sulfo-  und  Hydroxyverbindungen  sowie  der 
Ghinaiilin-Carbonsäuren. 

Mittlerweile  war  Miller  nach  dem  durch  Kränklichkeit 
veranlassten  unerwarteten  Hücktritt  Erlenmeyers  auf  dringende 
Empfehlung  des  letzteren  zum  ordentlichen  Professor  der  all* 
gemeinen  Chemie  an  der  technischen  Hochschule  vorgerückt. 
Er  erhielt  dadurch  die  Gelegenheit  mit  Hilfe  seiner  Schüler 
den  weiteren  Ausbau  des  von  ihm  und  Döbner  erschlossenen 
Gebietes  zu  unternehmen. 

Die  Ergebnisse  bei  der  Oxydation  von  Chinolinderivatcn 
mit  Chromsäure  und  mit  Kaliumpermanganat  lieferten  einen 
werthvollen  Beitrag  zur  theoretischen  Chemie. 

Indem  er  mit  Kinkelin  sich  an  die  schwierige  Ergründung 
des  Chinins  wagte,  erhielt  er  die  sogenaiiiiten  Dicliiiiolme; 
dann  weitere  Chinaldine  aus  bisher  unbekannten  Aldehyden  und 
auch  aus  Gemischen  zweier  verschiedener  Aldehyde.  Bei  Ein- 
wirkung von  Chloral  auf  Chinaldin  kam  er  mit  Spady  zu  einer 
Chinolinacrylsäure. 

Die  fortgesetzten  Untersuchungen  über  die  Chinaldine 
führten  ilm  und  Rohde  zu  einer  weiteren  Heihe  werthvoller 
Aufscliliisse,  nämlich  zu  der  Darlegung  der  Bedingungen,  unter 
denen  sich  die  Verbindungen  der  sogenannten  Inden-Gruppe 
bilden,  welche  üebergangsglieder  von  dem  Benzol  zu  dem 
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Naphtaiin  sind.  Es  wurde  eine  ganze  Anzahl  von  Inden- 
deriTaten  und  Tenchiedene  neue  Zwischenprodukte  hergestellt, 
wobei  sicli  ergab,  dass  sowohl  der  Charakter  der  Seitenkette 
als  auch  die  Art  der  Substitution  einen  ganz  bestimmten  Ein- 
fluss  auf  das  Zustandekommen  dieser  Reaktion  besitzen. 

Eine  weitere  sich  daran  anschliessende  Arbeit  war  die  mit 
Plöchl  über  diis  Aldrhvd-Grün.  Dieser  schwefelhaltige  Farb- 
stoff war  sclion  frülicr  durch  Bclisindlung  von  Fuchsin  in 
scliwett'löiiurer  Lösung  mit  Aetlivl-Alilehyd  und  unterschwctli;;- 
saurem  Natrium  gewonnen  worden,  aber  die  Natur  deüsciben 
war  bis  dahin  wogen  der  äusserst  coniplicirten  Zusammen- 
setzung unaufgeklärt  geblieben.  Durch  eine  schwierige  und 
mOhevoUe  Untersuchung  gelang  es  den  beiden  die  Constitution 
des  Farbstofls  festzustellen.  Nach  der  Aufhellung  der  Chinaldin- 
bildung  war  zu  erwarten,  dass  auch  bei  der  Herstellung  des 
Aldehyd-ChrOn  Ghinaldingruppen  sich  bilden  und  dann  noch 
Schwefel  in  die  Verbindung  eintritt.  Hiller  und  PlÖchl 
zeigten,  entgegen  anderen  Anschauungen,  dass  dal>ei  nur  eine 
der  drei  Amidogruppen  zur  Chinaldinbildung  verw* mU  t  wird, 
die  beiden  anderen  abei-  mit  dem  gleichzeitig  entsteheTid» n 
Aldol  in  h'eaktion  treten:  in  dem  Aldehjd-Blau  dagegen  treten 
die  drei  Amidogruppen  mit  drei  Aldol-MolekUlen  zusammen. 

Die  Arbeit  ii))or  das  Aldeliyd-Grün  gab  den  Anstoss  zu 
einer  lieihe  aus  Millers  Laboratorium  heryorgegangenen  Unter- 
suchungen Uber  die  Schiff'schen  Basen,  welche  bei  der  Ein- 
wirkung von  Aldehyden  und  Ketonen  auf  yerschiedene  primäre 
Amine  entstehen.  Aus  ihnen  gehen  durch  Aufnahme  ron 
Blausäure  Amido-  oder  Aminonitrile  hervor.  Es  wurden  dabei 
wichtige  Amidosäuren  und  die  merkwürdigen  Amidooxylsüuren, 
wel(  lit»  am  Stickstoff  ein  llydroxy!  enthalten,  gouonneii,  souio 
eine  allgeuieino  Bildungsweise  von  >u l>stituirten  Sänroamiden 
gefunden.  Indem  sie  die  Bhiu.säure  zur  Erkennung  des  sym- 
metrischen und  assymnietri sehen  Stickstoffs  benützten,  fanden 
sie  neu(^  stereoisomere  Stick8toffv<*rbindungen.  nämlich  die  Auil- 
Terbindungen,  wodurch  sie  wesentlich  zur  Kenntniss  der  Stereo- 
isomerie  der  Stickstoffverbindungen  beitrugen. 
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Daran  schlössen  si^li  mit,  Rohde  ausfrcl'ührtc  hedeutsanie 
Untersuchungen  über  (Wo.  cheausche  ( Juüistitutioji  des  in  der 
Chinarinde  enthaltenen  Giuchonin^  an,  weiche  als  Vorarbeiten 
ittr  e»e  küaSügB  dfntlMW  des  kostbaren  Arzneimittels  Beach- 
tong'  vcRBeneD.  Mit  Rohde  lieferte  er  auch  Beitdlge  zur 
Kemiiaiiss  des  in  gewissen  Insekten  entstehenden  Oochenilie» 
Furbstott's;  .sie  zeigten,  djiss  die  darin  enthaltene  Kaiiiuiisäure 
ein  Derivcit  des  Metliyl-di-oxv-a-naplitacliinons  sein  müsse  und 
legten  damit  den  Oruud  iür  die  Autkliiiun^  der  Constitution 
derselben.  Mit  Slunk  wies  er  in  der  Cochenille  das  zu  den 
Fäulnissprodukten  des  Eiweisses  gehörige  Tjrosin  naeh. 

Miller  interessirte  sich  lebhaft  ftür  die  merkwürdige  Wir- 
kung des  elektrischen  Strom»  «nf  die  chemischen  Verbindungen. 
Man  ist  beküiiütlieh  im  Stande  durch  denselben  die  letzteren 
iu  ihre  Componenten  zu  zerlegen  und  dadurch  einen  Einblick 
in  ihre  nähere  Zusammensetzung  zu  gewinnen.  Nachdem  ihm 
die  Errichtung  eines  mit  allen  Hilfsmitteln  ausgestatteten 
elektro-chemischen  Laboratoriums  gelungen  war,  wurden  darin 
manche  lehrreiche  Elektrolysen  ausgeführt.  So  hat  er  z.  B. 
mit  Hofer  den  elektrisclien  Strom  auf  einiofe  substituirte  orga- 
nische Säuren,  besonders  auf  I  lydi  <M »xy .säuren  einwirken  lassen 
nnd,  wie  Andere  schon  vorher,  gefunden,  dass  der  elektrische 
Hest  dieser  Verbindungen  zu  Aldehyden  oder  Ketonen  oxydirt 
wird;  es  gelang  ihnen  aber  in  einzelnen  F&llen  weiter,  diesen 
Kest  einer  anderen  Verbindung  syntlielisefa  zu  vereinen:  denn 
sie  bekamen  durch  die  Elektrolyse  von  glykolsaurcm  und  essig- 
saurem Kalium  in  «^erini^er  Menge  Aetliyl- Alkohol  oder  durch 
die  Elektrolyse  der  Gemische  von  fottsauren  Salzen  und  von 
£ft$teraftlzen  mehrbasischer  Oarbonsäuren  eine  Synthese  höherer 
Fettsäuren. 

Miller  war  auch  bestrebt  sein  Wissen  für  gemeinnützige 

Zwecke  zu  verwerthen. 

Die  durch  den  Nunnens(  Innt  tterling-  iür  unsere  Wälder 
drohende  Gefahr  erregte  ilm  tief  und  veranlasste  ihn  mid 
Unrz  nach  einem  Mittel  dagegen  zu  sinnen;  er  empfahl  das 
von  A.  W.  Uofmann  und  ihm  früher  dargestellte  Orthodinitro- 
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kreaolkaliuin,  welches  noch  in  grosser  Verdünnung  die  Raupen 
tödtet,  den  Pflanzen  aber  nicht  schaden  soll,  zur  Bespritzung 
der  Bäume.  Es  erwies  sich  zwar  das  von  ihm  Antinonnin  ge* 
nannte  Mittel  bei  der  kolossalen  Ausbreitung  des  Insekts  als 
ohnoiSchtig,  aber  es  scheint,  wie  andere  ähnliche  Stoffe,  z.  B. 
die  Pikrinsäure  (das  Trinitrophenol),  als  kräftiges  Antiseptikum 
gegen  Fäulniss  und  Vennodeiung  von  Holz  etc.  Verwendung 
finden  zu  können. 

Der  Alterthumsforsclier  Dr.  Franz  Bock  hatte  in  seiner 
Geschichte  der  liturgisclien  Gewänder  des  Mittelnlters  (liiüU) 
angegeben,  dass  der  ÜrstofT  der  prächtigen  mittelalterlichen 
platt«  n  ft(ddfäden  nicht  mehr  bekannt  sei  und  .luch  mit  welchem 
Bindemittel  die  Vergoldung  auf  denselben  aufgetragen  worden 
sei;  es  wäre  daher  wichtig  die  im  15.  Jahrhundert  verloren 
gegangene  Technik  wieder  zu  finden.  Diese  «cypnschen* 
Goldfaden,  mit  denen  die  kostbaren  Brokate  des  18.  bis 
15.  Jahrhunderts  gefertiget  wurden,  zeichnen  sich  durch  ihre 
Weichheit  und  ilireu  uiildeii  Glanz  von  den  modernen,  durch 
Vergoltlen  steifen  Silberdrahtes  hergeistellter  Fiiden  aus.  Der 
Kuiisi.>iiin  Millers  liess  ihn  die  Aufgabe  des  ^^'iederauflindons 
der  alten  Verfertigung  der  Goldfaden  lebhaft  erfassen,  und  er 
stellte  mit  Uarz  (1882)  eingehende  Untersuchungen  und  Studien 
darüber  an.  Sie  versuchten  sich  auch  in  der  praktischen  Aus* 
führung  der  Fäden  mit  selbst  ersonnenen  Apparaten.  Sie 
haben  aber  übersehen,  dsss  der  kunstverständige  bertthmte 
Wiener  Physiologe  und  Mikroscopiker  Emst  Brücke  schon  im 
Jahre  1865  (Mittheilungen  des  k.  k.  österreichischen  Museums 
für  Kunst  und  Industrie  1865  Bd.  I  S.  68 — 71)  die  genauesten 
MittheiUingen  hierüber  gemacht  und  dargethan  hatte,  dass  die 
Fäden  uus  dein  BauehtVlI  oder  dem  Peritonal Überzug  (nicht 
der  Subumkoaa)  des  Schlaciitviehs  als  Grundlage  für  die  Ver- 
golduii}:,'  bestehe,  hie  und  da  auch  aus  feinem  Leder:  aber  das 
l>in<I< mittel,  durch  welches  das  Gold  auf  dem  Uäutchen  be- 
festiget wurde,  blieb  ihm  unbekannt.  £s  hat  dann  weiterhin 
der  Professor  Dr.  Joseph  Karabacek  an  der  Wiener  Universität 
in  seinem  Werke  über  die  persische  Nadelmaleret  SQsandschird 
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(1881  S.  18 — 21)  zuerst  das  Iiistonsclie  Wesen  dieser  missver- 
standlich  »cjpiiscbe*  benannten  Faden  beleuchtet;  sie  haben 
mit  Cypern  nichts  zu  thun,  denn  diese  Insel  war  nur  Durch- 
gangsstation für  das  aus  Egypten  und  der  Levante  kommende 
Gespiiinste.  Es  war  ihm  auch  das  Bindemittel  und  die  ganze 
Zubereitung  der  Fäden  kein  Gelieinmiss:  er  hat  (liesell)en  schon 
vor  lU  Jahreu  nach  den  arahischen  Quellen  hergestellt. 

üeberblickt  man  die  wissenschaftlichen  Leistungen  MiUer^s,  . 
so  wird  man  sagen  mtlssen,  dass  er  durch  seine  B^abung  ftlr 
die  Forschung  in  der  Chemie  der  verwickelten  Kohlenstoff- 
Verbindungen  und  durch  seinen  unermüdlichen  Fleiss  werth- 
volle Beitrüge  zum  Ausbau  dieses  Theils  der  Chemie  geliefert 
hat,  wenn  er  auch  dieselbe  nicht  in  neue  Bahnen  lenkte. 
Indem  er  eine  grosse  Anzalü  solcher  Verbindungen  dem  Ver- 
ständniss  erschloes,  hat  er  sieli  um  die  Wissenschaft  Ver- 
dienste erworben,  welche  stets  dankbare  Anerkennung  finden 
werden. 

Er  war  ausserdem  ein  beliebter  Lehrer  an  der  technischen 
IJoclischule  von  klarem,  anregendem  Vortrag  und  ein  ge- 
wandter Ijxiierinientator.  Durch  persiinliche  Liebenswürdigkeit 
gewann  er  die  Liebe  seiner  Schüler,  denen  er  Berather  und 
Freund  war. 

Das  was  ihn  besonders  auszeichnete»  war  die  Energie  seines 
Wesens,  durch  welche  er  erreichte,  was  er  erstrebte,  und  seine 

Schaffenslust.  Sein  Vermögen  gab  ihm  die  Mittel  seinen 
Sunmieleifer  zu  befriedigen:  so  hat  er  die  Bildnisse  der  be- 
rühmt» n  Chemiker  seit  den  ältesten  Zeiten  und  von  allen 
Ländern,  weit  über  1000,  zusammengebracht,  und  er  beab- 
sichtigte nn  der  Hand  derselben  einmal  eine  illustrirte  Ge- 
schichte der  Chemie  zu  schreiben. 

Seit  September  189B  zeigte  er  nicht  mehr  die  gewohnte 

Frische.  Es  bildete  sich  ein  Darmleiden  aus,  das  ihn  am  Be- 
ginne der  Vorlesungen  hinderte.  Nach  einer  vor^i  noniiiu u.  n 
vorläuügen  ()|)erati<i]i  erliolte  er  sich  anscheinend  etwas  und 
begann  sogar  am  An  l  ang  des  Jahres  1899  seine  Vorlesungen 
ISOOl  Sitnugri»  d.  iutli.-phya.  OL  21 
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wieder,  aber  seine  Kraft  war  gebzoclieii.  Am  21.  Februar 
begab  er  sich,  um  seiner  Familie  den  Schmerz  des  Abschieds 
zu  ersparen,  direkt  vom  Hörsaal  weg  in  die  Klinik  zu  der 
zweiten  grösseren  Operation,  der  er  muthvoU  entgegen  gicng. 
Am  dritten  Tage  erlag  er  einer  rasch  eingetretenen  Herz- 
schwäche. Am  3.  März  ist  er  unter  grosser  Hetboiligim^^  in 
dem  Faimiitiigrabc  beigesetzt  worden;  sein  Bilil  wird  bei  seinen 
Freunden  in  treuer  Erinnerung  fortleben. 

Eugen  y.  Lommel. 

Am  19.  .luiii  IftOO  vcrscliicd  nach  längerem  Leiden  im 
Alter  von  62  Jahitii  das  ordentliche  Miffrlied  der  matheniaHsch- 
pljysikalischen  Classe  unserer  Akademie,  der  Physiker  Eugen 
V.  Lommel.  Ein  ungemein  kenntnissreicher  Gelehrter  und 
feiner  Forscher,  der  die  Physik,  besonders  auf  dem  Gebiete  der 
!  •  hre  Tom  Lichte,  um  viele  wichtige  Beobachtungen  und  Er- 
klärungen bereichert  hat,  ist  mit  ihm  dahingegangen. 

Er  kam  in  Edenkoben  in  der  Rlieiii|ital/,  am  19.  ^[äiz 
1837  zur  Weit.  Sein  Vater  war  tbiselbst  als  praktischer  Ar/t 
tbätrg,  später  als  Bezirksar/.t  in  I loinbaLli.  Die  Familie  lebte 
mit  den  vier  Söhnen,  von  denen  Eugen  der  älteste  war,  in 
recht  bescheidenen  Verhältnissen.  Er  besuchte  zuerst  die 
Lateinschule  in  Edenkoben,  dann  das  Gymnasium  in  Speier; 
man  hatte  ihn  daselbst  zu  kleinen  Bürgersleuten  in  Kost  und 
Wohnung  gegeben,  und  als  der  jüngere  Bruder  auch  nach 
Speier  kam,  mussten  die  beiden  mit  einem  Bette  sich  be- 
gnügen. Obwohl  er  schon  früh  ganz  sich  selbst  Überlassen 
war,  kam  er  doch  mit  regstem  Eifer  seinen  Verpflichtungen  in 
der  Schule  nach;  die  Wissbegierde  und  der  Fleiss,  welclie  li.m 
Zeit  seines  Lebens  blieben,  zeichneten  ihn  damals  schon  aus 
und  bewahrten  ihn  vor  Ausschreit iiiiL^en.  Er  nahm  es  ernst 
mit  dem,  was  er  betrieb,  und  gieng  gerne  seine  stillen  Wege; 
das  ihm  zukommende  Taschengeld  verwendete  er  zu  dem  An- 
kauf Yon  Büchern,  aus  denen  er  lernen  konnte. 
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Bald  entwickelte  sich  bei  ihm  die  Neigung  zu  den  Natur- 
wi^nschafteUf  aber  anfangs  mehr  ftir  die  beschreibenden,  ins- 
besondere fSiT  die  Pflanzen  und  Tbiere;  um  sich  naturwissen- 
schattliche  Ktnntnisse  zu  verschaffen,  besuchte  er  die  Abend- 
kurse an  der  Gewerbeschule.  Bei  Ueui  lebhaften  Interesse  für 
die  Fomien  und  die  Lebensweise  der  Thiere  und  Pflanzen 
zeichnete  und  malte  er  dieselben  in  seinen  Freistimdeu.  So 
hat  er  als  14  jähriger  Knabe  den  grossen  Atlas  von  Okcn^s 
Naturgeschichte  des  Thierreichs  mit  seinen  116  colorirten 
Tafeln  in  Qrossquart  auf  das  Sorgfaltigste»  Ton  dem  Original 
nicht  unterscheidbar,  abgezeichnet,  da  er  die  Mittel  zur  An- 
schaffung des  theuem  Werkes  nicht  besass;  auch  liegen  von 
ihm  noch  swei  reichhaltige,  grösstentheils  nach  der  Natur 
charakteristisch  und  farbenprächtig  gemalte  Pflanzenbücher 
vor.  Nur  eine  seltene  Ausdauer  und  eine  besondere  Liebe 
zur  Saelie  konnte  die  kolossale  Aufgabe  bewältigen ;  daher  kam 
es  auch,  dass  er  dir-  Pflanzen  und  Thiere  genau  kannte  und 
über  ihre  Merkmale  und  Eigenschaiteu  Besciieid  zu  geben  wusste. 

Dass  er  mit  solchen  Dingen  seine  übrigen  Studien  nicht 
Teisaumte,  das  geht  daraus  heryor,  dass  er  bis  an  sein  T^«  bens- 
ende zur  Erholung  und  Erbauung  die  lateinischen  und  griechi- 
schen Klassiker  in  der  Ursprache  las  und  namentlich  Homer 
ihm  stets  ein  treuer  Begleiter  war.  Der  Physiker  Lommel  hat 
das  humanistische  Gymnasium,  obwohl  er  manche  Mangel  an 
ihm  erkannte,  als  die  richtige  Schule  des  Geistes  angesehen, 
wie  seine  in  Erlangen  (ISb^l  )  gehaltene  Rektoratsrede:  ,über 
L^niversitätsbildun;,^"  darthut.  Ich  weiss  noch  vun  anderen 
Naturforschern  das  tileiche;  so  hat  mein  väterlicher  Freund, 
der  Chemiker  Scluinbein  in  Basel,  nacli  der  strengen  Arbeit 
des  Tages  geistige  Erfrischung  in  den  Oden  des  Horaz  gesucht. 
Auch  von  dem  Chemiker  Bunsen  wird  berichtet,  dass  er  bis  in 
die  letzte  Zeit  seines  Lebens  Cicero's  Briefe  und  Sueton  las. 
£s  ist  wahrlich  ein  ganzlich  unbegründetes  und  gedankenlos 
gesprochenes  Wort,  dass  die  Naturforschung  zu  rohem  Materialis- 
mus führe  und  ideale  Auffassungen  zerstöre;  die  solches  sagen, 
wissen  nicht,  welches  reine  Glück  in  der  Forschung  nach  der 
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Wahrheit  und  in  der  fortschreitenden  Erkcnntniss  der  Natur- 
erscheinungen liegt  und  wie  dabei  die  Gedanken  auf  Höheres 
gelenkt  werden,  wenn  dadurch  auch  nach  und  nach  manche 
filtere  Vorstellungen  der  Menschheit  über  die  Welt  sich  als 
unhaltbar  erweisen. 

17  Vi  Jahre  alt  (1854)  absolrirte  Lotnmel  mit  der  Note 
ziirrlic-h  (las  Gyniiiasium  zu  Speier;  (lur(!li  den  Einfluss  des 
ausi(('/.tR iiiutiii  l'rofessors  der  Mathematik  Friedr.  Schwerd, 
der  siuh  durch  seine  hervorrageudt  n  T^ntersiuliungen  üher  die 
Heugungserscheinungen  des  Lichtes  einen  bedeutenden  Namen 
gemacht  hat  und  auch  correspondirendes  Mitglied  unserer 
Akademie  war,  hatte  er  erst  in  der  obersten  Classe  ein  In- 
teresse an  der  Mathematik  bekommen,  so  dass  er  die  mathe- 
matische Aufgabe  bei  der  PrOfung  glänzend  löste  und  ^on 
seinem  Lehrer  besonders  belobt  wurde;  er  erzahlte  später 
Öfters,  wie  er  anfanglich  nur  wenig  Neigung  zu  dieser  Wissen- 
schaft besass,  aber  durch  die  Uare,  fesselnde  Darstellung 
Schwerd's  zu  der  IJeberzeugung  gekommen  sei,  dass  die  Kennt- 
niss  der  Matheni.iiiiv  lür  die  Erfassung  der  Naturerschei m m t;, •  n 
noth Wendig  ist.  Die  häufig  einseitige  UebiiiiL''  <les  (T«'<l;ulit- 
nisses  in  der  Schule  ohne  das  volle  Ve rstfindnixs  des  iieleniten 
ist  vii  lfac']i  die  Ursache  der  späteren  Klagen  an  der  Universität; 
es  soll  in  der  ei*steren  nur  der  G^ist  befähiget  werden,  richtig 
zu  denken;  dabei  konmit  es  nicht  so  sehr  auf  die  Organisation 
der  Schule  oder  da^  Lehrfach  an,  als  viel  mehr  darauf,  dass 
irgend  ein  guter  Lehrer  bei  dem  SchQler  die  Lust  am  Denken 
erweckt.  In  solcher  Weise  ist  Lommel  durch  Schwerd  zur 
Mathematik  und  Physik  geführt  worden,  trotz  seiner  Neigung 
zur  Zoologie  und  Botanik.  Er  ist  ein  ausgezeichneter  Mathe- 
matiker geworden,  der  die  Mathematik  mit  grösstcm  Geschick 
zur  liüsujig  pli)  sik.ili^clier  ]'r<)l)leiue  anwandte. 

Er  be/oo-  mm  die  rniver>ität  München,  wo  er  im  ersten 
.Fahre  nls  ('aiididut  der  l'liilosophie  und  dann  als  Candidnt  der 
Mathematik  iuscribirt  war;  er  hörte  Vorlesunjxon  über  Mathe- 
matik,  IMiysik,  Chemie  und  Astronomie  bei  Seidel,  Jollj,  Liebig, 
Kobell  und  Lamont.   Wegen  seiner  beschränkten  Mittel  konnte 
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er  zu  dieser  Zeit  nicht  daran  denken  die  akademische  Laufbahn 

einzuschlagen,  er  wollte  sich  nur  für  die  Lehramtsprüfun«^  aus 
der  Matheinatik  und  i'liysik  vorbereiten;  desshalb  nuichte  er 
auch  nicht  die  Uebungen  im  physikalischen  oder  chemischen 
Laboratorium  mit  wie  Jeder,  der  sich  der  Physik  widmen  will; 
nur  das  mathematische  Seminar  bei  Seidel  besuchte  er  eifrigst. 
Zu  keinem  seiner  Lehrer  trat  er  in  nähere  Beziehungen,  auch 
nicht  zu  dem  Physiker  JoUy;  gerne  verkehrte  er  mit  dem 
s])äteren  Professor  IMiilipp  Zöller,  der  auch  ein  Kheinpfölzer 
war  und  aui*  Anregung  Liebig's  agrikulturchemische  Unter- 
suchungen in  dessen  Laboratorium  machte.  Lommel  be- 
schränkte sich  jedoch  nicht  auf  sein  Fach,  sondern  suchte  sich 
auch  eine  umfassende  allgemeine  Bildung  zu  yerschaffen;  er 
hörte  Collegien  Ober  Philosophie  z.  B.  bei  dem  geistreichen 
Lasaulx,  erwarb  sich  ein  feines  Verständniss  fi!r  die  schöne 
Literatur,  namentlich  für  die  grossen  tleut.selien  Dichter,  für 
die  klassische  Musik  und  für  die  bildende  Kunst;  auf  der 
obersten  Oalerie  des  Uoftheaters,  in  den  Ooncerten  der  musi- 
kalischen Akademie  und  in  den  Kunstsammlungen  war  er 
hSufig  zu  finden.  So  konnte  er  sich  sagen,  dass  er  die  Wer^ 
jährige  Studienzeit  an  der  Universität  gut  angewandt  habe, 
und  er  erinnerte  sich  später  auch  gerne  d  irati. 

Nachdem  er  im  Herbst  1858  die  Lehramtsprüfung  nnf  1<  r 
Note  «sehr  gut*  beistanden  hatte,  nahm  ihn  der  vermögende 
Weing^tsbesitzer  und  Landtags-Abgeordnete  Buhl  in  Deides^ 
heim  als  Hauslehrer  für  seinen  jüngsten  Sohn  auf.  Der  unter- 
richtete }uiv^v  Lehrer  war  in  der  Familie  seines  Schülers  und 
in  dem  angert  irten  geselligt  n  Kreise,  der  daselbst  verkehrte, 
sehr  freundlich  aufgenommen  und  er  lernte  dort  die  ange- 
sehensten Männer  der  Pfalz  und  Politiker  wie  Heinrich 
V.  Gagem,  Bassermann  etc.  kennen. 

Im  Frühjahr  1860  erhielt  er  die  Stelle  eines  Lehrers  der 
Mathematik  und  Physik  an  der  Kantonsschule  in  Schwyz,  die 
er  fünf  Jahre  inne  hatte.  Es  war  an  dem  herrlich  gelegenen 
Orte  eine  schöne  Zeit  für  ihn,  er  übte  als  Lehrer  eine  zusagende 
Thätigkeit  aus  und  er  üeug  an  wissenschaftlich  zu  arbeiten, 
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zuiiioist  Mathematisches,  aber  auch  Physikalisches  über  optische 
i'robleme,  wozu  er  wohl  (luit  li  die  Verptiiclitung  in  der  Physik 
2U  unterrichtt  ii  gebracht  worden  war. 

Es  wird  erzählt.  <]er  damalige  verdiente  eidgenössische  Er- 
ziehungsrath Kappeler  habe  erfahren,  dass  die  aus  der  Kantons- 
schule zu  Schwyz  an  das  Züricher  Polytechnikum  kommenden 
Studirenden  in  der  Mathematik  und  Physik  besonders  gut 
untemchtet  seien;  dies  habe  ihn  reranlaasi  den  Lehrer  Lommel 
aufzufordern  nach  Zürich  zu  kommen.  Weil  aber  vorerafc  noch 
keine  Stelle  an  der  Hochschule  irei  war,  nahm  er  einstweilen 
die  Anstellung  als  Oberlehrer  an  der  Eantonsschule  in  Zürich 
an  und  habilitirte  sich,  nachdem  er  vorher  (1863)  den  Doktor- 
jrrad  erworben  hatte,  an  der  Universität  und  dem  Polytechnikum 
zu  Zürich  (1>!<'»5  ).  besonders  gerne  war  er  in  dieser  Stadt  mit 
ihren  ausgezeichneten  Hochschulen;  er  lyewann  das  Zutniiien 
strebsamer  Schüler  und  trat  in  anregenden  Verkehr  mit  be- 
deutenden Männern:  mit  Gottfried  Keller,  Friedrich  Theodor 
Vischer,  Johannes  Wish'cenus,  Theodor  Hill roth,  Friedrich  Emil 
Prym,  AdoH'  Fick  und  Anderen;  auch  setzte  er  seine  wissen- 
schaftliche Thätigkeit  fort. 

Trotzdem  nahm  er  im  Herbst  1867  einen  Ruf  als  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Physik  an  die  land-  und  forst- 
wirthschaftliche  Akademie  zu  Hohenheim  in  Württemberg  an. 
In  dem  einsamen  Orte  fand  er  wohl  eine  lohnende  Beschäfti- 
gung, jedoch  nicht  den  gewohnten  Umgang  mit  ^Jänneni  an- 
derer Richtung  und  nicht  den  (ienuss  der  Kunst.  Er  w;m- 
d*  1  te  dalier  jeden  .Samstag  über  die  Höhen,  welche  das  Schloss 
Mdht'iiheini  von  iStuttgart  trennen,  dorthin  und  Montag  Morgens 
wieder  zurück;  namentlich  in  der  Familie  des  Physikers  Zech, 
wo  er  wieder  Vischer  traf,  war  er  als  Freund  des  Hauses  auf- 
genommen. 

Lommel  galt  längere  Zeit  unter  seinen  Fachgenossen  mehr 
als  Mathematiker,  obwohl  er  eine  Anzahl  bemerkenswerther 
physikalischer  Arbeiten  herausgegeben  hatte,  aber  nach  und 
nach  entwickelte  er  sich  durch  eigene  Kraft  zum  Tollendeten 
Physiker. 
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Da  kam  im  Herbat  1868  die  Berufung  als  Professor  der 
Physik  an  Stelle  des  vortrefflichen  Beetz  an  die  Uni?ersitat 
£rlaDgeii,  die  ihn  innerUch  beglückte,  weil  damit  der  Traum 
seiner  Jugend  sich  erfOllte.  Diese  rullige,  au&trebende,  dem 
Lärm  und  den  Anforderungen  grosser  Städte  entrttckte  Uni- 
rersitat  war  für  ilin,  den  stillen  Gelehrten,  das  richtige  Arbeits- 
feld. Er  galt  bald  als  eine  der  ersten  Kraft©  der  Hochschule, 
entfaltet«  eine  erfolgreiche  Lelalhiititrkeit,  war  geachtet  und 
geliebt  von  seinen  Schülern  und  CoUegen,  wie  aus  den  ehren- 
di'ii  Worten,  weicht'  ilt-r  Kektor  der  Universititt  Erlatig«'ii  und 
der  Dekan  der  philosopliischen  Fakultät  derst  llx  n  an  seinem 
Grabe  spnich,  hervoigieng,  und  seine  wissenschaftliche  Arbeit 
war  eine  höchst  fruchtbare.  Die  18  Erlanger  Jahre  sind  in 
letzterer  Beziehung  wohl  als  der  Höhepunkt  seines  Schaffens 
anzusehen. 

Und  doch  sollte  er  noch  einmal  den  Ort  seiner  Wirksam- 
keit wechseln,  nachdem  er  schon  1869  einen  an  ihn  ergangenen 
Ruf  an  das  Polytechnikum  in  Zürich  abgelehnt  hatte;  er  erhielt 

(1886)  den  ehrenvollen  Kuf  an  die  hiesige  Universität  als 
ISuclilulgcr  JuUv's,  den  er  nicht  ausschhigen  zu  dürfen  glaiiM«  . 
Er  hat  in  den  lo  .lalu  t  n  (K  r  hiesigen  Thäti£»'k(Mt  sein  se^i  lieb- 
reiches V\  irken  als  Lehrer  und  Forscher  iortgesctzt;  aber  die 
Tielen  Abhaltungen  an  der  grossen  Universität,  namentlich  die 
die  wissenschaftliche  Arbeit  geradezu  lähmenden  Prüfungen, 
hinderten  auch  ihn  zu  seinem  Schmerze  so  viel  Zeit  der  For-* 
schung  zu  widmen  als  er  wünschte.  Er  war  ausserdem  auch 
Consenrator  des  physikalisch-metronomischen  Instituts  des  Staates 
und  technisches  Mitglied  der  Normal-Aichungs-Kommission. 
Ein  werthYoUes  Erbe  hat  er  uns  hinterlassen  in  dem  1894 
fertig  gestellten  physikalischen  Institut,  das,  nach  seinen  An- 
galjen  erbaut,  als  eine  vortrellliche  Anstalt  bezeichnet  werden 
muss.  — 
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Ut])or  die  wissenschaftlichen  Errungenschaften,  welche  wir 
i^uiiiincl  vurdaiikeu,  habe  ich  einen  competenten  Physiker,  den 
verehrten  Oollegen  Hermann  Elu  rt.  um  genauere  Auga))(.ii 
beten;  er  liat  sie  mir  in  Folgendem  in  klarer,  allgemein  ver- 
ständlicher Weise  zusammengestellt,  wofür  ich  ihm  besten 
Dank  schulde. 

Im  Vordergründe  des  Interesses  stehen  Lommels  optische 
ünterBUchungen.  Die  mannigfachen  Probleme  der  Lichtersohei- 
nungen,  deren  Ldsung  die  bahnbrechenden  Arbeiten  eines 
Fraunhofer,  Fresnel,  Cauchy  und  anderer  grosser  Forscher  der 
Nachwelt  noch  in  grosser  Zahl  Überlassen  mussien,  übten  auf 
Lommel  vom  Beginn  seiner  Laufbahn  an  einen  besonderen  Reiz 
aus.  Den  grüssten  Erfolg  errang  er  auf  dein  (n'biofce,  welches 
am  längsten  einer  vollkointnenen  theoretisclieii  Durchdringung 
widerstanden  halle,  deinjeiiigeu  der  Erüchuiuungen  der  Zer- 
streuung oder  der  Dispersion  und  der  Absorption  des 
Lichtes.  Seit  Newton  kannte  man  die  verschiedene  Brechbar- 
keit der  verschiedenen  Farben,  welche  hei  der  Brechung  durch 
ein  Prisma  oder  durch  einen  Wassertropfen  zu  der  farben- 
prächtigen Farbenzerlegung  in  ein  Spektrum  oder  zum  Regen* 
bogen  führen.  Man  wusste  auch,  daas  die  Starke  der  farben- 
zerstreuenden Kraft,  die  Dispersion,  bei  verschiedenen  Sub- 
stanzen eine  sehr  Terschiedene  ist,  und  hatte  bemerkt,  dass 
dieselbe  mit  dem  innersten  molekularen  Baue  der  brechenden 
Substanz  irgendw  ie  /.usammenhängen  müsse.  Zwar  hatte  Cauchy 
eine  Formel  angegt  ben.  welche  gestattete  mit  Hilfe  mehrerer 
für  jede  Substanz  l)esonders  zu  besiininiender  Tonstanten  die 
Disjjersion  für  die  verschiedenen  Farben  mit  einer  gewissen 
Annäherung  wirklich  darzustellen ;  die  Cauchy'sche  Dispersions- 
formel war  indessen  mehr  nur  als  Interpolationsformel  zu  be- 
trachten, welche  keinen  näheren  Aufschluss  über  die  Mechanik 
des  in  Rede  stehenden  Phänomens  gestattete.  Noch  weniger 
gelang  es  eine  andere  Erscheinung  in  die  bereits  hoch  ent- 
wickelte Undulationstheorie  des  Lichtes  einzuordnen,  nämlich 
die  der  Absorption  des  Lichtes,  welche  in  so  ferne  wiederum 
auf  ein  Miteingreifen  der  kleinsten  Bausteine  der  lichtvcr- 
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schluekenden  Medien  hinwies,  als  jede  Substanz  vorwiegend  nur 
gewisse  Strahlengatlungen  absorbirt,  andere  aber  mehr  oder 
minder  ungeechwficht  durch  doh  hindurchgehen  lasst.  Schon 
hierdurch  war  ein  gewisser  Zusammenhang  zwischen  Dispersion 
und  Absorption  angedeutet,  der  noch  überraschender  hervor» 
trat  durch  die  Entdeckung  der  sogenannten  ,  anomalen  Dis- 
persion" durch  rhristiansen  und  Kundt  bei  Substanzen,  welche 
engbegrenzte  iSpektnilbezirke  besonders  .stark  absorbiron,  d.  h.  oine 
elektive  Absorption  zeigen,  audi  «j-anz  abweichende  Ablenkungen 
der  der  absorbirten  Farbe  benachbart*  ii  Bostandth«  ilo  des 
Sp€^b*unis  aufwiesen,  wenn  man  aus  der  absorbirenden  Sub- 
stanz ein  Prisma  ferügt  und  mit  dessen  Hilfe  das  Licht  analy- 
sirt.  Was  bei  den  nur  das  Ultraviolett  stark  absorbirenden 
Glaspxismen  undeutlich  angedeutet  war,  trat  hier  klar  hervor: 
ein  Erklftrungsprinzip,  welches  die  Dispersionserscheinungen 
deuten  sollte,  musste  auch  Aber  die  Erscheinungen  der  Ab- 
sorption, über  die  anomale  Dispersion  und  die  elektive  Licht- 
absorption gleichzeitig  Kechenschaft  geben. 

Dieses  Prinzip  gefunden,  es  nach  allen  Seiten  hin  ausu^c- 
staltet  und  die  in  Rede  stehenden  Phänomene  siimmtlich  mit 
einem  Minimum  von  Gruudaunahmen  einwandfrei  erklärt  und 
damit  der  Theorie  eine  neue  Provinz  erobert  zu  haben,  ist  das 
ausserordentliche  Verdienst  Lommel's.  Sein  Kuhm  wird  nicht 
dadurch  verdunkelt,  dass  er  Vorläufer  hatte,  welche  dem  Ziele 
nahe  waren,  wie  namentlich  Sellmeier,  noch  dadurch,  dass  nur 
wenig  vor  ihm  Hermann  y.  Helmholtz  tmd  wenig  nach  ihm 
Ketteier  auf  ähnlichem  Wege  zum  gleichen  Ziele  gelangten. 
Die  genannten  Forscher  haben  vollständig  unabhängig  von 
einander  und  mit  verschiede  ncn  Methoden  gearbe  itet. 

Das  Prinzip  der  neuen  I )is))eisionstheorie  füliit  /.um  ersten 
Male  das  körperliche  Molekül  selbst  rechnend  in  die  optische 
Theorie  ein  und  trägt  damit  der  individuellen  Beschaftenheit 
des  die  Lichtöchwingnngen  übermittelnden  Mediums  Kechnung; 
es  bew^en  sich  also  darnach  nicht  die  Aethertheilchen  alKin, 
sondern  es  wirken  überall  die  Körpertheilchen  mit.  Tritt  eine 
Lichtwelle  aus  Luft  in  ein  Glasprisma  ein,  so  findet  sie  hier 
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nicht  nif'hr  die  gleichen  Bedingungen  wie  in  der  Luft  vor;  in 
jeder  Kaumeinheit  sind  in  den  alles  durchdringenden  Lichtäther 
xnateriellt'  kleinste  Theile  in  Yiel  grösserer  Dichte  eingelagert 
als  Torher  in  der  Luft;  diese  müssen  die  Bewegungen  in  der 
ankommenden  Lichtwelle  beeinflussen,  sie  werden  selbst  zum 
Theil  mit  in  diese  Bewegungen  hineingezogen  werden.  Nun 
werden  aber  die  Moleküle  verschiedener  Körper  die  einzelnen 
an  sie  herantretenden  Schwingungru  in  sehr  verschiedenem 
Grade  aufneliiiicn,  und  ebenso  werden  die  Moleküle  ein  und 
desselben  Körpers  die  verschieden  nisciien  .Schwingungen,  welche 
in  einein  VVeüenznge  weissen  Lielites  enthalten  sind,  je  nach 
ihren  ^Eigenschwingungen",  aufnehmen,  ganz  ähnlich  wie  eine 
Stimmgabel  aus  einem  Tonwellenzuge  nur  auf  diejenige  Schwing- 
ung anspricht,  welche  ihrer  Eigenschwingung  entspricht.  Die 
Moleküle  weiden  also  gewisse  Schwingungen  aufnehmen  und 
deren  Energie  zu  ihrer  eigenen  Anregung  verwenden  d.  h.  die 
entsprechende  Lichtart  absorbiren.  Jetzt  haben  wir  aber  nicht 
mehr  freien  Aether,  welcher  schwingt,  sondern  Aether,  welcher 
mit  mitschwingenden  Molekülen  beladen  ist,  d.  h.  gewisser- 
massen  ein  Medium  von  geänderter  optischer  Dichte.  Von 
dieser  biingt  aber  die  Farb(.'inil)lenkui)g,  welche  bei  der  Brech- 
ung eintritt,  und  damit  die  Dispersion  ab.  Wir  sehen  hier 
schon  den  Zusanmienhang  zwischen  dem  elektiven  Absorptions- 
vermögen und  der  Farbenzerstreuung  hervorleuchten.  Der 
genauere  Einblick  in  denselben  ist  natürlich  nur  an  der  Hand 
der  von  Lommel  mit  wunderbarer  Klarheit  und  Eleganz  enU 
wickelten  Formeln  möglich.  Das  Resultat  derselben,  die 
LommeVsche  Dbpersionsformel,  hat  sich  allen  experimentellen 
Prüfungen  gegenüber  selbst  für  weit  abgelegene  Spektral- 
gebiete bewährt.  Auch  werden  die  Errungenschaften  der 
Ljniuicrschen  Untersuchungen  nach  dieser  Richtung  hin  nicht 
dadurch  in  Frage  gest^jllt,  dass  man  heute  aus  lernten  Gründen 
die  Vorstellungen  der  elastischen  Optik  hat  fallen  lassen  und 
an  Stelle  der  V errück ungen  und  Zugspannungen,  mit  denen 
diese  operirte,  elektrische  und  nnignetische  Zwangs-  oder 
Polarisationszustände  setzt,  welche  sich,  periodisch  mit  Ort  und 
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Zeit  Yeränderlicli,  durch  das  Feldmeditun  hindurch  fortpflaoseo. 
Neuere  Untersuchungen  haben  gezeigt,  dass  die  meisten  Er- 
gebnisse der  filteren  Optik  Yon  diesem  Wandel  der  Vorstel- 
lungen unbertthrt  bleiben,  da  die  Formen  der  Differential- 
gleichtmgen,  auf  die  man  in  beiden  FSUen  gef&hrt  wird*  die 
gleichen  sind  und  nur  die  eintretenden  Constanten  verschiedene 
Bedeutung  haben.  — 

Die  Lomiuerbche  GrundvorsteHuiiL^  von  der  Wechsel- 
wirkung der  Moleküle  und  dem  Liclitiitlier  hatte  sich  srhon 
vor  der  Arbeit  über  die  Dispersion  noch  niich  einer  underen 
Richtung  hin  in  Lommers  eigenen  Händen  als  höchst  frucht- 
bar erwiesen :  gegenüber  den  von  Stokes  untersuchten  Erschei- 
nungen der  Fluorescenz  und  Phosphorescenz,  sowie  später 
in  den  Arbeiten  über  die  Lichtzerstreuung  und  Lichtreflexion 
bei  di£Fu8  zerstreuenden  und  reflektirenden  Kdrpem.  Schon  in 
seiner  ersten  physikalischen  Publikation  aus  Schwyz  wurde  die 
Fluorescenz  in  Analogie  mit  den  Kesonanz-Ei^cheinungen  des 
Schalls  gebracht.  Hier  waren  zunäclist  die  Beobachturi^'sthat- 
sachen  selbst  »  ist  noch  nach  den  verschiedensten  liichtunpfen 
hin  zu  klären  und  zu  vervollständigen;  gerade  in  diesen  Ge- 
hietcn  verdanken  wir  Lommel  eine  grosse  Fülle  von  neuem 
Beobachtungsmaterial  über  fluorescirende  Substanzen,  darunter 
die  Entdeckung  der  Fluorescenz  Ton  Dämpfen  und  die  An- 
wendung Ton  Platten  aus  phosphorescirendem  Material  zum 
Studium  und  zur  Photographie  des  infrarothen,  unser  Auge 
nicht  erregenden,  unsichtbaren  Theils  des  Spektrums.  Das 
Nachleuchten  z.  B.  Ton  Bodmain*scher  Leueht&rbe  wird  in 
eigen  thumlicher  Weise  beeinflusst  durch  die  besonders  durch 
ihre  Wärmewirkungen  ausgezeichnete  iiifrarothe  Strahlung,  so 
dass,  wenn  Lücken  in  dem  entsprechenden  Sj)i'kt  raigebiete  sich 
finden,  wie  sie  z.  B.  im  Sonneiispektrum  durch  die  Absorption 
des  VVasserdampfes  in  der  Erdatmosphäre  hervorgerufen  werden, 
dieselben  durch  den  Leuchtschinn  direkt  angezoi'^t  werden; 
wird  dieser  auf  eine  photographisch  empfindliche  d.  h.  für  die 
sichtbaren  Strahlen  des  Schirmes,  nicht  aber  für  die  infra^ 
rothen  der  den  Schirm  erregenden  Strahlen  empfänglichen 
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Platte  aufgelegt,  so  kann  man  das  infrarothe  Spektrum,  wenn 
auch  nur  indirekt,  sogar  photograpbiren.  Die  Theorie  dieser 
complidrten  Erscheinungen  der  Fluoresoenz  muss  immer  tod 
gewissen  vereinfachenden  Annahmen  ausgehen;  soweit  diese  zu- 
treffen,  ist  die  Lommersche  Theorie  der  Fluorescenz-  und 
Phosphorescenz-Ersoheinungen  unzweifelhaft  richtig. 

BezOglich  dieser  Annahmen  selbst  scheint  aber  heute  nur 
diejenige  einer  Dämpfung  dir  irregten  Schwingungen  im  Mole- 
küle selbst,  die  der  Geschwindigkeit  jirojMMtioiiiiI  ist,  eine 
weiter  tr;i<j;ende  liede\itnng  zu  haben;  die  stehr  merkwürdigen 
Analogien,  auf  die  Lommel  dabei  geführt  wurde,  zwischen 
akustischen  und  optischen  Erscheinungen,  seine  Ergebnisse 
über  optische  Resonanz-  und  Differenz«  oder  Combinations- 
Schwingungen,  zeigen  sich  nach  neueren  Beobachtungen  nicht 
in  allen  Stücken  mit  den  Versuchen  in  TTebereinstimmung. 
Indessen  fragt  es  sich  dabei  immer,  in  wie  weit  die  nach- 
messende experimentelle  Forschung  auch  wirklich  im  Stande 
war,  die  TOn  der  Theorie  geforderten  Versuchshedingims^en 
g«  nau  zu  realisiren.  Jedenfalls  wird  aueli  von  den  Gegnern 
der  Loniiiit'r.selicn  Theorie  der  FIuorescenz-Ersehoinnngen  an- 
erkannt, dass  der  von  Lommel  znrrst  in  dir  T<ehrr  vom  Leuehten 
eingeführte  Gedanke  einer  1  );inii){ung,  welche  die  Moleküle 
beim  Schwingen  erfahren,  bereits  die  schönsten  Früchte  gc- 
zeitiget  hat  und  von  fundamentaler  Bedeutung  fUr  alle  hierher 
gehörenden  Erscheinungen  ist.  — 

In  einem  dritten  grossen  Gebiete  der  Optik  sehen  wir 
Lommel  nicht  als  Bahnbrecher,  wohl  aber  als  einen  mit  seinen 
Arbeiten  ein  ganzes  grosses  Gebäude  abschliessenden  und  voll- 
endenden Forscher  thätig;  er  war  es,  welcher  in  die  Lehre  yon 
den  Beugu iigserschei nungen  gewissermassen  die  Schlnss- 
steine  einfügte  und  dirsos  Gebiet  einer  VollkonHuciilieit.  in  der 
Ausgestaltung  und  Klarheit  entgegenlührte,  da^s  es  heute  als 
Musterbild  eines  abgeschlossenen  Lehrgebäudes  dasteht,  wie 
wir  ihm  nur  wenige  in  den  exakten  Wissenschaften  zur  Seite 
ZU  setzen  haben.  Auch  hier  leistete  Lommel  nicht  nur  als 
Theoretiker  Vollendetes,  sondern  er  hat  auch  gleichzeitig  mit 
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uBermOdlicher  Sorgfalt  und  durch  feinste  Measungen  jedes  ein- 
zelne Ergebniss  der  Theorie  an  den  Erscheinungen  ffelbst  ex* 
perimentell  nachgeprüft.  Bis  zu  dem  Jahre  1884  musste  die 
Theorie  der  Beugungserscheinungen  Yor  Schwierigkeiten  Halt 

luachen,  die  unüberwindlich  erschienen.  Für  den  Fall,  dass  die 
einfallende  Lichtwelle  eine  ebene  ist,  und  der  auffangende 
•Schirm  in  unendlicher  Entferninii,^  von  dem  beugenden  Objekte 
entfernt  ist,  also  für  parallele  Strahlen,  hatten  schon  Fraun- 
hofer, Schwerd  und  Airj  das  Problem  für  den  Fall  einer  krcis- 
förmigen  Oefihung  oder  eines  kreisförmigen  undurchsichtigen 
Beugungsschirnies  gelöst.  Für  die  allgemeineren  Fälle  eines 
nicht  parallelen  Strahlenganges  und  fQr  endliche  Entfernungen 
der  Auffangfläche  war  Fresnel  auf  eine  Bemerkung  Yon  Poisson 
hin  wenigstens  fOr  die  axial  im  Beugungsraum  gelegenen 
Punkte  zu  überraschenden  Ergebnissen  gelangt.  Für  den  all- 
gemeinsten Fall,  den  der  Berechnung  der  Intensität  des  ge- 
beugten Lichtes  für  irgend  einen  Punkt,  wurden  indessen  die 
Fornu'ln  so  verwickelt,  dass  vor  Einführung  eines  neuen  Ue- 
dankenö  jeder  weitere  Fortschritt  als  aussichtslos  erscheinen 
musste.  Vollends  fehlte  es  an  einer  einheitlichen  umfassenden 
Theorie,  welche  nicht  nur  die  genannten  Spezialfälle,  sondern 
auch  den  viel  allgemeineren  der  Herrschaft  des  Calküls  hätte 
unterwerfen  können,  bei  dem  der  beugende  Schirm  irgend 
welche  von  geraden  Linien  umgrenzte  Figuren  bildete.  Da 
erschienen  die  beiden  grossen  Arbeiten  von  Lommel  in  den 
Abhandlungen  unserer  Akademie  vom  Jahre  1884  und  1886, 
welche  die  bezeichneten  Probleme  in  einer  solchen  Weise 
lösten,  dass  sie  für  alle  Zeiten  erledigt  erscheinen,  d.  h.  in  den 
genannten  Gebieten  wohl  kaum  Nennenswerthes  der  Nachwelt 
zu  thuii  mehr  übrig  «gelassen  ist.  Wenij^'Ntens  stimmen  die 
Ergebnisse  der  Theorit^  so  genau  mit  der  A\  irklichkeit  zu- 
sammen, als  man  nur  iri^end  erwarten  kann,  was  Lommel 
durch  seine  Messungen  nachwies;  und  dabei  haben  die  ForTiieln 
eine  Elecranz,  welche  yerblüffend  wirken,  wenn  man  aui  die 
langathmigen  iteihenentwickelungen  früherer  Versuche  das 
Problem  zu  lösen  zurückblickt.  Lommel  zeigt  sich  hier  nicht 
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nur  als  vorzüglicher  Physiker,  snnrlprn  auch  als  hüclist  ge- 
wandter Mathematiker,  besonders  durch  seine  genaue  Kenntniss 
der  sogenannten  BessePschen  Funktionen. 

Es  sei  gestattet  an  dieser  Stelle  einen  kurzen  Blick  auch 
auf  seine  mathematischen  Arbeiten  zu  werfen.  Die  An»- 
lysis  war  ihm  mehr  als  nur  Mittel  zum  Zweck  bei  seinen 
physikaiiscben  Foi-schungen.  Zahlrticbe  Abhandhingen  sind 
rein  mathematischen  Fragen  gewidmet.  Namentlich  sind  es 
die  überaus  merk \\  iird igen  1' unktioiisgebilde  der  erwähnten 
Bessel'schen  oder  Cylinderfunktionen,  die  ihn  mit  ihren  frucht- 
baren Recui-sionseigenschaften,  den  auch  praktisch  wichtigen 
Difierentialgleichungen,  die  durch  sie  gelöst  werden,  sowie  mit 
ihren  merkwürdigen  Integraleigenschaften  immer  aufs  neue 
fesselten,  denen  er  auch  eine  besondere  kleine  Monographie 
widmete.  Wenn  auch  die  moderne  Funktionentbeorie  bei  der 
Betrachtung  der  genannten  Eigenschaften  wesentlich  andere 
IVege  einschlägt,  so  wird  doch  auch  der  Mathematiker  die 
zahlreichen  Tafeln  willkommen  heissen,  welche  Lomniel  mit 
ausdauerndem  Fleisse  für  diese  Funktionen  berechnete.  Was 
er  trieb,  trieb  er  gründlich  l»is  aufs  Letzte.  Seine  grosse  Ver- 
trautlu'it  mit  diosnii  scliwiorigen  Hilfsmittel  lics-^  ihn  luiii  aber 
auch  umgekehrt  die  der  Weiterentwicklung  der  Jieugungstheorie 
den  Weg  sperrenden,  scheinbar  unüberwindlichen  Schwierig* 
keiten  mit  einer  erstaunlichen  Sicherheit  besiegen.  — 

Mit  den  genannten  Hauptarbeiten  sind  die  Lommerschen 
Untersuchungen  aus  dem  Gebiete  der  Optik  noch  bei  weitem 
nicht  erschöpft;  es  wäre  jetzt  eine  grosse  Reihe  von  Einzel- 
forschungen Über  Interferenzerscheinungen,  Doppelbrechung, 
Polarisation  und  Cirkularpolarisation,  Oberflächenfarbenf  Di- 
chroismus.  scroboscopische  und  entoptische  Erscheinungen  zu 
nfiiiu'ii.  \\(l(-ho  alle  (hiurnides  Gut  der  Wissenscliaft  bU'ibeu 
Werden  und  die  der  Fucbmauu  überaus  srliiit/.t,  deren  Besprech- 
ung im  Einzelnen  aber  zu  weit  führen  würde. 

E&  mag  nur  (  vuiilint  werden,  dass  er  seine  optischen 
Lehren  auch  auf  die  Lichteisclieinungen  in  der  Atmosphäre 
anwandte:  zur  Erklärung  des  Kegenbogens,  der  Dämmerungs- 
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färben,  des  sogenannten  Heiligenscheins.  Unter  dem  Einfluss 
seines  Freundes  Philipp  ZöUer  entstand  die  Arbeit  Ober  die 
Beziehuugen  zwischen  dem  Lichte  und  dem  grttnen  Farbstoff 

der  Pflanzen,  dem  Chlorophyll,  wobei  sich  zeigte,  dass  die 
mittltreu  rothen  Strahlrn  das  vegetative  Wachsthiini  noch  zu 
unterhalten  im  Stande  bind,  die  äus.si'reii  aber  niclit  mehr. 

Bemerkt  sei  noch,  dass  sich  Lommel  hier  auch  als  sehr 
geschickter  Oonstrukteur  von  Apparaten  zeigte;  eine  Reihe  der 
Yon  ihm  eingeführten  optischen  Untersuchungsmittel  wird  für 
immer  zu  dem  Bestände  eines  wohl  eingerichteten  physikali- 
schen Laboratoriums  gehören.  — 

Wer  auf  einem  Gebiete  der  Physik  so  herrorragendes  g^e- 
leistet  hat,  von  dem  kann  man  billiger  Weise  nicht  verlangen, 
dass  er  auf  anderen  Gebieten  ebenfalls  bahnbrecliendes  voll- 
bringe. So  sind  die  Arbriten  Lommel's  über  elektrische  und 
magnetische  (J e^Miiständ»-  geringer  an  Zahl  gegenüber 
seinen  optischen  Untersuchungen.  Da  sich  gerade  diesen  Pro- 
blemen das  Interesse  der  neueren  Zeit  aber  besonders  zuwendete, 
80  mag  es  damit  zusanmienhängen,  dass  LommePs  wissen- 
schaftliche Persönlichkeit  in  den  letzten  Jahren  seines  Lehens 
etwas  zurücktrat,  wobei  freilich  auch  nicht  zu  vergessen  ist, 
dass  eine  immer  mehr  anwachsende  Amtsthätigkeit,  sowie  das 
unheilvolle  Leiden,  welches  an  seiner  Schaffenskraft  zehrte,  ihm 
die  Sammlung  und  Vertiefung,  welche  nun  *  imaal  zur  Forscher- 
arbeit unerlässlicb  ist,  mehr  und  uuhr  verminderten.  Aber 
l^gsten  Antheil  auch  an  der  neuen  Entwickelung  der  Elekrici- 
tätslehre  hat  er  unzweifelhaft  genommen,  und  wir  haben  in 
seinen  wundervollen  Versuchen  über  Magnetkraftlinien  und 
über  die  äquipotentiellen  Linien  stromdurchflossener  Platten  ein 
treflfliches  Zeugniss  hierfür  noch  aus  dem  Jahre  1893.  Werden 
durch  plattenförmig  gestaltete  metallische  Leiter  vermittelst 
zweier  an  zwei  beh'ehigen  Punkten  angebrachten  Zuleitungen 
giilvaiiisehe  Ströme  hindurcbgeleitet,  so  verbreiten  sich  die 
tStronifäden  nach  Ge.'ietzen.  welche  schon  das  Interesse  von 
Kirchhoif  wachriefen  und  deren  Verfolgun^^  diesen  selbst  sow  ie 
Carl  Neumann  und  Andere  zur  Entwickelung  eines  folgeureicheu 
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Zweiges  der  Abbildungslehre  des  logarithmischen  Potentials  und 
anderer  wichtigen  Theorien  anregten.  £in  jeder  Strom  bildet 
um  sich  herum  magnetische  Kraftlinien  aus,  welche  sioh  M 
genügender  Stromstärke  bis  an  die  Oberfliche  des  Leiten  heran 
durch  die  schönen  Ketten  darstellen  lassen,  zu  welchen  Eisenfeii- 
Theilchen  durch  die  magnetische  Kraft  zusammengefügt  werden. 
Lommel  wendete  dieses  Prinzip  mit  Erfolg  auch  auf  die  Platten- 
ströme Uli  üiul  vermochte  dadurch  den  Verlauf  der  Stromvor- 
theilung  in  diesen  zweidimensionalen  Leitern  dem  Auge  ditei\t 
walirnehnibar  zu  machen.  Ein  kleines  Bedenken  der  Theorie 
auf  Maxweirscher  Grundlage,  in  wie  weit  die  Lommerschen 
Linien  auch  den  Linien  gleichen  Potentialabfalles,  den  äqui- 
potentiellen Linien  der  Plattenströme  selbst  folgen,  wurde  bald 
behoben.  Sollte  auch  die  Anwendung,  welche  Lommel  fon 
seiner  Erscheinung  auf  das  sogenannte  Hall'sche  Phänomen 
machte,  der  Ablenkung  der  Stromlinien  in  plattenformigen 
Leitern  durch  vertikal  dazu  verlaufende  Magnetkräfte,  der 
weiteren  Aufklärung  auf  diesem  schwierigen  Gebiete  nicht  Stich 
halten^  so  rindert  dies  nichts  an  der  Einfaclilieit  und  Eleganz 
seiner  Methode  der  Siehthannatdiung  der  genannten  Linien.  — 
Eine  Würdigung  der  Leistungen  T^ommers  für  die  Wissen- 
scluiffc  wäre  gänzlich  unvollkommen,  wollte  man  niclit  auch 
seiner  lehrenden  ThUtigkeit  in  Schrift  und  Wort  gedenken. 
Selten  hat  ein  ernster  Forscher  und  gründlicher  wissenschaft- 
licher Arbeiter,  wie  es  Lommel  war,  so  gut  verstanden,  sein 
Wissen  auch  weiteren  Kreisen  mitzutheflen.  Lommel  war  ein 
Meister  der  populären  Darstellung.  Seine  zahlreichen  allge- 
mein verständlichen  Vorträge  Über  physikalische  und  meteoro- 
logische Gegenstönde  sind  wahre  Perlen  einer  einfachen  und 
doch  eindringlichen  Klarheit.  S^in  Lehrbuch  der  Experimental- 
physik erlebt  noch  immer  jedes  Jahr  eine  neue  Aullag<!  und 
mit  Recht.  Was  dieses  Buch  unter  den  zahlreichen  anderen 
guten  Lehrbüchern  dieses  Wis.senszweiges  besonders  auszeichnet, 
ist  die  schlichte  liinfachheit,  mit  der  der  Lernende  auf  die  grosse 
Tragweite  der  physikalischen  (iesetze  im  alltäglichen  Leben  sowie 
bei  den  wichtigsten  und  gewaltigsten  Naturphänomenen  hinge- 
wiesen wird.  —   
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üeberblickt  man  das  arbeitsreiche  Leben  und  die  Bedeu- 
tung der  Arbeiten  LuuHiicrK,  so  erkennt  man,  dass  er  einer 
der  fruchtbarsten  und  um  die  Wissenschaft  verdientesten 
Physiker  unserer  Zeit  war.  Es  sind  nicht  Entdeckungen, 
welche  dem  gromn  Publikum  bekannt  geworden  sind  und  ihm 
einen  berühmten  Namen  bei  letzterem  Tersohafit  haben;  auch 
selbst  unter  den  Fachgenossen  haben  nur  solche,  die  seine  mit 
feinster  Beobachtungsgabe  angestellten  Versuche  und  seine 
Hcharfsinnigen  Erklärungen  der  Erscheinungen  genau  verfolgt 
haben,  den  ganzen  Werth  des  ecliten  Gelehrten  erkannt,  iilin 
edler  Mensch,  bescheiden  und  schlicht,  hat  er  sich  nicht  vor- 
gedrängt; sein  ganzes  Denken  erfUUte  die  Erkenntniss  in  seiner 
Wissenschaft,  die  ihm  Tolle  Befriedigung  gewährte.  Indem 
der  seltene  Forscher  sich  viele  Jahre  hindurch  dem  gleichen 
Problem  widmete,  bis  es,  so  weit  es  zur  Zeit  in()glich  er^ichien, 
erschöpft  war,  giebt  er  uns  das  wohlthuende  Gefühl  einer 
ruhigen  und  tiefgehenden  Geistesthätigkeit  gegenüber  den  gar 
zu  häufig  hastigen  und  daher  bald  überholten  Mittheilungen 
unserer  Zeit.  Wenn  längst  so  manche  momentan  glänzende 
Entdeckungen  in  der  Naturwissenschaft  auf  ihren  wirklichen 
W  erth  für  die  Wissenschaft  zurückgeführt  sein  werden,  wii-d 
man  die  Schriften  LonnueTs  noch  lesen  und  daraus  stets  reiche 
Belehrung  und  einen  wahren  Genuss  schöpfen. 

Soplius  Lie.^) 

Die  mathematische  Wissenschaft  hat  durch  den  am  18.  Fe- 
bruar 1899  in  Christiania  erfolgten  Tod  des  Norwegen  Sophus 
lAv  einen  sehr  schweren  Verlust  erlitten:  er  war  einer  der 
Führer  in  seinem  Fache  in  der  Gegenwart  und  einer  der  be- 
deutendsten und  eigenartigsten  Gelehrten,  welche  Norwegen  in 
diesem  Jahrhundert  hervorgebracht  hat.  Er  wurde  nur  57  Jahre 
alt  und  gehörte  unserer  Akademie  erst  seit  vier  Monaten  an. 

Sophus  Lie  wurde  am  17.  Dezember  1842  auf  Nord^rdeid 


1)  Bede  tob  Prof.  Elling  Holst  zam  Andenken  an  Iiis, 
190a  ttlnuaiib.d.nftfh.-^7a.  OL  29 
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in  dem  Stift  Bergen,  wo  sein  Vater  damals  Pastor  war,  geboren; 
den  ersten  Unterricht  erhielt  er  in  der  Bürgerschule  in  M068, 
einer  Insel  im  Ohristianiii^rd,  wokun  sein  Vater  veisetst  worden 
war;  Yon  da  kam  er  in  die  Nissen'sche  PriTat-LaieinBcfaule  und 
dann  (1859)  an  die  TJniyersitat  zu  Ghiistisnia. 

Der  17  jährige,  ungemein  krSftig  entwickelte  Jüngling  hatte 
sich  zu  dieser  Zeit  noch  nicht  für  einen  bestimmten  Beruf  ent- 
schieden, ja  nicht  einmal  ein  besonderes  Talent  für  irgend  ein 
spezielles  Fach  gezeigt;  er  war  allgemein  begabt  und  in  allen 
Gerrcnständen  des  Unterrichtes  gleichmüsbig  vorgebildet,  und 
Niemand  konnte  damals  vermuthen,  dass  er  sich  zu  einem 
hervorragenden  Mathematiker  entwickeln  werde.  £r  schwankte 
anfangs,  ob  er  sich  der  Philologie  oder  der  Naturwissenschaft, 
die  sein  älterer  Bruder  gewählt  hatte,  zuwenden  sollte.  Nach 
6Vsjährigem  Universitätsstudium,  wo  Broch,  Bjerknes  und  Sjlow 
seine  Lehrer  waren,  unterzog  er  sich  (1865)  mit  grossem  Erfolge 
der  Prüfung  als  Reallehrer  in  der  Mathematik  und  den  Katur* 
Wissenschaften.  Er  half  darnach  eine  Zeit  lang  dem  Astronomen 
bei  seinen  Beobachtungen  in  der  Sternwarte,  wirkte  als  Privat- 
lehrer und  als  Lehrer  der  Mathematik  an  Schulen  und  hielt 
auch  im  Studeutenverein  höchst  lebendige  und  anziehende  V(n- 
triige  über  Astronomie:  aber  er  war  sich  iiocli  immer  nii  ht 
im  Klaren,  zu  welchem  Zweige  der  Wissenschaft  ihn  seine 
noch  sclilnmmemden  Fähigkeiten  bestimmten.  Obwohl  er  sich 
seiner  Tüchtigkeit  wohl  bewusst  war  und  seine  geistige  Kraft 
fühlte,  hatte  er  doch  noch  nicht  das  Feld  gefunden,  auf  dem 
er  dieselbe  offenbaren  konnte.  Zu  dieser  Zeit  peinigten  ihn 
Zweifel,  ob  er  je  seinen  rechten  Beruf  finden  werde  und 
es  befiel  ihn  die  Sehnsucht  nach  einer  seinem  Talent  ent- 
sprechenden Thätigkeit;  er  war  darüber  tief  unglücklich,  so 
dass  seine  Freunde,  welche  sehr  wohl  seineu  hohen  Werth 
erkannten,  in  Sorge  um  ihn  waren. 

Da  kam  zwei  dahre  nach  dem  Bestehen  der  Keallehrer- 
Prüfung  last  {dotzlich,  wie  die  lilüthen  eines  Baumes  sich  an 
einem  warmen  Frühlingstage  entfalten,  die  Hilfe  aus  der  Noth. 
Es  waren  Lie  zufallig  unter  yergessenen  Büchern  der  Uni- 
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refsitäts-Bibliotlidk  die  die  moderae  Odometrie  begrQndenden 
Arbeiten  toh  Poncelet,  Monge  und  Plttcker  in  die  Hand  ge~ 
fallen  f  welche  ihn  mSchiig  erschtltterten.   In  einer  derselben 

war  um  Schlu.sse  ein  Problem  ungelöst  gel)liob('n,  das  der 
Autor  einem  grösseren  Geiste  vorbeliielt;  in  kürzester  Zeit 
hatte  Lie  die  Lösung  gefunden  und  zu  seiner  unsagbaren 
Freude  sein  Talent  und  seine  Lebensaufgabe  erkannt. 

Nun  begann  bei  seiner  kraftvollen  und  stOrmischen  Natur 
mit  elementarer  Gewalt  ausbrechend  ein  rastloses  Studium  der 

Geometrie,  aus  dem  ihm  iilsbald  neue  Ideen  erwuchsen  und 
aus  deren  Verfolgung  er  in  erst:iinilicb  kurzer  Zeit  sich  zum 
vollendeten,  die  schwierigst*  u  Thoile  der  modernen  Geometrie 
nrieisternder  M.ithematiker  entwickelte.  Bei  seiner  grossen  Pro- 
duktivität wünschte  er  seine  Entdeckungen  sich  zu  wahren. 
Gr  gab  daher  in  der  ersten  Zeit  kleine  Flugblätter  heraus, 
welche  nur  kurze  Thesen  ohne  den  Beweis  enthielten;  diese 
losen  Blätter  sanunelte  er  (1869)  zu  einer  16  Seiten  umfassen- 
den Abhandlung,  Repräsentation  des  Imaginären  der  Plan- 
geometrie, in  der  schon  seine  originalen  Ideen  in  der  modernen 
Geometrie,  seine  Imaginärtheorie,  enthalten  waren,  aus  denen 
sich  nach  und  nach  seine  späteren  denkwürdigen  Arbeiten  auf 
diesem  Gebiete  ableiteten;  die  Abhandlung  erschien  auch  in 
Crelle's  mathematischem  Journal,  wurde  aber  wegen  des  Mangels 
an  Beweisen  vielfach  nicht  verstanden  und  nicht  genügend 
gewQrdiget.  Namentlich  fand  er  in  der  Heimath  noch  nicht 
das  YoUe  Zutrauen  in  seine  Fähigkeiten,  da  seinem  Fluge  die 
etwas  alteren  einheimischen  Mathematiker  nicht  su  folgen  ver- 
mochten. 

Die  Arbeit  verschaffte  ihm  aber  doch  durch  die  Befür- 
wortung von  Broch  ein  Staatsstipendium  zu  einer  Studienreise 
nach  Berlin  und  Paris,  wo  er  (1869  und  1870)  mit  den  dor- 
tigen hervorragenden  Mathematikern  zusammentraf  und  seme 
letzte  Durchbildung  förderte. 

Die  berühmte  Berliner  »Schule  unter  Weierstr.iss,  Kummer 

und  Kronecker,  welche  besonders  die  Funktionentheorie  und 
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niidcro  algebraische  Theorien  ausgebildet  haite,  fesselte  ihn 
nicht  80  sehr,  er  fühlte  sich  durch  seine  Neigung  zu  geometri- 
schen Anschauungen  mehr  zu  der  geometrischen  Schule  von 
Glehsch  in  Goitingen  hingezogen. 

In  Berlin  und  Paris  hatte  er  das  GlQck  mit  dem  talent- 
vollen jungen  Mathematiker  Felix  Klein  zusammenzutreffen, 
welcher  die  gleiche  Neigfung  zur  Geometrie  hatte  und  sein 
Freund  yowie  mehren-  .Jaiire  sein  Mitarbeiter  auf  diesem  Gebiete 
wurde.  Der  Pariser  Aufenthalt  wurde  jedoch  jäh  unterbrochen 
durch  den  ileutseh-französischen  Krieg;  Klein  musste  nach 
Deutschland  zurückkehren,  und  Lie  wurde  30  Tage  lang  in 
Foniainehleau  gefangen  gehalten,  da  man  die  Zeichen  in  seinen 
mathematischen  Papieren  fUr  die  geheime  Ohiffreechrift  eines 
preussischen  Spions  hielt;  es  hefreite  ihn  daraas  nur  das  Zeug- 
niss  eines  jungen  französischen  Mathematikers,  des  jetzigen 
herühmten  Geometers  Darboux,  der  den  beiden  Freunden  nahe 
getreten  war  und  später  viel  that,  um  Lie*s  Bedeutung  fttr 
die  Geometrie  darzuthun.  Der  l  lugang  mit  Klein  war  fOr 
Lie  von  besonderer  Bedeutung;  die  beiden  in  der  neueren 
Geometrie  völlig  Bewanderten  ergänzten  sich  gegenseitig  in 
glücklicher  Weise.  Lie  durch  die  Fülle  der  Ideen  und  Klein 
durch  die  Feinheit  und  Klarheit  der  Darstellung.  Sie  bear- 
beiteten gemeinsam  die  Ueberführung  der  Onijipentheorie  in 
der  Gleichungslehre  aui'  geometrische  Probleme,  kurze  Zeit  in 
Paris  und  dann  in  der  Abhandlung:  aUeber  diejenigen  ebenen 
Gurren,  welche  durch  ein  geschlossenes  System  von  einfach 
unendlich  vielen  Tertauschbaren  linearen  Transformationen  in 
sich  übergehen'  (1871)  bei  Zusammenkünften  in  Güttingen, 
Erlangen  und  Düsseldorf;  darnach  theiHen  sie  die  Arbeit,  indem 
Klein  die  Anwendung  der  Theorie  auf  diskontinuirliche  Gruppen 
in  der  Geometrie  übernahm,  Lie  die  koiitinuirlielien  ürujipen, 
in  denen  er  bald  seine  gnisste  Lri>turjfj  vollltringen  sollte. 
Lange  aber  unterrichtete  Lie  den  Freund  von  seinen  neuen 
Ideen  in  einem  lebhaften  wisscnseliaftlichen  Briefwechsel.  Nach 
seiner  Rückkehr  in  die  Heimath  promovirte  er  und  habilitirte 
sich  alsbald  als  Privatdosent  an  der  Univeraitat  Christianiai 


Digitized  by  Google 


a  Voit:  JfOcrolog  mtf  Sophm  Lie. 


843 


woselbst  für  ihn  in  Anerkennung  seiner  wissenschaftUclien 
Yerdienste  (1872)  wesentlich  anf  Befürwortung  yon  Glebsch  und 
Cremona  ein  besonderer  Lehrstuhl  der  Mathematik  an  der  Uni- 

▼ersität  gegründet  wurde,  um  ihm  die  Möglichkeit  zu  geben, 

sich  ganz  seinen  Studien  widmen  zu  können.  In  wenigen 
Jahren  hatte  sich  Lie  zu  einem  der  berühmtesten  und  ver- 
dientesten jMiitlieniatiker  seiner  Zeit  emi)orL^O'M  hwungen. 

Lie\s  erste  grössere  Abhandhing  enthält  eine  Jfortsetzung 
seiner  Imaginärtheorie  mit  Betrachtungen  über  eine  merk- 
ivrUrdige  Transformation  gerader  Linien  in  eine  Kugel,  welche 
zu  seiner  Kugelgeometrie  führte.  Er  kam  bald  bei  weiterer 
Verfolgung  dieser  seiner  Currentheorie  au  zwei  anderen  neuen 
Gebieten  der  Mathematik,  nfimb'ch  zu  der  Lehre  von  den  geo- 
metrischen Transformationen  und  zu  der  berühmten  Integration 
der  partiellen  Differentialgleicliungen  erster  Ordnung.  Er  hat 
diese  Untersuchungen  in  zwei  Abhandlungen  niedergelegt;  in 
seiner  1870  erschienenen  Dissertation,  welche  in  schwedischer 
Sprache  geschrieben  ist,  und  in  einer  zweiten  Schrift,  die  wie 
alle  seine  übrigen  Mittheüungen  in  deutscher  Sprache  erschienen 
ist.  Und  daran  reihte  sich  endlich  die  Gründung  und  Aus- 
bildung eines  weiteren  mathematischen  Gebietes,  die  Theorie  der 
kontinuirlichen  Transformations-Gruppen,  womit  Lie*s  Wirken 
seinen  Höhepunkt  erreichte.  Biese  grosse  fundamentale  Theorie, 
wclclie  für  die  Behandlung  der  verschieden^sten  (iebiete  der 
Mathematik  bestimmend  geworden  ist,  hat  er  nicht  nur  in  allen 
wesentlichen  Theilen  entworfen  und  ausgebaut,  sondern  auch 
in  den  verschiedensten  Gebieten:  in  der  Lehre  von  den  totalen 
und  partiellen  Differentialgleichungen,  in  der  Geometrie  und 
Invariantentheorie  wie  in  der  Mechanik  angewendet.  Seine  Ar- 
beiten hab^  eine  völlig  neue  Fragestellung  eröflhet  und  behan- 
delt, deren  Weiterentwicklung  heute  ein  umfangreiches  Gebiet  der 
modernen  mathematischen  Literatur  bildet.  Ss  gehören  dazu:  die 
Berührungstransformation en  und  seine  Behandlung  der  Minimal- 
flächen. In  den  drei  J;  l  ivn  von  1871 — 1873  concentriren  sich 
diese  seine  grossen  Theorien  und  er  verbrachte  sein  ganzes 
Übriges  Leben  in  rastloser  Arbeit,  um  dieselben  durchgearbeitet 
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(larzustelk'ii.  Aber  selbst  der  uiigewöhulichen  Kraft  von  Lie 
wurde  die  Arbeit  zu  viel:  er  siebte  nach  Hilfe  bei  der  be- 
gounenen  Herausgabc  seiner  Werke,  welche  er  in  dem  durch 
die  Vermittlung  der  Leipziger  Mathematiker  Klein  und  Mayer 
mit  einem  Staatsstipendium  (1884) zu  ihm  gesandten  Dr.  Friedrich 
Engel  £uid,  der  sich  in  dem  neuen  Fache  ausbilden  sollte.  So 
kam  in  den  Jahren  1888 — 1893  die  Theorie  der  Trana- 
formationsgruppen  in  drei  starken  Bänden  heraus;  1891  die 
Vorlesungen  Über  die  Differential4}leichQngen  mü  bekannten 
infinitesimalen  Transformationen;  1893  die  Vorlesungen  über 
kontinuirliche  Gruppen;  1896  die  Geometrie  der  Berührungs- 
tiiiii^tormationen  und  seit  1883:  die  UnteröUchiiügen  Über  die 
Theorie  der  Differentiiil-Inviiriauten  und  iliro  Anwendung  auf 
die  Theorie  der  hüliereu  partiellen  DiÜerentialgleichungen. 

Mittlerweile  hiitte  Lie  (1886)  einen  höchst  ehrenvollen 
Kuf  als  Kleinas  Nachfolger  für  den  geometrischen  Unterricht 
nach  Leipzig  erhalten.  Es  war  dies  ein  grosser  Verlust  für 
Christiania,  jedoch  erschien  ihm  der  Wirkungskreis  an  einer 
der  grössten  und  ruhmreichsten  deutschen  üniversitftten  ein 
bedeutenderer  zu  sein.  Sein  Aufenthalt  gestaltete  sich  daselbst 
jedoch  nicht  so  glücklich  als  er  und  seine  Freunde  für  ihn 
gehofft  hatten,  trotz  der  bedeutenden  Wirksamkeit  und  der 
grossen  Anzahl  lernbegieriger  Schüler  aus  allen  Ländern.  Es 
begann  in  Folge  der  rastlosen  aufreibenden  Arbeit  seine  sonst 
so  eiserne  Gesundheit  zu  wanken.  Trübe  Leben.sanschauungen 
•  »•'iiiäclitigten  sieli  seines  so  klaren  (Jeistes,  die  sich  zeitweise 
bis  zur  Melancholie  stei<.(ürteu ;  er  wurde  bitter  gegen  Andere, 
was  sich  namentlich  in  allzuscharfem  Urtheile  gegen  deutsche 
Mathematiker,  besonders  gegen  Helmholtz,  in  dem  Vorwort  zum 
dritten  Bande  der  Transformations-Gruppen  äusserte.  Eine  tiefe 
Sehnsucht  nach  den  einfacheren  Verhältnissen  der  Heimath, 
deren  Berge  und  Thäler  er  Über  alles  liebte,  befiel  ihn.  Als 
man  diesen  Jammer  in  Christiania  erfuhr,  stellte  eine  Anzahl 
der  bedeutendsten  MSnner  den  Antrag  an  die  Nationalyersamm- 
lung  Lie  einen  Ehrengehalt  zu  bewilligen,  damit  er  in  der 
Huimath  leben  könne.  Er  kum  I6i>8  nach  12 jährigem  Aufent- 
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lialt  in  Leipzig  zurttck,  aber  nicht  um  sich  zu  erholen,  sondern 
um  zu  sterben. 

So  ist  denn  der  geniale  Mathematiker  von  seltener  reicher 
"Be^abungr  und  Tief©  der  Gedanken  zu  früh  för  die  Wissen- 

öcluilt  liahuigegangen.  Iii  der  Begeisterung  für  sein  Fach  bat 
der  lebendige  energische  Mann,  in  unerschütterlichem  Glauben 
an  bedeutende  Leistungen  und  eine  ehrenreiche  Zukunft,  in 
kürzester  Zeit  eine  wahrhaft  kolossale  Arbeit  bewältigt.  Cremona 
sa^te  bewundernd  von  seinem  Wirken:  , manchmal  habe  ich 
mir  selbst  gesagt,  dass  ich  mit  Freude  auf  alle  meine  Arbeiten 
Yersichten  würde,  wenn  ich  so  glttcklich  gewesen  wfire,  das 
entdeckt  zu  haben,  was  lae  entdeckt  hat."  Seine  Arbeiten 
werden  noch  auf  lange  Zeit  hinaus  befruchtend  auf  di&  rer- 
schiedensten  Gebiete  der  niathematischeu  Forschung  wirken. 

Engenio  BeltramiO 

Der  heriilimte  italienische  Mathematiker  Eugenia  Beltrami, 
der  Präsident  der  k.  italienischen  Akademie  der  Wissenschaften 
dei  Lincei  in  Rom,  ist  am  18.  Februar  1900,  64  Jahre  alt, 
gestorben. 

Er  ist  geboren  zu  Cremona  am  16.  Noyember  1835.  Nach- 
dem er  in  seiner  Vaterstadt  das  Lyzeum  besucht  hatte,  trat 
er  an  die  Universität  zu  Pavia  über,  woselbst  er  sicli  während 
drei  Jahren  mit  deni  gnissten  Eifer  matheiiifitischen  Stiulien 
hingab.  Da  er  nicht  in  glänzenden  Verhältnissen  lebte,  war 
er  genöthiget,  sich  alsbald  nach  dem  Verlassen  der  Universität 
eine  Stellung  zu  suchen  und  in  die  Administration  der  Eisen- 
bahnen einzutreten.  Jedoch  beschäftigte  er  sich  in  seinen 
Freistunden  mit  mathematischen  Problemen  und  wurde  schon 
in  einigen  Jahren  durch  seine  Tortreff liehen  Arbeiten  so  be- 
kannt^ dass  die  italienischen  üniTerntaten  sich  den  ausgezeich- 


')  GediUhtnissrede  gehalten  von  Enrico  D'Ovidio,  in  der  physikal  - 
matii  -iiaturwiss.  Classe  der  k.  Akademie  der  WIm.  za  Turin  (Jahrgang 
189Q-1ÖOO). 
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ncten  Gelehrten  streitig  machten.  Er  vertrat  nach  einander 
die  Lehi*fachor  der  Analysis,  der  Geodäsie,  der  Mechanik  und 
der  mathematischen  Physik  an  den  Universitäteu  zu  Bologna 
und  Pisa,  darnach  wiederum  zu  Bologna,  dann  zu  Rom  und 
Payia;  zuletzt  war  er  Professor  der  mathematischen  Phjsik  und 
höheren  Mechanik  an  der  Universität  zu  Rom. 

Beltrami  hat  ia  fast  allen  Zw^gen  der  Mathematik  GUn- 
zendes  geleistet  Ich  entnehme  dem  Wahlvonchlage  meinee 
▼erehrten  GoUegen  W.  Dyck  vom  Jahre  1899  die  folgende 
Schilderung  der  wissenschaftlichen  Verdienste  Beltrami*«. 

Die  wichtigsten  Arbeiten  Beltrami's  gehen  auf  die  seeh- 
Ziffer  Jahre  zurück  und  beziehen  sich  auf  Differentialgeometrie 
und  auf  Niclitt'uklidische  Geometrie.  Besonders  durch  die 
fundamentalen  Untersuchungen  Rienianu's  »über  die  Axiome, 
welche  der  Geometrie  zu  Gmnde  hegen",  waren  die  Fragen 
der  Nichteukhdischen  Geometrie  in  den  Vordergrund  des  mathe- 
matischen und  philosophischen  Interesses  gerückt.  Beltrami 
gab  in  seinem  „Saggio  di  interpretazione  della  geometria  non- 
euclidea",  in  der  Abhandlung  Uber  eine  gewisse  Abbildung  der 
Flächen  Yon  constanter  Erttmmung  auf  die  Ebene  («Bipoirtare 
i  punti  di  una  superficie  sopra  un  piano  in  modo  che  le  linee 
geodetiche  vengano  rappresentate  da  linee  rette*)  und  in  der 
«Teoria  fundamentale  degli  spazii  di  curratura  costante"  eine 
iil)eraus  an.scliauHche  I)arlegung  der  sogenannten  Lobatschewsky- 
schen  Geometrie  in  der  Entwicklung  der  Geometrie  auf  den 
pseudosphärischen  Flächen,  und  verallgemeinerte  diese  Unter- 
suchungen in  der  zuletzt  genannten  Abhandlung  auf  drei- 
dimensionale und  weiter  auf  }«-dimeDsionale  Gebilde,  deren 
geometnsche  Resultate  für  drei  Dimensionen  Helmholtz  in  einer 
bekannten  populären  DarsteUung  weiteren  £reisen  zugänglich 
gemacht  hat. 

Die  Arbeiten  Beltrami^s  zur  Nichteuklidischen  Geometrie 
sind  für  immer  mit  der  Geschichte  dieser  Theorie  verknüpft. 
Die  Untersuchungen  Uber  die  Differentialparameter  geben 

auf  Lam^  zurück,  welcher  im  Gebiete  von  drei  Dimensionen 

diu  Bedeutung  dieser  luvariunleu  lür  die  mathematische  Phjsiki 


a  Vmi:  NeMog  auf  J^mio  MfraM». 
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wie  fiir  dio  Theorie  der  krummlinigen  Coordinaten  entwickelt 
hat.  Beltrami  hat  zuerst  in  der  Arbeit  .Solle  teorica  dei 
parametri  difEiaretiziali*  die  Theorie  der  Differentialparameter 
für  ein  zweifach  ausgedehntes  Gebiet  entworfen  und  insbeson- 
dere unter  Zugrundelegung  der  Invarianteneigenschaft  dieser 
Gebilde  fUr  eine  grosse  Reihe  zunächst  von  geometrischen 
Fragen  verwerthet.  —  Audi  in  den  späteren  physikfilischea 
Arbeiten  Beltrami's  ist  es  die  lielire  von  den  Dili'erentialpara- 
metern,  welche  ihn  naturgemäss  zu  Anwendungen  in  der 
Potential-Theorie,  in  Hydrodynamik  und  £la8ticitätsiheorie,  in 
der  Elektricitätstheorie  und  der  Lehre  vom  Magnetismus,  kurz 
in  allen  Gebieten,  wo  der  Ausdruck  eine  Rolle  spielt, 
führt  Dabei  legte  Beltrami  seinen  Untersuchungen  mit  Vor- 
Hebe  krummlinige  Coordinaten  zu  Grunde  unf  formulirt  sie  för 
ff-dimensionale  und  nichteuklidische  Räume.  Im  besonderen  hat 
Beltiiinii  die  Sätze  von  Green  und  Gauss  mit  ihren  niaimig- 
fachen  Anwendungen  verallgemeinert,  präcisirt  und  ausgebaut. 

Endlich  ^hat  Beltrami  eine  grosse  liei he  von  Einzelarbeiten 
aus  fast  allen  Gebieten  der  Geometrie  und  der  mathematischen 
Physik  veröffentlicht,  in  denen  er  theils  durch  elegante  Zu- 
sammenfassung bekannter  Eesultate,  thetk  auf  Grund  durchaus 
neuer  Ideen  und  Betrachtungen  fördernd  gewirkt  hat.  Hierher 
gehören  insbesondere  die  Untersuchungen  Uber  die  Biegung  der 
Regelflfichenf  Ober  MinimaMachen,  über  die  Kinematik  der 
Räume  von  konstantem  Krümmungsmaass,  über  geodätische 
Linien:  dann  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Physik 
Arbritt  11  zur  l'otentialtheorie  ( Anzieluin<jf  elliptischer  l\inge), 
zur  Hydrodynamik  (über  schraubentormig  fortschreitende  Wirbel), 
zur  Elektrostatik  (über  gewisse  Analogien  zwischen  den  Pro- 
blemen der  Elektrostatik  und  Thermodynamik)  und  Andere  mehr. 

Beltrami  hat  ohne  Frage  mit  Cremona  und  Brioschi  am 
nachhaltigsten  unter  allen  älteren  italienischen  Mathematikern 
auf  die  Entwicklung  der  Mathematik  in  Italien  eingewirkt. 

Durch  seine  wissenschaftliche  Thätigkeit,  durch  den  Scharf- 
.sinn  und  die  vollendete  Reife  seiner  Arbeiten,  war  er  eine 
Zierde  der  üniversitüt  und  der  Akademie  zu  liom.    In  seiner 
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hoben  Stellung,  aucli  als  Mitglied  des  obenten  Rathes  für  den 
öffentlichen  Unterricht,  lebte  er  ganz  für  die  Wissenschaft  und 
war  stets  bereit  dieselbe  m  fordern,  wo  es  ihm  möglich  war. 
Es  ist  sehr  zu  beklagen,  dass  der  ausgezeichnete  Mathematiker 
so  bald  nach  seinem  ebenso  heTTOrragenden  Torgilnger  Francesco 
Brioschi,  der  am  14.  Dczenilx  r  1897  starb,  aus  dem  Leben 
geschieden  Lst;  die  matliematische  Wistioiischaft  in  Italien  hat 
durch  den  Heimgang  diejsür  beiden  Gelehrten  einen  höchst 
empiiudlichen  Verlust  erlitten. 

Wilhelm  OottUeb  HankeL') 

Mit  AVilhelni  Hankel  ist  der  älteste  der  deutschen  Physiker, 
dessen  Arbeiten  bis  in  die  dreissiger  Jahre  zurückreichen,  aus 
dem  Leben  geschieden.  Er  hat  mehrere  Generationen  an  sich 
vorUber  gehen  sehen  und  der  Entwicklung  der  Physik  durch 
sechs  Jahrzehnte  folgen  können.  Er  ist  als  Senior  der  üni* 
▼ersität  Leipzig  und  der  sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
sehaften, zu  deren  Zierden  er  einst  gehörte,  am  18.  Februar 
1899,  85  Jahre  alt,  gestorltcn.  In  unablässiger  Arbeit  hat  er 
sich  bedeutende  Verdienste  wm  die  Physik,  insbesondere  um 
den  xVuisbaii  der  Lehrt'  von  der  pjlikini jtiit.  orworben.  Seit 
dem  Jahre  1859  gehörte  er  als  auswärtiges  Mitglied  unserer 
Akademie  an. 

Sein  Lebensgang  war  der  eines  einfachen  stillen  Gelehrten. 

Am  17.  Mai  1814  zu  Ermsleben,  einem  kleinen  Städtchen 
am  Fusse  des  Harzes,  als  der  Sohn  eines  Cantors  und  Lehrers 
geboren,  besuchte  er  das  Gymnasium  in  Quedlinburg  und  dann 
die  UniTersität  zu  Halle  um  Naturwissenschaften  zu  studirea. 
Er  schloss  sieh  daselbst  besonders  dem  yerdlenstvollen  Physiker 
Schweigger  an,  bei  dem  er  zu  arbeiten  begann.    Da  seine 


*)  Mit  Btiiüi^ung  der  Nekrologe  von  Paul  Drude,  Rede  im  Auf- 
trage der  k.  sächä.  Ges.  der  Wim.  am  Ii.  November  18U9;  and  C.  Neu* 
maim,  Worte  tarn  Ged&chtniBS  au  W.  Hankel,  gesprochen  an  «einem 
Grabe  am  21.  Februar  1899.  (Berichte  der  k.  sttcha.  Gee.  d.  Wiw.  1899 
Bd.  61). 
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£liern  bald  starben,  muBste  er  eicb  anfftnglicb  durch  Brihei- 
lung  Toa  PriTatatunden  durehbringen,  bis  ihn,  den  21  jährigen, 
eine  Anstellung  als  Assistent  fttr  Physik  und  dann  (1836)  die 
Ernennung  als  Lehrer  an  der  Realschule  der  Francke^schen 

Stiftungen  aus  seiner  niis.slichen  Lage  befreiten.  In  der  letz- 
teren Anstalt  trjit  sclion  seine  grosse  Li  hi  ergäbe  hervor. 

Im  Jahre  183Ü  erwarl»  er  iu  Halle  den  Doktorgrad  und 
habilitirte  .sich  ein  Jahr  darnach  als  Privatdozent  für  Chemie 
undPhjsik.  Eine  schwere  Rippenfellentzündung,  deren  Folgen 
er  lange  Zeit  spürte,  nöthigte  ihn  die  Chemie  au&ugeben  und 
sieh  sorglich  zu  schonen. 

Seine  mittlerweile  begonnene  wiss^ischaftliche  ThlÜgkeit 
▼eranlasste  seine  Beförderung  zum  ausserordentlichen  Professor 
an  der  UniTersitftt  Halle  (1847);  1849  bekam  er  den  Ruf  als 
ordenÜieher  Professor  der  Physik  und  Leiter  des  physikalischen 
Instituts  der  üniTersität  Leipzig,  wo  er  sein  langes  Leben  Über 
verblieb  und  bis  1887  getreu  seines  Amtes  waltete  und,  ob- 
wohl fast  erblindet,  bis  in  die  letzten  Monate  seines  Daseins 
wiasenschnftlich  thätig  war. 

Schon  seine  im  Jahre  L^MO  <  rscbieneue  Doktordis-sertation 
sowie  seine  Uabilitätsschrift  handelte  von  den  merkwürdigen 
Erscheinungen,  welche  ihn  während  seines  ganzen  Trebens  be- 
sehiftigten  und  Tor  Allem  sein  Ansehen  in  der  Wissenschaft 
durch  die  unübertroffene  Genauigkeit  der  Beobachtung  be- 
gründeten, nämlich  von  der  durch  ErwSrmen  von  Krystallen 
entstehenden  Elektricitfti  oder  der  Pyroelektricität  der  Krystalle. 
Er  kam  dabei  zu  wichtigen  Aui^hlflssen  Uber  die  Beziehungen 
der  Elektricitätsentwicklung  zu  den  Formen  dw  Kiystalle;  so 
entdeckte  er  einen  Zusammenhang  der  pyroelektriseheu  Erreg- 
barkeit eines  Krystalls  mit  .seiner  Fähigkeit  die  INdarisntions- 
ebene  des  Liehtes  zu  drehen;  dann  fand  er,  dass  hemimoiph 
ausgebildete  Krystalle  wie  der  Turmalin  stark  [lyroelektrisch 
erregbar  sind;  ferner,  da.ss  sich  der  ganze  Krystall  pyroelek- 
trisch  anders  verhält,  wie  Bruchstücke  desselben.  Zum  Nach« 
weis  dieser  Eigenschaften  erfand  er  sein  Elektrometer,  ein 
auaaerst  bequemes  und  genaues  Messinstrument,  da  das  ge-> 
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wohnlich  aDgewandte  BohueDberger'sclie  Goidblatt-EIekiroMop 
iilr  seine  Zwecke  nicht  ausreichte.  Seine  Arbeiten  in  dieser 
Kichfning  gaben  die  Anregung  zu  Tielen  Untersuchungen  ptinii- 
piell  wichtiger  Fragen. 

Der  Besitz  des  feinen  Elektrometers  Teranlasste  ihn  zn 
weiteren  elektrischen  Versuchen.  Zunüchst  zu  einer  Arbeit 
über  Piezoelektricität,  d.  i.  die  beim  ZusammendrQcken  eines 
Krystalls  zwischen  isolirenden  Backen  stattfindende  Entwicklung 
elektrischer  Ladungen.  Er  entdeckte  ferner  (l!^77)  die  wich- 
tige Thatsache,  dai>s  durch  l^estrahhmg  mit  Lielit  die  Krystalle 
elektrisch  werden  können  (Photo-Elektricität),  besonders  der 
farbige  Flussspath.  Beim  Bergkrjstall  glaubte  er  eine  beson- 
dere Erregung  durch  die  schwächer  brechbaren  Wärmestrahldn, 
die  er  Actino-Eiektiicität  nannte,  gefunden  zu  haben. 

Indem  er  mit  seinem  Elektrometer  die  Spannungen,  wie 
sie  bei  der  Berührung  yerschiedener  Metalle  mit  einander  und 
von  Metallen  mit  Flüssigkeiten  entsteht,  genau  bestimmte 
(1861 — 65),  lieferte  er  werthyoUe  BeitrSge  zur  quantitativen 
Aufstellung  der  Spannungsreihe  uud  zur  Theorie  der  galvani- 
schen Kette. 

Er  untersiichte  weiterhin.  ebent'aUs  nuL  .Neineni  Elektro- 
meter, die  Entwicklung  von  elektri.schen  Strömen  durch  Er- 
wärmung und  zwar  zwischen  Metallen  und  erhitzten  Salzen; 
dann  das  elektrische  Verhalten  der  Flamme,  die  bei  einigen 
Gasentwicklungen  auftretenden  Elektricitäten ,  und  die  bei 
Einwirkung  des  Lichte  auf  in  Wasser  und  Salzlösungen 
einteuchende  MetaUe  entetehenden  elektrischen  StrOme.  Er 
beschäftigte  sich  auch  mit  der  atmosphärischen  Elektricität, 
welche  er  (1852)  durch  Anwendung  der  Dreh%vage  auf  ab- 
solutes Maass  zurttckftihrte. 

In  das  Gebiet  der  Ekktrukinematik  gehören  die  Unter- 
suchungen iilter  die  thermo-elektrischf  Siiannungsrcihe  der 
Metalle,  bei  dt-r  sich  t-rgab.  da^s  die  thernKH-lektHschc  Potential- 
Differenz  bei  grösseren  Temperaturdiilerenzen  eine  ganz  andere 
ist  wie  bei  geringen  Temperaturdifferenzen.  Ferner  die  Unter- 
suchungen über  die  Abhängigkeit  des  elektrischen  Leitunga- 
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Widerstandes  von  der  Temperatur.  Dann  der  Nachweis,  dass 
bei  DurcWeiten  eines  Wechselstroms  durch  einen  Elektrolyten 

ein  Kichtungsvyechsel  des  Polarisationsstroms  nach  Oeffnung 
des  primären  Stroms  eintritt.  Von  Interesse  ist  auch  die  Be- 
obachtung, dass  der  spitze  negative  Pol  eines  Induktions- 
Apparates  unter  geeigneten  Umständen  nur  positive  Mektricität 
an  die  Luft  austreten  lässt. 

Auch  aus  dem  Gebiete  des  Magnetismus  liegen  einige  be- 
deutsame Arbeiten  von  ihm  yor.  Er  verfolgte  die  von  Savary 
(1827)  entdeckten  Erscheinungen  der  wechselnden  Polaritäten 
an  Stahlnadeln,  welche  durch  den  Entladungsschlag  der  Lei- 
dener Batterie  niagnetisirt  werden:  er  erkannte  die  bedeutenden 
Kräfte  des  Magnetfeldes  des  elektrisch<Mi  Stromes,  welche  zum 
Betrieb  starker  Arl>eitsmaBchinen  genügen;  er  machte  Mes- 
sungen über  die  Kräfte,  welche  das  Wismuth  im  Magnetfelde 
erfahrt,  und  Untersuchungen  über  das  magnetische  Verhalten 
Yon  Nickel  und  Kobalt. 

Auch  optische  Erscheinungen  erregten  seine  Aufinerksam- 
keit.  Es  wurde  die  farbige  Reflexion  des  Lichtes  von  matt- 
geschliffenen Fliehen  beschrieben;  Messungen  über  die  Ab- 
sorption der  chemisch  wirksamen  Strahlen  des  Sonnenlichts  in 
Quarz,  Glas  etc.  gemacht;  die  IJnikelir  der  Natriumlinic  unter- 
sucht; und  nacligewiesen,  dass  zum  pliospliorigen  Leuchten  des 
Fleisches  die  Gegenwart  von  Sauerstoü"  nöthig  ist. 

Ausser  dem  Elektrometer  gab  er  noch  mehrere  sehr  brauch- 
bare Messinstrumente  an:  so  den  Hitzdraht-Strommesser,  dann 
einen  Apparat  zur  Messung  kleiner  Zeiträume,  den  er  zur  Be- 
stimmung der  persönlichen  Fehler  bei  verschiedenen  Beobach- 
tungsmethoden sowie  zum  Kachweis  der  Verzögerung  der  Aus- 
bildung des  elektrischen  Sromes  bei  vorhandener  grosser  Selbst- 
induktion benützte. 

Das  grösste  Venbenst  hat  sich  Hankel  zwar  als  Experimen- 
tator durch  Auffinden  von  Thatsachen  erworben;  er  hat  aber 
auch  eine  für  die  ibnnaUge  Zeit  sehr  beachtenswerthe  „nene 
Theorie  der  elektrischen  Erscheinungen*  aufgestellt,  durch 
welche  er  eine  einheitliche  Erklärung  für  das  Wesen  der 
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JiUek^cität  zu  geben  versuchte.  Er  ersetzte  die  gebräuchliche 
Annahme  zweier  elektrischer  Fluida  durch  die  Vorstellung  von 
kreisförmigeii  Wirbelbewegungen  des  Aethers  unier  Beiheili- 
gung der  maieriellen  Theflchen  des  Leiters;  die  positive  und 
negative  Elekiriciiäi  unterscheiden  sich  durch  die  Richtung  der 
Wirbel.  Es  werden  dadurch  auch  die  Femwirkungen  zwischen 
elektrisirten  Körpern  oder  elektrischen  Strömen  in  mechanischer 
Weise  durch  VeniiiilUiug  eines  Zwischenmediuiiis,  eventuell 
des  Lichtäthers.  erklärt.  Diese  seine  Theorie  der  elektrisichen 
Erscheinungen  unterscheidet  sicli  wesentlich  vou  der  älteren 
besonders  dadurch,  dfiss  in  ihr  die  elektrischen  Massen  fehlen 
und  durch  Geschwindigkeiten  ersetzt  sind.  Sie  hat  in  einigen 
Stücken  Aehnhchkeit  mit  der  neueren  Maxweirschen  Anschau- 
ung. —  £r  wandte  seine  Theorie  auch  auf  die  Gesetze  der 
Elekirokinematik  in  einer  vom  Ohtn^schen  Gesetz  abweichenden 
Form  an,  und  suchte  femer  daraus  die  Bewegung  des  Crookes- 
schen  Radiomeiers  abzuleiten. 

Die  Arbeiten  HankePs  finden  sieh  gr^ieniheils  in  Poggen- 
dorff's  Annalen  und  den  Berichten  der  k.  sächs.  Gesellschaft 
der  Wissenscliaften :  seine  elektrischen  Untersuchungen  sind  in 
einem  ^Vel•ke  gesammelt  worden.  Mit  Freunden  hat  er  eine 
deutsche  Ausgabe  der  Werke  Arago's  in  16  Bänden  (1854 
bis  18t)ÜJ  herausgegeben. 

So  hat  der  vortreffliche  Gelehrte  in  seltener  Uneigen- 
nUtzigkeit  sein  ganzes  Leben  hingebracht,  um  mit  stannens- 
werther  Ausdauer  die  Kenntniss  in  einzelnen  Theilen  der  Physik 
durch  das  Experiment  und  die  Beobachtung  zu  erweitern.  Er 
war  sich  bewussit  dass  er  im  Wesentiichen  nur  Vorarbeiten 
liefere,  aber  auch,  dass  diese  zu  einer  späteren  weiteren  Er- 
kenntniss  nöihig  sind. 

Er  war  ausserdem  ein  begeisterter  und  seine  Schüler  für 
die  Vorgänge  in  der  Natur  begeisternder  Lehrer;  ein  edler 
Rclilicliier  Mensch  von  lauterem  Charakter  und  voll  Eifers  für 
die  Wnhrheit,  ein  echter  Gelehrter  alten  Selilages,  den  man  ob 
seiner  stillen  glücklichen  Arbeit  bei  dem  nicht  selten  unlauteren 
Getriebe  unserer  Tage  beneiden  könnte. 
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GustaT  Wiedemann.^) 

Wenige  Tage  nacli  dem  Ableben  von  llankel  ist  sein 
NacUiulger  auf  dem  Lehrstuhle  für  Physik  an  der  Universität 
Leipzig,  Gustav  Wiedemann,  gestorben.  £r  hat  sich  als  ex- 
perimenieller  Forscher  durch  die  Aufi&ndung  zahlreicher  wich- 
tiger Thatsachen,  dann  als  Schriftsteller  durch  die  Herausgabe 
eines  grossen  Werkes  ,die  Lehre  von  der  Elektricität"  und  als 
Redakteur  der  angesehensten  deutschen  physikalischen  Zeit- 
schrift um  die  Physik  und  Chemie  hohe  Verdienste  erworben. 
Er  war  der  letzte  der  alten  Garde  von  Physikern,  welche  sich 
in  Berlin  um  Magnus  geschaart  und  so  glänzende  Erfolge  hatten. 

Er  wurde  am  2.  Oktober  1826  als  Sohn  eines  Kaufmanns 
in  Berlin  geboren.  Er  besuchte  das  Eöllnische  Realgymnasium 
daselbst,  in  welchem  die  Schüler  neben  der  human isfcibchen 
Bildung  auch  einen  vorzüglichen  Unterricht  in  den  Natur- 
wissenschaften und  der  Mathematik  erhielten;  es  sind  mehrere 
bedeutende  Naturforscher  aus  dieser  Schule  hervorgegangen, 
z.  B.  der  Physiker  Beetz.  Der  Rektor  war  damals  der  ver- 
diente Physiker  E.  F.  August,  der  Erfinder  des  nach  ihm  be- 
nannten Psychrometers,  auch  lehrte  daselbst  der  jüngere  Seebeck 
die  i*hy:iik  und  Robert  Hagen  die  Cheuue.  Diese  drei  Männer 
haben  offenbar  die  Neigung  Wiedemaun^s  zur  Naturwissenschaft 
erweckt  und  ausserdem  auch  sein  Oheim,  der  Mechaniker  Gruel, 
der  allerlei  einfache  Apparate  für  den  physikalischen  Unterricht 
herstellte  und  bei  dem  sich  der  Neffe  in  Zusammensetzung  der- 
selben Übte. 

An  die  Universität  Berlin  übergetreten,  studirte  er  von 
1044 — 1847  Chemie,  Mathematik  und  Physik.  Er  erwarb  sich 
ein  umfassendes  Wissen  hierin  bei  den  Chemikern  Heiniich 
Rose,  Sonnenschein  und  Mitscherlich,  bei  den  Mathematikern 

1)  Hit  BenQtzimg  der  Rede  znr  Erinnerung  an  G.  Wiedemann  von 

W.  Oatwald  in  der  Leibniz-Sitzunp  der  k.  sftcbH.  Oes.  d,  Wiss.  am  14.  Nov. 
1809;  de8  Nachrufs  auf  0.  Wiedemann  von  F.  Kohlransch  in  der  deut> 
Bchen  physikal  Oph.  am  30.  Juni  1899;  und  des  LebensbiMr?  von  H. 
Helmholt»  in  den  Annalen  der  Physik  mid  Chemie.  N.  F.  Üd.  60.  1898. 


Digitized  by  Google 


354 


Os^ailUdU  SUimig  wm  48.  Män  1900. 


Joachimsthal  und  Diriclilet,  tmd  den  PhyBikem  DoYe  und 
Magnus. 

Der  letstere  übte  auf  die  aufrtrebenden  Talente  einen 
grossen  Einfluss  aus,  indem  er  einen  Kreis  begabter  junger 
Pbysiker  zur  Besprecbung  der  neueren  pliysikalischen  Unter- 
suchungen in  seineTii  gastlichen  Hause  Abends  um  sich  w- 

samnielte,  uml  auch  einzelne  derselben  in  seinem  Privatlabora- 
torium phyüikalische  und  chemische  Arbeiten  ausführen  Hess. 
Es  entstand  daraus  die  so  einllussreich  gewordene  1h  rliner 
physikalische  Gesellschaft  und  die  Herausgabe  der  ,  Fortschritte 
der  Physik".  Zu  den  Stiftern  der  Gesellschaft  gehörten:  Beetz, 
du  Bois  Iteymond,  Brücke,  Clausius,  Heintz,  Kai*steu,  Knob- 
lauch, denen  sich  dann  Baeyer,  Bnmner,  Halske,  Helmholia, 
Pistor,  Badicke,  Siemens,  Traube,  Werther  und  Wiedemann 
anschlössen.  Es  wird  wohl  nicht  leicht  wieder  eine  so  grosse 
Anzahl  Ton  für  die  Wissenschaft  begeisterten  Jflngem  sich  su- 
sammenfittden,  welche  nicht  nur  die  reine  Physik,  sondern  auch 
die  physikalischen  Vorgänge  im  Organismus  und  die  Technik 
gefordert  haben. 

Wiedemann  schloss  niimentlich  mit  Helmlioltz.  welcher  Eleve 
der  niilitärärztliclien  Bildungsanstalt  war,  eine  enge  Freund- 
schaft; sie  studirten  gemeinsam  die  Werke  der  theoretischen 
Physik,  von  Poisson  und  Anderen,  da  der  Einfluss  von  Miagnus  nur 
die  ezperimentirende  Physik  zuliess  und  die  Theorie  aus  Furcht 
vor  dem  Wiederaufleben  der  eben  Überwundenen  unseligen 
Naturphilosophie  abwies* 

Im  Jahre  1847  erwarb  Wiedemann  den  Ddetorgrad  mit 
einer  in  dem  Magnua'schen  Laboratorium  ausgeführten  chemi- 
schen Arbeit:  ,de  novo  quodam  corpore  ex  urea  produeto*; 
dann  habilitirte  er  sich  1851  un  der  Universität  zu  Berlin  als 
Privatdozent  für  Physik  unter  Vorlage  einer  physikalischen 
Schrift:  ,über  elektromagnetische  Drehung  der  Polarisations- 
ebene des  Lichtes". 

Der  junge  Gelehrte  lenkte  durch  seine  schönen  experi- 
mentellen Arbeiten  bald  die  Aufmerksamkeit  auf  sich,  und  es 
begann  eine  glänzende  akademische  Laufbahn.    Schon  vier 
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Jahre  nach  seiner  Habilitation  erhielt  or  einen  Ruf  als  Pro- 
fessor der  Physik  an  die  üniTersität  Basel;  dort  trai  er  zu 
dem  aiisgeceiehneteii  Oheosiker  Sehdnbeiii  in  nahe  Beziehungen, 
dessen  Bedeutung  erst  spät  erkannt  wurde,  weil  er  bei  seinen 
denkwttrdigen  Forschungen  über  die  Eatslyse  seine  besonderen 
Bahnen  einschlug;  unsere  Akademie  war  wohl  die  erste,  die 
ihn  verstand  und  auszeichnete. 

Es  kam  dann  (1863)  die  Berufung  an  das  Collegiuni 
Carolinum  nach  Braimsi  hweig:  1866  wurd«^  er  Nachfolger  des 
trefflichen  Kiseulohr  an  den»  Polytechnikuni  in  Karlsruhe; 
1871  erhielt  er  die  Stelle  als  Professor  der  physikalischen 
Chemie  an  der  Universität  Leipzig  und  endlich  nach  dem  Rück- 
tritt von  Hankel  die  Professur  für  Ezperimental-Physik  daselbst. 

Die  wissenschaftliche  Thätigkeit  Yon  Wiedemann  lieferte 
eine  grosse  Anzahl  zum  Theil  grundlegender  Arbeiten,  bei 
denen  seine  Ausdauer  und  seine  Geschicklichkeit  in  der  An- 
ordnung der  Yeisuche  den  Erfolg  brachten.  Sie  sind  sSmmt- 
lieh  in  den  Annalen  der  Physik  veröffentlicht. 

Nach  der  erwiümten  chemischen  Doktor- Dissertation  üher 
das  Biuret,  ein  durch  Erhitzen  von  trockenem  Harnstoff  unter 
Amnion iukt'iitwicklung  entstehendes  Zersetzung.sj)rodukt,  wandte 
er  sich  })hysikalischen,  grösstentheils  auf  dem  Gebiete  der 
£lektricitäislehre  und  des  Magnetismus  liegenden  Problemen  zu. 

Noch  bei  Magnus  machte  er  (1849)  die  schöne  Ent- 
deckung, dass  die  durch  Staubfiguren  sichtbar  gemachte  Aus- 
breitung einer  elektrischen  Entladung  auf  einer  Krystallplatte 
in  Ereieen  oder  Ellipsen,  je  nach  der  krystallographjschen  Be- 
schaffenheit der  Platte,  erfolgt. 

Es  kamen  dann  die  ebenfalls  schon  erwähnten  Messungen 
über  die  Drehung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes  von  ver- 
schiedener Wellenlänge  durch  die  magnetischen  Kräfte  des 
galvanischen  Stronis. 

Zum  Theii  in  Gemeinschaft  mit  Dr.  R.  Franz  folgten  (1858) 
die  Arbeiten  über  die  relative  WärmeleitungsfUhigkeit  der 
Metalle,  wobei  die  Temperaturmeesung  mit  dem  Thermoelement 
und  der  von  ihm  oonstmirten  bequemen  Bussole  gemacht  wurde; 
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es  zeigte  sich  der  merkwürdige  en^c  Zusammenliang  Ewischen 
der  Leitung  der  Elektricität  und  der  Wärme. 

Koch  als  Pmatdozent  begann  er  Vennidhe  Uber  die  elek- 
trische Endosmose  und  über,  die  anderen  Eigenschaflen  der 
elektrolytischen  Ldsungen,  welche  so  viel  zur  Erkenntniss  auf 
diesem  Gebiete  beigetragen  haben  (1852);  es  wurde  dadurch 
die  Abhängigkeit  des  endosmotisclieu  Druckes  von  der  Strom- 
stärke, der  Natur  der  Diaphragmen  und  dem  Gehalt  der  Lös- 
ungen aufgefunden. 

Li  Basel  förderte  er  seine  elektrochemischen  Untersuch- 
ungen durch  Messungen  der  Leitvermögen  von  Lösungen  (1856), 
verbunden  mit  Bestimmungen  der  Zähigkeit  derselben  und  mit 
dem  Hinweis  auf  den  Zusammenhang  der  beiden  Eigenschaften. 
Auch  beschäftigten  ihn  die  durch  Hittori^s  Arbeiten  angeregten 
Beobachtungen  der  Jonen- Wanderung. 

Von  grösster  Bedeutung  sind  seine  umfangreichen  Arbeiten 
ül»er  den  Magnetisiuu.s  der  Körper,  denen  er  sich  fast  die  ganze 
Zi'it  sf'iiirr  wissenschaftliclicn  Thätigkeit  mit  besonderer  Vor- 
liebe hingab.  Er  begann  mit  iVIessungen  des  temporären  und 
permanenten  Magnetismus  von  Stahl-  und  Eisenstaben  ver- 
schiedener Gestalt;  es  tblgten  mtthsame  und  sinnreiche  Unter- 
suchungen über  die  gegenseitigen  Analogien  und  Einwirkungen 
der  Magnetisirung  von  Stahl  und  Eisen  und  der  Torsion  der- 
selben, aber  den  Einfluss  der  Temperaturverändemngen  etc.  auf 
beide  Arten  von  Zustandsänderungen  und  ihre  Nachwirkungen, 
wodurch  enge  Beziehiaigen  zwischen  dem  magnetischen  und 
dum  mechanischen  Verliah»  n  der  Körper  dargethan  w  urden. 
Da  man  sich  die  Magnetisirung  des  Kisens  als  einen  mechani- 
schen, durch  die  Drehung  der  kleinsten  Theilchen  bedingten 
Vorgang  vorstellte,  so  waren  die  Folgen  bei  der  mechanischen 
Aenderung  in  der  Lage  der  Theilchen  von  grösstem  Literease. 

In  Braunschweig  begann  er  äusserst  interessante  Unter- 
suchungen über  die  Magnetisirung  der  Salze,  welche  später  in 
Karlsruhe  und  Leipug  fortgeführt  wurden;  er  fand  das  additive 
Gesetz  des  magnetischen  Verhaltens  der  chemischen  Verbin- 
dungen; zuletzt  zog  er  aus  dem  Unterschied  im  Magnetismus 
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des  colloidalen  Eisenoxyds  von  dem  der  Ferrisalze  Schlüsse  über 
die  chemischen  Gleichgewichtsveiiiiiltiusse,  woraus  der  Dis- 
sociaüonszustand  der  Stoffe  in  Lösung  in  einem  bestimmieD 
Falle  quantitativ  ermittelt  werden  konnte.  In  diese  Zeit  Üallen 
auch  seine  ersten  Yersuclie  fiber  den  Dampfdruck  kryatall- 
waeserhaltiger  Salze;  dieser  Dissoeiationsdrack  des  Wasser- 
dainpis  bei  verschiedenen  Temperaturen  zeigte  sich  nur  von 
der  Temperatur  und  nicht  von  den  relativen  Mengen  der  an- 
wesenden Stoffe  abhängig. 

In  Karlsruhe  machte  er  mit  Rtthlmann  die  ersten  messen- 
den Versuche  über  Funkenentladung  durch  verdOnnte  Qase, 
welche  für  Andere  eine  reiche  Quelle  wichtiger  Entdeckungen 
geworden  sind. 

Der  Physiker  Wilhelm  Weber  hatte  bei  seinem  Weggänge 
von  Leipzig  einen  grossen  Induktionsapparat  zurückgchuisen, 
mit  welchem  er  die  elektromagnetische  Widerstandseinheit  nach 
absolutem  Maass  bestimmen  wollte.  Wiedemann  hat  in  einer 
gössen«  ausserordentlich  sorgfaltigen  Arbeit  mit  diesem  In* 
Strumente  den  Widerstand  des  Quecksilbers,  den  Werth  des 
Ohm,  ermittelt. 

Obwohl  sich  Wiedemann  als  Forscher  einen  sehr  bedeu- 
tenden Namen  gemacht  hat,  so  liegt  darin  doch  nicht  sein 
hauptsächlichstes  Verdienst  um  die  Wissenschaft;  dasselbe  hat 
er  sich  Tielmehr  durch  die  Bearbeitung  seines  mustergiltigen 
grossen  Werkes:  »die  Lehre  von  der  Elektricitat*  erworben. 
Durch  die  Beschäftigung  mit  den  Erscheinungen  des  Galvanismus 
und  des  ElektroniagnL'tismus  hatte  er  das  Bedürfniss  empfunden 
der  Literatur  näher  nachzugehen^  und  schon  in  Berlin  eine 
Sammlung  aller  einschlägigen  Arbeiten  begonnen;  nach  zehn- 
jähriger Thätigkeit  gab  er  dieselbe,  kritisch  gesichtet  und 
methodisch  geordnet,  1861  Ton  Basel  aus  als  Lehre  Tom  Glalva- 
nismtis  und  Elektromagnetismus  in  zwei  Bänden  heraus.  Es 
war  dudurch  tür  die  strömende  Elekiricitnt  ein  ähnliches  Hilfs- 
mittel entstanden  wie  vorher  für  die  Ueibungselektricität  durch 
Peter  Riesa.  Da  die  scheinbaren  durchgreifenden  Unterschiede 
zwischen  der  reibenden  und  der  strömenden  Elektricltät  immer 
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mehr  aich  verwiscliteii,  so  bearbeitete  er  dae  geeammte  Gebiet 
der  Elektricitftt  und  Yerefientlicbie  (1882-<1885)  sein  Yier- 
bandigee  grosses  Werk:  »die  Lehre  Ton  der  ElektridtSt*;  er 

hat  sich  mit  demselben  vierzig  Jahre  lang,  bis  an  das  Ende 
seines  Lebens,  beschättigL  und  es  «ind  von  ihui  vier  Auflagen 
(1898)  erschienen.  Durch  dieses  sein  eiLfcntliches  Lebenswerk, 
l;!'  ich  hervorragend  durcli  Vollständigkeit  und  Zuveriitösigkeit, 
hat  er  dem  Forscher  in  dem  grossen,  fast  unübersehbaren  Ge- 
biete ein  unentbehrliches  Hilfsmittel  geliefert  und  einen  mäch- 
tigen Einflttss  auf  die  Entwicklung  der  Wissenschaft  ausgeübt; 
man  kann  wohl  sagen,  das»  das  Werk  an  der  grossartigen  Ent- 
wicklung der  wissenschafUichen  und  teobniscben  Elektrik  in 
den  letzten  Dezennien  einen  reichlichen  Antheil  hat  Wir  be- 
sitzen  dadurch  eine  musterhafte  Gksdiichte  der  Lehre  Yon  der 
Elektricitöt  im  19.  Jahrhundert. 

kindlich  liegt  noch  ein  drittes,  nicht  minder  geringes  Ver- 
dienst von  Wiedeuiauu  vor,  nämlich  durch  die  Leitung  der 
Annalen  der  Physik  und  rhemie  nach  dem  Tode  des  verdienten 
Püggendorti"  seit  dem  Jahre  1877.  Durch  seine  ausgebreiteten 
Kenntnisse  und  seine  Erfahrungen  in  der  experimentellen  Physik 
sowie  durch  seine  Unpartheilichkeit  war  er  ganz  besonders 
dazu  befähigt  diese  für  die  Physik  so  wichtige  Zeitschrift  zu 
Übernehmen.  Er  bat  das  verantwörtungsToUe  Amt  in  ausge- 
zeichneter Weise  im  Sinne  Poggendorff*s  fortgeführt;  es  mussten 
in  Einigem,  entsprechend  den  Erfordernissen  der  neueren  Zeit, 
Aenderung(n  vorgenommen  werden:  der  Inhalt  musste  gegen- 
über den  der  Physik  nahe  stehenden  Zweigen  der  Naturwissen- 
schaft, die  früher  in  den  Aiinulen  vertreten  waren,  schärfer  ab- 
gegrenzt werden:  die  Uebersetzungen  von  Arbeiten  in  nicht- 
deutscher Sprache  tielen  weg.  zu  umfangreiche  Abhandlungen 
konnten  nicht  mehr  aufgenommen  werden;  es  wurden  endlich 
die  werthyolien  Beiblätter  mit  seinem  Sohne  Eilhard  ins  Lelien 
gerufen,  in  denen  alle  neuen  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete 
der  Physik  rasch  zur  Kenntniss  der  Fachgenossen  gebracht 
werden.  Wiedemann  hat  65  Bände  der  Annalen  herausgegeben. 
Der  im  Jahre  1893  veröffentlichte  50.  Band  wurde  ihm  mit 
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einer  Yon  Helmholtz  geschriebenen  Skizze  seiner  Verdienste  um 
die  Wissenschaft  gewidmet  und  an  seinem  50  jährigen  Doktor- 
jubiläum  im  Jahre  1897  dankten  ihm  abermals  die  Physiker 

durch  Austrabe  eines  besonderen  Bandes  der  Annalen  (dem  63ten). 

Im  Jahre  1897  zog  er  sicli  we^^^eu  Kränklichkeit  von  der 
Lehrthätigkeit  zurück;  am  23.  März  ist  er  dahingeschieden. 

Der  Name  des  berühmten  Gelehrten  wird  in  der  Wissen- 
schalt  noch  lange  fortleben. 

Robert  Bunsen.^) 

Am  18.  August  1899  ist  Robert  Bunsen  im  Alter  von 
88  Jahren  in  Heidelberg  gestorben.  Er  war  wohl  die  ehr- 
würdigste Gestalt  unter  den  deutschen  Naturforschern;  nicht 
nur  die,  welche  sich  mit  der  Naturwissenschaft  beschäftigen, 
sondern  auch  alle  Gebildeten  brachten  ihm  die  grösste  Ver- 
ehrung und  Dankbarkeit  entgegen  wegen  seiner  ganz  ausser- 
ordentlichen Verdienste  um  das  Wissen  und  um  die  Menschheit; 
denn  er  hat  durch  seine  Arbeit  viele  (lebiete,  die  Chemie,  di« 
Physik,  die  Mineralogie,  die  Geologie,  die  Astronomie  und 
selbst  die  Medizin  mit  wichtigen  Kenntnissen  bereichert,  aber 
auch  noch  viel  weiter  gewirkt,  indem  seine  Schöpfungen  der 
Wissenschaft  neue  fruchtbare  Bahnen  erdffiiet,  ja  die  Grenzen 
unseres  Naturerkennens  hinausgeschoben  haben. 

Er  war  einer  der  pfenialsten  und  eigenartigsten  Forncher 
von  der  feinsten  Beubachtungsgal)e,  ein  Gelehrter,  der  durch 
unablässige  Arbeit  sich  einen  enormen  Schatz  von  Kenntnissen 
angesammelt  und  die  grössten  Erfolge  errungen  hat.  Es  ergreifk 
uns  Wehmuth,  dass  ein  so  glänzender  Geist,  zu  dem  man  seit 
über  60  Jahren  mit  Stolz  als  auf  einen  der  Führer  aufsah, 
nicht  mehr  unter  den  Lebenden  weilt,  aber  man  lilickt  doch  mit 
freudigem  Gefühl  auf  das  schöne,  ungestört  verlaufene  Leben 

')  Heinz,  Munrhoner  mediz.  Wochensclii  ift  1899  Nr.  44, 
Landolt,  Deiicbte  tler  deutschen  ehem.  Ti» f.  18!)9  Nr.  14. 
Onrtin«^,  Aka(lemi>(  h*^H  Gedenkblatt,  Heidelberg  1900. 
Chemiker-Zeitung  10^5  I.  S.  623. 
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zurück,  wie  es  nur  selten  einem  Sterblichen  beschieden  war, 
ToU  köstlicher  Arbeit  und  im  Drange  nach  Erkenntniss  nur 
dem  Dienste  der  Wissenschaft  gewidmet. 

Robert  Bunsen  wurde  am  31.  März  1811  in  Göttingen  ge> 
boren,  woselbst  sein  Vater  Bibliothekar  und  Professor  der  Sprach- 
wissenschaften an  der  Universität  war.  An  den  Gymnasien  zu 
Güttingen  und  llul/inindea  hatte  er  sich  eine  jrute  klassische 
Bildunpf  erworben,  denn  er  las  noch  später  gerne  liiteiniselie 
Sclirittsteller,  Cicero's  Reden  und  Sueton,  und  schrieb  ein 
elegantes  Latein.  Trotz  dieser  jetzt  nach  der  Ansicht  Vieler 
für  die  Ausbildung  in  den  Naturwissenschaften  verkehrten 
Vorbildung  ist  er  ein  Naturforscher  ersten  Ranges  von  den 
grössten  praktischen  Erfolgen  geworden,  weil  er  denken  ge- 
lernt hat.  Mit  17  Jahren  bezog  er  die  TJniTersitSt  Göttingen, 
wo  er  sich  mit  Vorliebe  mit  Physik,  Chemie,  Geologie  und 
Mineralogie,  auch  mit  Mathematik  beschäftigte.  In  der  Chemie 
war  Friedrich  Stromeyer,  der  vortreffliche-  analytische  Chemiker, 
sein  Lehrer,  in  der  Minerulugir  und  (üognosie  der  verdienst- 
volle Hausmann.  Schon  als  Knabe  nalmi  er  iebhai'tes  Interesse 
an  der  Geognosie,  welches  durch  Fusswanderungen  in  der 
Umgebung  Göttingens  und  im  Harz  geweckt  worden  war. 
Im  Jahre  1830  erwarb  er  im  Alter  von  19  Jahren  den  philo- 
sophischen Doktorgrad  mit  einer  Dissertation:  «enumeratio  ac 
descriptio  hyrometrorum*,  was  in  unserer  Zeit,  in  der  zu 
unserem  Unglück  viel  zu  viel  gelernt,  aber  nur  wenig  ver- 
standen ^vird,  eine  Unmöglirlikeit  wäre.  Es  folgten  (lSH2) 
ausgedehnt»^  l?eisen,  zu  dt  in  ii  er  ein  Stipendium  erhalten  hatte, 
um  sich  in  den  praktischen  Zweigen  der  Chemie  durch  Be- 
sichtigung industrieller  Etablissements  weiter  auszubilden.  Dabei 
arbeitete  er  in  Berlin  einige  Zeit  bei  dem  Mineralogen  Weiss 
und  lernte  Heinrich  Rose  und  Mitscherlich  kennen.  In  Glessen 
traf  er  den  jungen  Liebig  und  Wdhler,  die  ihre  berühmte 
gemeinschaftliche  Untersuchung  über  das  Radikal  der  Benzoe- 
säure ausführten.  Grosse  geognostische  Exkursionen,  nament- 
lich eine  mit  Mitscherlich  in  die  Kitt  l  gemachte,  seliärtten 
seinen  Bück.    Er  ging  dann  nach  Paris,  wo  der  Deutsche 
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damals  immer  Doch  seine  Ausbildung  hn]»'n  musste;  er  kam 
mit  Pelouzo  zusammen,  an  den  er  einen  Empfehlungsbrief  Ton 
Liebig  erhalten  hatte,  dann  mit  Regnault  und  Keieet,  mit 
Deprets  und  Anderen;  vielfache  Anregung  brachte  der  Besuch 
TOD  Fabriken,  beeondera  der  berOhmten  Ponellanmanuiaktur 
asu  Sevres.  Von  Paris  sollte  die  Reise  nach  Wien  und  Oester- 
reich durch  die  Schweiz  gehen.  Er  durchwanderte  in  weiten 
Touren  /u  Fuss  das  schöne  Land  mit  hohem  Genuas  und  kehrte 
Eude  IbiiJi,  nachdem  er  seine  pliysikalischen.  chemischen  und 
geogno.stischen  Kenntnisse  VürvüUständig't  und  auf  chemisch- 
technischem Gebiete  viel  gesehen  hatte,  nach  Guttingen  zurück. 

An  der  Universität  dasrlhst  begann  Bunsen  jetzt  seine 
akademische  Laufbahn;  mit  22  Jahren  habilitirte  er  sich  als 
Privatdoaent  für  Chemie;  er  hielt  während  drei  Semestern  Vor- 
lesungen und  wurde  dann  (1835)  gewttrdiget  die  Vorlesungen 
dee  Teratorbenen  Stromeyer  über  theoretische  und  praktische 
Chemie  su  yertreten.  Im  Jahre  1836  kam  der  aufstrebende 
Wöhler,  der  Professor  der  Chemie  an  der  höheren  Gewerbe- 
schule in  Kassel  war,  als  Nachfolger  Stromeyer's  nach  ööttingen 
und  liunsen  ersetzte  ihn  in  Kassel.  Bald  prliielt  er  von  dort 
eiüen  Uuf  als  ausserordentlicher  Professor  an  die  T^niversitiit 
Marburg,  an  der  er  ISII  zum  Ordinarius  vorrih  kt*-.  Nach 
last  13  jähriger  bedeutsamer  Wirksamkeit  in  Marburg  kam  er 
(1851)  an  die  Universität  Breslau,  wo  nach  seinen  Angaben 
ein  Laboratorium  erbaut  mirde;  aber  schon  ein  Jahr  darauf 
erfolgte  die  glückliche  Berufung  an  das  schöne  Heidelberg  als 
Naehfblger  Gmelin^s.  Er  konnte  im  Jahre  1855  das  neue  grosse 
Laboratorium,  damals  das  grSeste  und  am  besten  eingerichtete 
in  Deutschland,  eiGfliien,  in  dem  er  nun  seine  segensreiche 
Wirksamkeit  ab  Lehrer  und  Forseher  begann.  Im  Jahre  1889 
trat  er  im  Alter  Yon  78  Jahren  vom  Lehramt  zurück. 

Seine  wissenschaftlichen  Arbeiten  begann  Ihmsen  als  Privat- 
dozent; eine  rein  chemische  Arbeit  über  die  I)oi>{M'Icyauiire 
in  ilirem  Verhalten  zu  Ammoniak  hatte  er  mit  Himly  LT'^mncht 
und  dann  eine  weithin  bekannt  gewordene  von  pr.iktisclier  Be- 
deutung mit  Berthold  über  ein  Gegengift  gegen  die  arsenige 
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Säure.  Er  öuciitc  die  in  den  Magen  meist  in  Schweiuturtor 
Grüu  gelangte  arsenige  Säure  in  eine  unlösliche  Verbindung 
Uberzuführen,  als  welche  sich  die  mit  Eisenoxjdhydrat  am 
besten  eignete;  er  empfahl  ein  frisch  bereitetes  Gemisch  von 
BSisenvitriol  mit  gebrannter  Magnesia,  wobei  sich  die  ausfalleode 
Eisenbase  der  arsenigen  Säure  und  Bittersalz  bildet. 

In  Kassel  begann  er  seine  einzige  grossere,  rein  obemische 
Arbeit:  es  sind  die  von  1837— -1842  fortgeführten  denkwürdigen 
Untersuchungen  über  die  Kakodylreihe,  die  ihn,  den  26  jälmgc  n. 
alsbald  in  die  erste  Heilie  der  Chemiker  erhoben.  Dieselben 
üimi  Voll  grü^irtkr  Bt-dfutunü"  fiir  die  Entwicklung  der  Radikal- 
Theorie  und  der  (Jlieirue  der  Kühlenstoffverbnidungen  gewurden. 
Man  liatte  bei  der  Destillation  von  Arsenik  mit  essigsaurem 
Kaü  die  sogenannte  Cadet^sche  Flüssigkeit  von  grosser  Giftig- 
keit, eckelhaftem  Geruch  und  leichter  Selbstentzündlichkeit  ge- 
wonnen, deren  Zusammensetzung  unbekannt  war.  Trotz  der 
Qefahrlichkeit  der  Substanz  gieng  Bunsen  an  die  üntersuchung, 
bei  welcher  in  Folge  der  Explosion  eines  Glasrohrs  durch  einen 
Splitter  sein  eines  Auge  erblindete  und  die  entströmenden  gif- 
tigen Dämpfe  sein  Leben  gefährdeten.  Es  war  damals  die 
K  idikal-Tlieorie  aufgestellt  worden;  es  sollten  niliulicli  in  den 
organischen  Verbindungen  gewisse  Gruppen  von  Elementen, 
die  bei  den  Reaktionen  unverändert  bleibenden  zu5?ammenge- 
.setzten  liadikale,  die  Rolle  der  Elemente  der  unorganischen 
Verbindungen  spielen;  als  solche  Radikale  hatte  man  das  Cyan 
und  das  der  Benzoesäure  erkannt.  Bunsen  gewann  aus  der 
Gadet*schen  Flüssigkeit  ein  aus  Arsen,  Kohlenstoff  und  Wasser- 
stoff bestehendes  Radikal,  das  Kakodyl,  das  sich  mit  Sauerstoff 
▼erbindet  (Alkarsin)  und  Tiele  andere  Verbindungen  eingeht  wie 
das  Natrium.  An  die  Entdeckung  dieses  neuen  Radikals,  und 
noch  dazu  eines  so  merkwürdigen  arsenhaltigen,  knüpften  sich 
lebhafte  Erörterungen  der  (lieniiker.  Aber  Bunsen  blieb  dem 
Streite  fem,  ju  er  kiiniiuerte  sich  nicht  um  die  davon  aus- 
geliende  umgestaltende  Bewegung  in  der  organischen  Chemie. 
Er,  der  den  grössten  Anstoss  gegeben  und  von  dem  man  hätte 
erwarten  sollen,  dass  er  alle  Kraft  aufbieten  würde,  die  Sache 
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zu  verfoigen,  stand  theiloahmslos  da  und  hat  nieuials  mehr  sich 
mit  einer  Aufgabe  der  organischen  Chemie  beschäftigt.  Hat  er 
geglaubt,  dass  in  dieses  dunkele  Gebiet  nicht  so  bald  ein  er- 
hellender Liohtstrahl  dringen  werde?  Jedenfalls  erschienen 
seinem  uniTersellen  Geiste  andere  Dinge  interessanter  su  sein. 
Er  gieng  an  die  Untetsuehung  der  bei  dem  Hoehofenprosess 
sich  entwickelnden  Gase,  der  GKschtgase,  und  zeigte,  dass  ein 
grosser  Theil  der  W&rme  dadurch  verloren  gehe  und  wie  man 
dieselbe  für  die  Hüttenindustrie  wieder  nutzbar  inacheu  kann. 
In  diese  Zeit  fallt  die  Con.stniktion  seiner  Zink-Kohlenbatterie 
für  starke  elektrische  W  irkungen,  die  er  dann  zu  seinen  elektro- 
ohemischen  Versuchen  benutzte  und  die  lange  für  die  Gewin- 
nung elektrischen  jUchtes  und  für  die  Galvanoplastik  Anwen* 
dung  fand. 

Von  Marbuig  aus  imtemahm  er  (1846)  eine  merkwürdige 
nnd  für  die  Wissenschaft  fruchtbare  Reise  nach  der  Insel  Ishmd« 
indem  er  sich  an  der  Ton  dem  Geologen  Sartorius  Ton  Walters- 
hausen Teranstalteten  Expedition  mit  dem  Mineralogen  Berg- 
mann betheiligte;  er  sollte  dabei  die  chemische  Thätigkeit  der 
dortigen  Vulkane,  insbesondere  deren  gastonnige  Emanationen, 
untersuchen.  Er  kehrte  nach  6  Monaten  nach  grossen  Ent- 
behrungen und  Anstrengungen  mit  einem  reiclien  Material  für 
wissenschaftliche  Arbeit,  namentlich  an  in  Glasröhren  einge- 
schlossenen Gasproben,  zurück,  dessen  Abarbeitung  ihn  bis  zum 
Jahre  1854  in  Anspruch  nahm.  Die  Resultate  der  Reise,  welche 
er  in  einem  gedruckten  Schreiben  an  Beraeiius  vorläufig  zu- 
sammenfasste,  waren  fttr  die  Geologie  höchst  bedeutsame:  aus 
der  Beschaffenheit  der  mlkadschen  Gase  ergaben  sich  wichtige 
Att&chlfisse,  die  chemischen  Analysen  der  Eruptivgesteine 
zeitigten  eine  Theorie  der  plutonischen  Erscheinungen,  er  be- 
schreibt <lie  eigenthiimlichen  Veränderungen  der  Gesteine  durch 
den  EinHuss  der  Hitze  und  de^s  Wassers,  und  erklärt  die  (ievsir- 
Phänomene  d.i.  das  periodische  Aul'treten  von  heissen  Wasser- 
massen aus  der  Erde. 

In  Marburg  und  Breslau  machte  er  seine  elektrochemischen 
Untersuchungen  über  die  Abscheidung  der  Metalle  durch  den 
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elektrischen  Strom,  zu  denen  seiiK^  kraltige  Zink-Kohlenbatterie 
Verunlassung  gegeben  hat;  aus  den  Lösungen  der  Chloride 
stellte  er  reines  Chrom  und  Mangan,  aus  den  geschmolzenen 
Chloriden  Magnesium,  Aluminium,  Natrium,  Barium,  Calcium 
und  Lithium  dar.  Auch  gab  er  eine  £rklänuig  der  VoiigSnge 
bei  der  Elektrolyse.  Die  wisaenschaftliGhe  Chemie  und  die 
Technik  haben  dadurch  gleichermaassen  gewonnen.  Indem  er 
das  metallische  Magnesium  zu  Draht  presste  und  diesen  yer* 
brannte,  erhielt  er  das  ^l&nsende  Magnestumlieht,  dessen 
chemisch  wirkende  Strahlen  er  zur  l^liotochemie  anwandte.  Die 
rein  darjrcstcUten  Metallu  dienten  ilazu  ilire  specitische  Wärme 
mittelst  MMiies  sinnreichen  Kis-Calonmeters  zu  bestimmen  und 
auch  die  nocii  unbekannten  Atomgewichte  denselben  festzustellen. 

In  die  erste  Heidelberger  Zeit  (1852 — 1862)  fallen  die  mit 
Roecoe  gemeinschaftlich  ausgeführten  äusserst  mUhe7olien  photo- 
chemischen Untersuchungen.  Sie  bedienten  sich  zur  quantita- 
tiven Bestimmung  der  chemischen  Wirkungen  des  Sonnenlichtes 
eines  Gemisches  von  gleichen  Haumtheilen  Wasserstoff  und 
Chlor,  das  bei  Einwirkung  d^  Lichtes  in  Salzsäure  flbergeht. 
Durch  viele,  mit  den  sinnreichsten  Apparaten  angestellten  Be- 
obachtungen haben  sie  die  chemischen  Wirkungen  des  in  der 
Atmosphäre  zerstreuten  Tiichtes  und  des  direkten  Sonnenlichtes 
ermittelt.  Auch  haben  sie  dabei  die  ungeheure  chemische  Kraft 
berechnet,  welche  die  Öonne  durch  ihr  Licht  iu  den  Welt- 
raum sendet. 

Um  dieselbe  Z(  Ii  macht'  <  r  eine  maassanalytische  Methode 
Yon  allgemeiner  Verwendbarkeit,  die  Jodometrie,  bekannt, 
welche  die  höheren  Oxjdationsstufen  der  Elemente  mit  Sicher- 
heit erkennen  laset. 

Jahre  lang  hat  er  sich  mit  der  Analyse  von  Gasgemischen 
abgegeben,  schon  bei  der  Untersuchung  der  Hochofengase  und 
der  Geysirgase;  im  Jahre  1857  erschien  sein  abschliessendes 
klassisches  Buch  „gasometrische  Methoden",  durch  das  er  die 
Ga.sanalyt,e,  unter  Erfindung  zahlreicher  Hilfsmittel,  zu  der 
gleichen  Vollkommenheit  wie  die  Gewiclits-  uiul  Maassanalyso 
erhob.   Es  findet  sich  in  dem  Büchlein  ausserdem  eine  ii'Ulle 
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weithvoUster  Angaben:  die  Bestimmung  des  specifiscben  Gewichts 
der  Gase,  ihrer  Dififusions-  und  Absorptions-firscheinungeD, 
sowie  ihrer  Verbrennungserscheinungen.  Er  erwähnt  darin  auch 
der  Hilfet  welche  ihm  der  leider  zu  früh  verstorbene,  zu  den 

grössten  HoiFnungen  berechtigende  Dr.  August  Pauli  aus 
Müin-  hi-n  bei  den  Absüiptions- Versuchen  der  Gase  geleistet  hat. 
Die  Methoden  von  Bunsen  wurden  zuerst  von  .seinem  Scliüler 
Lothar  Meyer  zur  genauen  Untersuchung  der  Blutgase  ange- 
wendet, sowie  aucli  vielfach  zur  Ermittlung  der  Zusammen- 
setzung der  ausgeathmeten  Luft,  wodurch  in  diese  Vorgänge 
ein  heliss  Licht  geworfen  worden  ist. 

Zu  allen  diesen  Verdiensten  gesellte  sich  nun  seine  be- 
kannteste und  glänzendste  Schöpfung,  die  mit  Kirchhoff  ge- 
fundene Spektralanalyse.  Im  Jahre  1861  erschien  ihr  epoche- 
machendes Werk;  , chemische  Analyse  durch  Spektnilbeobach- 
tungen".  Es  ist  wohl  kaum  eine  Entdeckung  von  gleicher 
Tragweite  für  die  ganze  Wissenschaft  gemacht  worden  als  (iiesc 
und  zwar  nicht  durch  eine  zufällige  Beobachtung,  sondern  durch 
systematische,  die  Erscheinungen  erklärende  Untersuchungen. 
Zuerst  wurden  mit  Hilfe  der  nicht  leuchtenden  Flamme  des 
Bunsen-Brenners  in  dem  in  der  optiach-astronomischen  Werk- 
stätte von  C.  A.  Steinheil  in  München  entstandenen  ersten 
Spektroscop  die  merkwürdigen  farbenprächtigen  Spektren  der 
einzelnen,  von  Bunsen  rein  dargestellten  Metalle  festgestellt. 
Glühende  feste  Kttrper  geben  ein  continuirliclies  Farhenspektruni 
ohne  dunkle  Linien,  glühende  Gase  senden  Licht  von  bestinnnter 
Farbe  aus  und  gelten  chiher  unterbrochene,  aus  einzelnen  farbigen 
Linien  bestehende  Spektren.  Dabei  fiel  es  auf,  dass  die  gelbe 
Nationlinie  mit  der  Fraunhofer'schen  dunkeln  i>-Linie  des 
Sonnenspektrums  zusammenfiel.  Es  zeigte  sich  femer,  dass 
wenn  man  Drummond^sches  Kalklicht  mit  einem  continuirlichen 
Spektrum  ohne  dunkle  Linien  durch  glühenden  Natriumdampf 
gehen  lässt  und  dann  durch  ein  Prisma  zerstreut,  an  Stelle  der 
gelben  Natriumlinie  eine  schwarze  Linie  auf  hellem  farbigen 
Hrurid  auftritt.  Diese  auffallende  Erscheinung  fand  durch 
Kirchhoff's  eindhngeudeu  Verstand  ihre  Deutung:  ein  j^as- 
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förmiger  Körper  absorbirt  diejenigen  Strahlen,  welche  er  im 
leuchtenden  Zustande  aussendet.  Da  das  Sonnenspektrutn  die 
Frauubofer^schen  dunkeln  Linien  giebt,  so  mussten  die  beiden 
Forscher  folgern,  dass  vor  dem  festen  leuchtenden  Kern  der 
Sonne  eine  Gasatmosphäre  sich  befindet,  welche  glühende 
NatriumdfUnpfe  enthält;  auch  die  übrigen  Fraunhofer'schen 
Linien  stimmen  mit  den  hellen  Linien  irdischer  Stoffe  überein. 
Dadurch  waren  die  bis  dahin  unverstandenen  Fraunhofer'schen 
dunkeln  Linien  erklärt.  Indem  sie  die  Spektra  der  llimniels- 
körper  untersuchten,  fanden  sie,  aus  welchen  Urstofi'en  ihre 
Gashülle  oder  Photosphäre  besteht;  es  sind  auf  unsei-er  Erde 
Yorkommenden  Stoffe,  denn  das  in  der  Sonne  gefundene  neue 
Element  Helium  that  später  Bamsay  in  einigen  seltenen  nor- 
wegischen lÜneralien  dar.  So  entstand  eine  neue  Wissenschaft, 
die  Astrophysik:  die  Planeten  geben  reflektirtes  Sonnenlicht  und 
liefern  daher  das  Sonnenspektrura,  die  Fixsterne  haben  drei 
verschiedene  Spektren,  eines  mit  dem  der  Sonne  übereinstim- 
mend. Die  Protuberanzen  der  Sonne  wurden  als  frUihende 
Wasäerstüüdämpie  erkannt;  die  Nebelflecken  ak  glühendes 
Stickstoff-  und  Wasserstolfgas. 

Mit  Hilfe  der  Spektralanalyse  lehrte  er  die  geringsten 
Mengen  der  in  den  Flammen  verflüchtigten  Elemente  und  ihrer 
Verbindungen  zu  erkennen.  Zuerst  fiihrte  sie  zur  Entdeckung 
zweier  neuer  Elemente,  des  Rubidiums  und  Cäsiums,  aus  der 
Dürkheimer  Salzsoole  und  aus  kalihaltigen  Urgesteinen;  er 
zeigte  dann  dadurch  das  weit  verbreitete  Vorkomuien  des 
Lithiums  und  die  Spektren  seltener  Erden,  z.  B.  der  Erbin- 
und  Yttererde,  des  Khodmms,  der  Cergruppe,  woran  sich  eine 
Untersuchung  des  Didyms,  eines  Gemisches  der  Elemente  der 
seltenen  Erdmetalle,  deren  Oxyde  mit  Thorerde  als  Haupfc- 
bestandtheil  das  Material  zur  Herstellung  der  Auer^schen  Glfih- 
Strümpfe  liefern.  Wer  weiss  nicht,  welchen  Gewinn  die  Unter- 
suchung der  Absorptionsstreifen  gefärbter  Stoffe,  z.  B.  des  Blutes, 
für  die  Chemie  und  die  Physiologie  gebracht  hat? 

Aus  .seinen  Versuchen  zur  leicliten  Erkennung  der  Metalle 
bei  höhereu  Temperaturen  entstanden  die  au  Feinheit  und  Sorg' 
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fiUtigkeit  der  Beobachtung  einzig  dastehenden  «Fhunmen- 
Reaktionen*,  mit  denen  er  die  analytisehe  Chemie  beschenkte. 

Es  müssen  noch  erwähnt  werden  seine  Anleitung  zur 
AnalyBe  der  Aschen  und  Mineralwasser,  die  Methode  zur  Ana- 

lysL'  der  Silikate,  die  Trennung  von  Antnnun  und  Arsen,  seine 
Bestiiniiiuug  de&  liarnäto£&,  seine  Untersuchung  über  die  Natur 
der  Gase. 

Die  drei  letzten  Untersuchungen  des  75  jährigen  Forschers 
handelten  von  der  Verdichtung  der  Kohlensäure  an  bhinken 
Glasflächen,  ?on  der  kapillaren  Gasabsorption  nnd  Ton  einem 
Dampfcalorimeter  zur  Bestimmung  der  specifischen  Wärme  des 
Platins,  des  Glases  und  Wassers. 

Bunsen  hat  ausserdem  eine  grosse  Ansah!  brauchbarer 
sinnreicher  Apparate  erfunden,  ohne  die  man  sich  heut'  zu  Tage 
kein  Luburatorium  denkt  ii  kann:  den  (Jasbrenner,  die  Wasser- 
Iuftpiun{»e  zum  Auswasclien  der  Niederschläge,  das  Photoni«  T(  j  . 
Er  war  ein  praktisches  Genie  von  ausserordentlicher  manueller 
Geschicklichkeit;  zu  der  Zeit,  wo  der  Chemiker  die  Apparate 
selbst  herstellen  musste,  hatte  er  sich  alle  Kunstgriffe  dazu  zu 
eigen  gemacht,  er  war  ein  Meister  im  Glasblasen,  ein  Ex- 
perimentator sonder  gleichen,  der  stets  die  einfachsten  Mittel 
und  kOrzesten  Wege  zur  Erreichung  des  Zwecks  fand.  Alle 
seine  zahllosen  Apparate  und  feinen  Messinstrummite  stammten 
von  seiner  Hand. 

Nicht  minder  groüs  wie  als  Forscher  vrar  Buns»'n  als 
Lehrer.  Nie  hat  wohl  ein  Lehrer  sich  seinen  Schülern  so  hai- 
gegeben wie  er.  Unzählige  Schüler,  die  meisten  der  jetzigen 
Physiker  und  Chemiker,  haben  seine  Vorlesungen  gehört  und 
in  seinem  Laboratorium  gearbeitet;  sie  sind  alle  voll  von  Dank- 
barkeit für  das,  was  er  ihnen  fUr  ihre  wissenschaftliche  Aus^ 
bildung  gewesen  ist,  und  für  die  geistige  Anregung,  die  sie  von 
ihm  empfangen  haben.  Sein  Vortrag  war  einfach  und  ohne 
rhetorischen  Schmuck,  aber  von  vollendeter  Klarlieit,  Ijegleitet 
von  den  instruktivsten  Experimenten.  In  der  ersten  Zeit  hat 
er  die  Schüler  noch  an  seinen  Arbeiten  Theil  neluneti  lassen 
und  an  ihren  wissenschaftlichen  Beschäftigungen  iutcresse  ge- 
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nominell,  späterhin  gab  er  sich  immer  mehr  dem  Unterricht 
talentvoller  Anfönger  in  der  unorganischen  Chemie  hin  und 
leitete  sie  in  der  qualitativen  und  quantitativen  Analyse  uner- 
mttdHch  aus  der  Fülle  seiner  Erfahrungen  an,  ihnen  alle  die 

Kunstgriffe,  die  man  nicht  aus  Büchern  lernen  kann,  zeigeud; 
er  lehrte  sie  die  kleinsten  Dinge  beachten  und  scharf  zu  be- 
ül)achten  Der  Entwicklung  der  organischen  Chemie  sowie  dem 
Lehren  derselben  stand  er  seit  seiner  Heidelberger  Zeit  ab- 
lehnend gegenüber;  die  physikalische  und  analytische  Chemie 
nahmen  sein  ganzes  Sein  und  Denken  in  Anspruch. 

So  liegt  das  Leben  eines  der  grOssten  Denker  und  Ex- 
perimentatoren aller  Zeiten  abgeschlossen  vor  uns,  reich  an 
Ergebnissen  für  die  Wissenschaft  und  iür  das  Wohl  der  Mensch- 
heit.  Was  ihn  vor  Allem  auszeichnete,  das  war  seine  nie  er- 
niüdendt'  ijust  zum  Forschen  luiJ  zum  Leliren.  seine  scharfe 
Beobachtungsgabe,  welche  ilin  das  Kleinste  bencl)t*'n  und  an- 
scheinend fern  liegende  Dinge  mit  seinen  Gedanken  verknüpfen 
liess,  seine  ausserordentliche  Geschickh'chkeit  in  der  Ueber* 
Windung  experimenteller  Schwierigkeiten  und  sein  enormes 
Wissen  und  seine  Erfahrung  auf  allen  Gebieten  der  Natur- 
wissenschaft. Indem  er  mit  aller  geistigen  Anstrengung  durch 
seine  wunderbaren  Versuche  möglichst  einwurfisfreie  Resultate 
zu  erhalten  suchte,  war  er  ein  Muster  eines  echten  Natur- 
forschers, der  rastlos  nach  Erkenntniss  strebte  und  die  Wahr- 
heit nur  \\u\  der  Walirheit  willen  suchte.  Ein  charaktci  i-ti- 
scher  Zug  von  ihm  ist,  dass  als  im  Jahre  1H7()  seine  säinmt- 
lichen  Notizen  über  Spektralbeobachtungen,  die  Arbeit  von 
Jahren,  verbrannten,  er  nach  wenigen  Tagen  die  gleichen  Be- 
obachtungen rüstig  wieder  aufnahm. 

Sein  Schfiler  Sir  Henry  Roscoe  hat  ihm  aber  wohl  das 
schönste  Denkmal  gesetzt  durch  die  Worte:  er  war  gross  als 
Forscher,  grr)S8er  als  Lehrer,  aber  am  grössten  als  Mensch  und 
Freund.  Dass  ein  so  grosser  Forscher  auch  als  Mensch  gross 
und  geliebt  sein  kann,  dass  auch  die  hr)clisten  Gaben  des  Geistes 
mit  einer  edlen  reinen  Mmschlichkeit  verbunden  sein  können, 
das  ist  es,  was  das  Leben  des  unvergleichlichen  Mannes  zu 
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einem  so  yoUendeten  und  harmoniaclien  macht.  Trutz  der 
Höhe  seiner  Stellung  und  aller  ihm  erwiesenen  Ehren  blieb  er, 
bei  aller  Vornehmheit  seines  Wesens,  bescheiden  und  schlicht. 
Jede  Eitelkeit,  alles  Scheinweaen  und  das  Haschen  nach  Popu- 
laritSt  war  ihm  im  Innersten  zuwider.  Völlig  gleichgültig 
gegen  äussere  Anerkennung  floh  er  öffentliche  Ehrenbezei- 
gungen, ja  er  konnte  sich  trotz  der  Bitten  seiner  Freunde  nicht 
entschlicssen  einem  Maler  oder  Bildhauer  zu  sitzen.  Liebens- 
würdig und  mild  im  ürtheil  wjir  ihm  zugleich  ein  köstlicher 
Humor  und  eine  gewisso  Sclialkhaftigkeit  eigen;  er  wollte  ein 
einfacher  Mensch  und  kein  Uebermensch  sein;  Niemand  konnte 
sich  dem  Zauber  seiner  Person  entziehen. 

£r  hatte  eine  grosse  Liebe  zur  Natur;  in  ihr  erholte  er 
sich  Yon  der  Arbeit,  in  jüngeren  Jahren  auf  Reisen  durch 
grosse  Fttsswanderungen,  dann  durch  äpaziergttnge  und  Wagen- 
fahrten in  die  geliebten  Beige  und  Walder  um  Heidelberg. 
Sein  grosser  Geist  hat  es  Terstanden  zu  finden,  wie  man  leben 
muss,  um  seine  Pflicht  auf  der  Erde  in  wahrer  Lebensfreude 
zu  eifttllen. 

Charles  FriedeL') 

Am  20.  April  1899  ist  das  correspondirende  Mitglied 
unserer  Akademie,  der  verdiente  fran/osi^^che  Mineralog  und 
Chemiker  Charles  Friedel  in  Paris  im  Alter  von  G7  Jahren 
gostorbon.  Kr  war  Proluiisor  an  der  Sorbonne  und  Mitglied 
der  französischen  Akademie  (1878).  Seine  zahlreichen  Arbeiten 
auf  den  Gebieten  der  Mineralogie,  der  anorganischen  Chemie, 
besonders  aber  der  organischen  Chemie  haben  zur  Förderung 
dieser  Wissenschaften  beigetragen.  £r  hat  femer  in  seinem 
Laboratorium,  welches  längere  Zeit  das  besuchteste  in  Paris 
war  und  in  dem  der  chemische  Unterricht  nach  den  von  Liehig 
in  Deutschland  eingeführten  Grundsätzen  gegeben  wurde,  viele 
Schüler,  auch  deutsche,  ausgebildet  und  dadurch  zur  Verbrei- 
tung chemischer  Kenntnisse  in  Prankreich  gewirkt. 

1)  Nekrolog  von  A.  Ladenhnrg,  in  den  Berichten  der  Deutschen 
chemischen  Geaellschaft»  1899,  Jahrgang  B2.  S.  8731. 
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Er  wurde  am  12.  März  1S;V2  in  Strassburg  geboren,  wo 
sein  Vater  ein  Bankgescliüft  leitete;  die  Muttor  war  eine  Tochter 
des  bekannten  Mineralogen  G.  L.  Duvernoy,  Profe^or  ani 
College  de  France,  woher  wohl  seine  Neigung  zu  der  Minera- 
logie stammt.  Nach  AbsolTirung  des  protestantischen  Gym- 
nauuius  seiner  Vaterstadt  trat  er  an  die  UniTersität  daselbst 
über,  an  welcher  er  naturwissenscbaftlicbe  Yorlesungen  bei  dem 
Chemiker  Pasteur,  bei  dem  Mineralogen  Daubr^e  u.  A.  hörte. 
Er  war  eigentlich  fÖr  das  GeschO  seines  Vaters  bestintint, 
aber  seine  Vorliebe  lÜr  die  Naturwissenscluitt  war  so  mächtig, 
dass  er  sich  ganz  derselben  zuwenileii  durfte. 

Als  20  jähriger  gieng  er  nach  i'aris  zu  seinem  Grossvater 
Duveruoj;  er  bildete  sich  namentlich  an  der  Sorbonne  weiter 
aus  und  erwarb  sich  bald  den  Grad  eines  Lizentiaten  der 
mathematischen  und  dann  der  physikalischen  Wissenschaften. 

Anfangs  war  sein  Interesse  besonders  der  Mineralogie  zu- 
gewandt; seine  Kenntnisse  in  dieser  Wissenschaft  Terschafften 
ihm  auch  das  Oonservatorium  der  Mineraliensammlung  der 
Ecole  des  Mines  (1856 — 1870),  an  welcher  ihm  spater  ein 
kleines  Laljüiutürium  eingerichtet  wurde. 

Daneben  fieng  er  an,  sich  tiefer  in  die  Cheniie  einzu- 
arbeiten und  zwar  bei  dem  auch  aus  dem  Elsass  stammenden, 
hervorragenden  Professor  der  medizinischen  Chemie  an  der 
Ecole  de  M^dicine,  später  (1874)  der  organischen  Chemie  an 
der  Sorbonne,  Adolphe  Wurtz;  durch  die  gemeinsame  wissen- 
schaftliche Thätigkeit  wurden  die  beiden  Landdeute  innige 
Freunde  und  Friedel  war  lange  Zeit  eine  wesentliche  Stütze 
für  Wurtz  im  Laboratorium.  Nach  dem  Rücktritt  des  Minera- 
logen Des  Cloi/.caux  erhielt  Fiiedel  die  Vorlesungen  an  der 
Ecole  normale,  dann  (187M)  die  Profe>sur  der  Mineralogie  an 
der  Sorhoniie.  an  deren  Laboratorium  er  eine  grosse  Anzahl 
von  Schülern  ih  r  Wissenschaft  zuführte,  und  nach  dem  Tode 
▼on  Wurtz  (1884)  als  dessen  Nachfolger  die  Professur  für 
organische  Chemie  an  der  Sorbonne.  Er  war  b^  seinen 
Schttlem  äusserst  beliebt  und  ihr  stets  bereiter  Berather  und 
uneigennütziger  Helfer. 
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Die  wissenscfaaftUclie  Tiiätigkeit  Frieders  b^ann  mit 
minerftlogischen  und  krystaHographisohen  Untersuchungen;  seit 
dem  Jahre  1856  hat  er  fast  ununterbrochen  bis  an  sein  Lebens- 
ende eine  Reihe  werth?oller  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  yer- 

öfFentlicbt.    Bs  würde  zu  weit  führen  dieselben  alle  hier  auf- 
ziizalilm.    Er  hat  eine  Anzahl  neuer  Minoraliin  entdockt;  so 
z.  a.  den  A\'urtzit,  ein  hexagonales  Schwefelziuk,   dann  den 
Adamit,  ein  Zinkarseniat.    Von  vielen  Mineralien  hat  er  die 
chemische  Zusammensetzung  oniiittelt,  die  des  TellurgoldsüLprSi 
des  Adamins,  des  Nesquehonits,  des  Delafossits  aus  Jekaterin- 
bur^  im  Ural,  den  er  als  ein  Kupferoxjdsalz  des  Eisenhydr- 
oxyds erkannte.   Es  wurden  femer  viele  kiystallographische 
Bestimmungen  Yon  ihm  ausgeitihrt;  auch  die  pyroelektrischen 
Eigenschaften  der  Mineralien  ermittelt.   Die  grössten  Verdienste 
erwarl»  er  sich  aber  mit  den  Svuthesen  zusammenge^setzter 
Mineralien;  so  hat  er  den  Atacamit,  Rutil,  das  Kupfer-  und 
Zinkarseniat,  den  Hopeit,  Mellit,  Quarz,  Tridymit,  Feldspath, 
Lcjidliillit,  Calciumcarbonat,  Wollastonit,  Topas,  Leucit,  Per- 
eylitli  etc.  künstlich  hergestellt. 

Seine  ersten  grösseren  rein  chemischen  Untersuchungen 
betre£fen  die  den  Aldehyden  verwandten  Ketone  (1857 — 1866), 
die  man  durch  Oxydation  von  Alkoholen  oder  durch  trockene 
Destillation  von  zwei  einbasischen  Fettsfturen  erh&lt.  Es  ge- 
lang ihm  die  vorher  nur  ungeniij^end  bekannte  Constitution 
dieser  Stoile  sowie  des  Acetons  aufzuklären.  Er  entdeckte 
femer  dabei  den  Aceton- Alkohol ,  studirte  die  complizirten 
Produkte,  welche  sich  neben  diesem  Körjjer  bei  der  Reduktion 
des  Acetons  bilden  und  fand  das  Methylchloracetal  auf,  welches 
er  in  ein  gechlortes  Propylen  verwandelte. 

Es  folgten  (von  1863-1870)  die  wichtigen  Arbeiten  Uber 
die  organischen  Silicium-  und  Titan- Verbindungen,  die  er  zum 
Theil  mit  Grafts  und  Ladenburg  in  eingehender  Weise  und  mit 
glänzendem  Erfolge  untersuchte,  so  dass  dieses  von  ihm  allein 
bebaute  Feld  heute  eines  der  interessantesten  K:ij)itel  der 
Chemie  ausmaclit.  l^ei  Heg-inn  seiner  Fntersuchung^en  war  das 
Atomgewicht  des  Siliciums  noch  nicht  weher  bekannt;  er  war 
im  Siteanitb.  d.  aMUk-phya.  Cl  24 


372 


OeffenUkhe  SiUung  wm  JdS.  MärM  1900, 


im  Stande  das  von  Dumas  und  Marignac  angenommene  Atom- 
gewicht (Si  =  28)  festzustelieu.  Es  ergab  sich  aber  vor  Allem 
eine  völlige  Analogie  in  dem  chembcliea  Verhalten  des  Silici- 
ums  und  des  KohlenstofiBs,  indem  von  ersterem  organische  Verbin- 
dungen gewonnen  werden,  in  welchen  ein  Theil  des  Kohlen- 
stoß durch  Silicium  ersetzt  ist;  er  entdeckte  die  Aethylreihe 
des  Siliciums  und  that  dar,  dass  das  Silicium,  ebenso  wie  der 
Kohlenstoff,  sich  mit  sich  selbst  verbindet  und  dass  es  vier- 
werthig  ist. 

Von  })edeutinipf  war  auch  der  synthetische  Aufbau  des 
einen  Componenten  der  Fette,  des  Oelsüsses  oder  Glyzerins, 
aus  den  Elementen  mit  Sil?a  (1871 — 73). 

Von  der  grfissten  Tragweite  und  weitester  Anwendungs- 
fahigkeit  war  die  mit  Grafts  gemachte  Auffindung  (1877 — 1890) 
einer  Reaktion,  welche  die  Einführung  der  yerschiedenen  Radi- 
kale in  das  Benzol  und  seine  Homologen  gestattet  bei  Be- 
handlung derselben  mit  den  HalogenTerbindungi  ii  jener  Radikale 
bei  Gegenwart  von  Aluminiumchlorid;  aiicli  ermöglicht  sie  die 
aromatischen  Kolilen Wasserstoffe  bei  Gegenwart  von  Aluiiiiiiium- 
clilorid  mit  SauerstolV.  Kohlensäure  und  anderen  Saureanh V(iriten 
direkt  zu  verbinden.  Er  und  viele  andere  Chemiker  haben  mit 
Hilfe  dieser  neuen  allgemeinen  Methode  der  Synthese  in  der 
aromatischen  Reihe  eine  sehr  grosse  Anzahl  vorher  schwer  zu- 
granglicher  Körper  mit  Leichtigkeit  dargestellt  und  Fragen  von 
grosser  allgemeiner  Bedeutung  gelöst,  so  dass  ihr  ganz  wesent- 
lich die  rapide  Entwicklung  der  organischen  Chemie  in  den 
letzten  Zeiten  zu  verdanken  ist. 

Ausser  den  geiiuimteii  grösseren  Arbeiten  rühren  von  PViedel 
zahl] .  ii  lir  kleinere  Uuti  rsiu  liuiti^en  her,  welche  zum  Theil  mit 
seinen  Schülern  ausgeführt  worden  sind  und  wichtige  Beiträge 
zur  Chemie  geliefert  haben. 

Friedel  hat  sich  auch  an  nützlichen  literarischen  Unterneh- 
mungen betheiliget:  er  war  lange  Zeit  Redakteur  des  Bulletin 
de  la  soci4t^  chimique,  lieferte  zahlreiche  Beitrage  zu  dem  Ton 
Wurtz  herausgegebenen  Dictionnaire  de  Chimie,  gab  eine 
Sammlung  von  Vorträgen  in  der  Revue :  ,le8  Actualit^  chimiques' 
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heraus  und  gründete  die  Revue  g^ndrale  de  Ghimie  pure  et 
appliqu^. 

Viele  Ehrenstellen  wurden  dem  vordienten  Manne  über- 
trai^en;  er  war  Präsident  der  internationalen  Nomenklatur- 
Commission  und  auch  Vorsitzender  des  cliemischen  Comites  zur 
Vorbereitung  für  die  Pariser  Weltausstellung  vom  Jahre  1900. 
Er  war  ein  glühender  Patriot  und  konnte  die  Niederlage  Ton 
1870  nicht  verschmerzen  und  er  suchte  Alles  zu  thun,  um  das 
geliebte  Vaterland  wieder  au&urichten.  In  diesem  Bestreben 
rief  er  die  Ecole  alsacienne  ins  Leben,  eine  Scbule  für  den 
Sekund&r-Unterricht,  durch  welche  die  Jugend  eine  bessere 
moralische  und  körperliche  Erziehung  erhalten  sollte;  er  führte 
ferner  einen  praktischen  Curs  der  angewandten  Clieniie  an  der 
Sorbonne  ein,  um  der  Technik  in  Frankreich  wissenschaftlich 
und  praktisch  durchgebildete  Leute  zuzuführen,  damit  sie  die 
Gonkurreuz  des  Auslandes  besser  überwinden  können. 

Fried  el  war  reich  an  Gedanken  und  Kenntnissen  und  von 
scharfer  Beobachtungsgabe,  aber  auch  ein  lauterer  Charakter, 
gütig  und  Yon  tief  religiösem  Sinne. 

Sir  Edward  Frankland.  ^) 

Der  berühmte  englische  Chemiker  Sir  Edward  Frankland 
ist  am  9.  August  zu  Qolaa  in  Ghidbrandsdahl  in  Norwegen,  wo 

er  gerne  Erholung  suchte,  nach  kurzer  Krankheit  im  74.  Lebens- 
jahre gestorben. 

Derselbe  ninniit  in  der  Geschichte  der  Chemie  einen  her- 
YoiTagenden  Platz  ein,  denn  er  gehört  zu  den  ausgezeichneten 
Gelehrten  jener  klassischen  Zeit  in  der  Mitte  des  Jahrhunderts, 
in  der  die  Grundlagen  für  die  heutigen  so  fruchtbaren  An- 
schauungen über  die  Constitution  der  KohlenstofiPirerbindungen 
gelegt  wurden;  er  hat  durch  seine  üntersuchungen  yiel  zu  der 
Entwicklung  der  Lehre  yon  der  Werthigkeit  der  Elemente  bei- 

1)  Mit  Benfltznng  des  Nekrologs  in  Leopoldina  1899  Nr.  11  und  des 
Ndcrologs  von  Liebermann  in  den  Berichten  der  deutschen  chemischen 
Oesellsohaft  1899  Nr.  14. 
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getragen  und  ist  dadurch  einer  der  Mitbegründer  des  jetzigen 
chemischen  Systems  geworden.  Er  hat  dies,  wie  Liehig  in 
seinem  Wahlvorschlage  für  unsere  Akademie  sagte,  erreicht 
durch  seine  scharfsinnige  Combinationsgahe  und  sein  seltenes 
Talent  für  die  Ausführung  sehwienger  Operationen,  die  ihm 
die  1  )incliiuliruiig  von  Untti Buchungen  eriii<"»frliclite,  deren 
Schwierigkeiten  filr  viele  Andere  unüberwindbar  «gewesen  wären. 

Frankland  wurde  um  18.  Januar  1825  zu  i'burchtown  bei 
Lancaster  geboren;  nach  Absolvirung  der  Lateinschule  daselbst 
widmete  er  sich  alsbald  dem  Studium  der  Chemie  am  Museum 
of  Practica!  Geology,  welches  damals  unter  der  Leitung  des 
Chemikers  Lyon  Playfair  stand,  zu.  Im  Jahre  1847  wandte  er 
sich  zu  seiner  Ausbildung  in  der  Chemie  nach  Glessen  in  Liebig^s 
Laboratorium,  wo  er  in  die  grosse  Schaar  talentvoller  junger 
Chemiker  aus  allen  Ländern  eintrat.  Darauf  gieng  er  nach 
Marburg  zu  Bunsen,  der  wolil  den  q"rr>s>t(Mi  iMiithiss  auf  ihn 
aiisühte;  mit  dem  etwas  älteren  Assi-^tinten  Bunsens,  Hermann 
Kolbe,  verband  ihn  bald  eine  innige  i  reundschaft;  er  fülirte 
mit  ihm  seine  ersten  wissenschaftlichen  Arbeiten  aus.  Nach 
der  Kückkehr  in  sein  Vaterland  wurde  der  erst  26  jährige,  viel 
versprechende  Gelehrte  (1851)  zum  Professor  der  Chemie  am 
Owens-College  in  Manchester  ernannt,  dann  (1857)  zum  Pro- 
fessor der  Chemie  am  St.  Bartholomäus-Hospital  in  London  und 
hierauf  (1868)  an  der  Royal  Institution  of  Oreat  Britain  in 
Lond(m  an  Stelle  des  brriilnntrn  Furaday.  Als  A.  W.  Hotiuaua 
(lSt">r>  )  s<  iiir  Pi  ofortUr  ;in  dt  r  lioyal  School  of  Mines.  einer  Ab- 
theihing  des  Koyal-<'ollege  oi  (.  hemistry.  aufgab,  wurde  er  sein 
Nachfolger  an  dieser  Schule;  zuletzt  bekam  er  (1881)  noch  die 
Professur  an  der  Normal  School  of  Science  im  South  Kensington- 
Museum.  Er  hat  an  diesen  Stellen  eine  äusserst  fruchtbare 
Lehrthätigkeit  entwickelt. 

Die  bedeutendsten  und  zahlreichsten  wissenschaftlichen 
Leistungen  Frankland^s  liegen  auf  dem  Gebiete  der  organi- 
schen Chemie. 

Bunsen  liatie  Jiuuals  in  ^frirl>urg  eine  der  geistvollst^^n 
und  fruchtbarsten  Untersuchungeu  in  der  Chemie  gemacht. 
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Es  war  damals  die  Theorie  von  den  zusammengesetzten  Radi- 
kalen aufgestellt  worden,  indem  man  annahm,  in  den  orga- 
nischen Verbindungen  spielten  gewisse  Gruppen  yon  Elementen 
die  Rolle  der  Atome  in  den  anorganischen  Verbindungen.  Ein 
solches  Radikal  isolirte  Bunsen  in  dem  äusserst  widerlich 
riechenden  Eakodjl,  einer  aus  Arsen  und  2  Molekfllen  Methyl 
bestehenden  Gruppe,  welche  zahlreiche  Verbindungen,  wie  die 
Atome  der  anorganischen  Verbindungen,  bilden. 

Bunsen's  Kakodyl-Arbeit  war  von  befruchtontleni  Einflusa 
auf  Koli»e's  theoretische  Anschauungen  und  auf  die  gemeinsame 
Untersucliung  von  Kolbe  und  Frankland  Uber  die  Cyanüre  und 
auch  auf  des  Letzteren  Entdeckung  der  metallorganischen  Ver- 
bindungen. 

Bei  der  ersteren  liessen  sie  Kalium  auf  Oyanäthyl  ein- 
wirken und  glaubten  dabei  die  entsprechenden  organischen 
Radikale  isolirt  zu  haben.  Wenn  dies  auch  nicht  der  Fall 
war,  so  hat  die  Untersuchung  doch  einen  tieferen  Einblick  in 

den  Aufhau  der  Säuren  und  Nitrile  gebracht. 

Daraus  ern  uclis  dio  wichtige  Entdeckung  der  bt  ideii  For- 
scher von  der  Spaltung  der  Nitrilf  —  der  \ frliiuiluupren  der 
Alkoliulradikale  mit  der  Oyan^n-uppe  —  in  Anuuoniak  und 
Fettsäuren.  Diese  Reaktion  wurde  lUr  die  öynthei>e  organi- 
scher Verbindungen  von  grosser  Bedeutung,  indem  sie  zum 
ersten  Mal  den  systematischen  Aufbau  von  einem  Alkohol  zu 
der  nSehst  kohlenstoffreicheren  Säure  ermöglichte.  Insbesondere 
war  es  ihre  Elektrolyse  der  Esstg^ure  mit  der  Bunsen-Batterie, 
aus  der  sich  neue  Anschauungen  über  die  Zusammensetzung  der 
Kohlenstoff- Verbindungen  entwickelten. 

Im  Verfolg  der  Untersuchungen  Über  die  organischen  Radi- 
kale entdeckte  nun  Franklnnd  das  Zink-ätliyl  untl  Ziiik-niethyl 
und  daiin  eine  ganze  lieilie  von  neuen  höchst  UK^rkwürdigen  nietall- 
organisclien  Verbindungen.  Es  war  dies  st  ine  bedeutend>ti' 
Entdeckung,  welche  den  grössten  Einfluss  auf  die  Entwicklung 
der  organischen  Chemie  gehabt  hat;  man  zählt  ihn  daher  mit 
Recht  zu  einem  der  Vorläufer  der  später  von  Kekule  begrün- 
deten Theorie  von  der  Werthigkeit  der  Elementar-Atome. 
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Die  Kenntnifis  der  metallorgaaischen  Verbrndungen  fttliiie 

ihn  zu  wichtigen  synthetischen  Herstellungen  zahlreiclier  Kohlen- 

stofrverbiiiduiigen.  Mit  B.  F.  Duppa  gelang  ihm  der  Aufbau 
der  Leucinsüure  aus  Oxalsäureester  und  Zinkäthyl,  dann  der 
der  mono-  und  dialkyliiten  Essigsäuren,  der  Mono-  und  Diulkyl- 
acetonkohiensäureester,  der  alkyiirten  Glieder  der  Milch-  und 
Acrylsäurereihe  und  der  homologen  Ketone. 

In  Folge  seiner  engen  Beziehungen  zu  den  deutschen  Fach- 
genossen ist  ein  grosser  Theil  seiner  grundlegenden  chemischen 
Arbeiten  zuerst  in  deutschen  Zeitschriften,  namentlich  in  Liebig's 

Annalen,  erschienen. 

Später  hat  er  seine  Kraft  gemeinnützigen  Bestrebungen 
zugewandt,  indem  er  ausgedehnte  Untersuchungen  üher  die 
Versorgung  der  Stadt  London  mit  Wasser  anstellte,  und  die 
von  acht  privaten  Gesellschaften  aus  yerschiedenen  Orten  der 
Stadt  zugeftthrten  Trinkwasser  chemisch  analysirte  sowie  auf 
ihren  Gehalt  an  Bakterien  prüfte  und  die  Verunreinigung  des 
dortigen  Flusswasseis  feststellte.  Als  einem  der  Her  Majestj's 
Commissioners  war  ihm  die  Ueherwachung  dieser  für  die  Sanität 
der  englischen  Hauptstadt  so  wichtigen  Angelegenheit  über- 
tragen. Ueber  30  Jahre  hat  er  zum  Theil  mit  X.  E.  Arm- 
strong diese  Arbeiten  geführt  und  in  seinen  Jahr(\s))i'ricliteu 
einen  wahren  Schatz  von  Erfahrungen  hierüber  niedergele  gt. 
Man  hat  dadurch  in  England  praktisch  zuerst  den  Werth  der 
Beschaffung  reinen  Wassers  und  der  Kanalisation  für  die  Ge- 
sundheit der  Bevölkerung  erkannt;  zahllose  Einzelheiten  Uber 
die  Analyse  des  Wassers,  seine  Härte,  die  Verunreinigungen  des- 
selben und  die  Reinigung  wurden  von  ihm  festgestellt.  Noch 
wenige  Monate  vor  seinem  Tode  hat  der  unermüdlich  thätige 
Mann  mit  seinem  Col legen  Crookes  werthvolle  Untersuchungen 
über  die  Londoner  Wasserversorgung  veröffentlicht. 

Im  Jahre  1877  erschien  eine  Gesammtausgabe  seiner 
Arbeiten  unter  dem  Titel:  ,ExperimentaI  Researches  in  pure, 
applied  and  physical  chemistry*,  in  der  sich  auch  Abhand* 
luDgen  aus  anderen  Gebieten  vorfinden:  z.  B.  über  die  Eiszeit, 
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die  Sonnenwürme,  die  Schattentemper.ntur,  die  Quelle  der  Muskel- 
kriift,  über  den  Einfluss  des  atmosphärischen  Drucks  auf  die 
Verbrennungs-Erscheinungen,  über  das  Leuchten  der  Flamme  etc. 
Diese  Gesammtausgabe  hat  er  seinem  Lehrer  und  Freund 
Bunsen,  für  den  er  die  grösste  Verehrung  hegte,  gewidmet. 

Schon  vor  einiger  Zeit  ist  er  von  seiner  Professur  zurück- 
getreten und  lebte  auf  seinem  Gute  The  Yews  in  Surrey.  Der 
verdienstvolle  Gelehrte  stand  in  seinem  Vaterlande  und  auch 
aus.serhalb  desselben  in  hohem  Ansehen;  es  wurden  ihm  viele 
Ehren  von  gelehrten  Gesellschaften  erwiesen;  er  war  eines  der 
wenigen  Ehrenmitglieder  der  Deutschen  chemischen  Gesellschaft, 
unserer  Akademie  gehörte  er  seit  dem  Jahre  1869  an. 

Franz  v.  Hauer.*) 

Die  Keihen  der  unserer  Akademie  angehörigen  Geologen, 
denen  wir  die  Entwicklung  dieser  Wissenschaft  in  dem  zweiten 
Dritttheil  des  vergangenen  Jahrhunderts  verdanken,  lichteten 
sich  in  den  bei«len  letzten  Jahren:  wir  haben  den  Tod  von 
Gümbel  und  von  Sandberger  betrauert  und  nun  ist  auch  Franz 
V.  Hauer,  der  frühere  Direktor  der  geologischen  Keiclisanstalt 
und  Intendant  des  naturhistorischen  Museums,  am  20.  März 
1899  in  Wien,  77  Jahre  alt,  aus  dem  Leben  geschieden.  Er 
war  der  Nestor  und  der  Führer  der  österreichischen  Geologen 
und  Paläontologen,  einer  der  bedeutendsten  Gelehrten  in  seinem 
Fache  durch  die  Bedeutung,  den  Umfang  und  die  Tiefe  seiner 
wissenschaftlichen  Arbeiten,  der  sich  namentlich  um  die  geo- 
logische Durchforschung  seines  Heimathlandes  die  grössten 
Verdienste  erworben  hat.  Im  Gebiete  der  Alpengeologie  war 
er  nach  dem  Urtheile  Gümbel's  unbestreitbar  der  allseitigste, 


*)  Dr.  M.  Weinberg  in  "Wien  in  der  Illustrirten  Zeitung  vom 
6.  April  1899. 

Dr.  August  Böhm,  l'rivaMozent  an  der  technischen  Hochschule 
in  Wien  in  den  Abhiindlungon  der  geogniphischen  Gesell- 
schaft in  Wien  I.  1899. 
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gelehrteste  und  erfahrungsreichste,  so  dass  sein  Name  sich 
unmittelbar  an  jene  eines  Studer  und  Escher  von  «lor  Linth 
anreiht;  er  hat  durch  seine  gt^ologisiclien  Aufnahmen  die  Grund- 
lage zur  neuen  Alpengeologie  gelegt  und  eine  Schule  von 
tüchtigen  Feldgeologen  gebildet,  durch  deren  Thätigkeit  allein 
es  möglich  wurde,  dass  Oesterreich  in  erstaunlich  kurzer  Zeit 
sich  zu  einem  der  geologisch  am  besten  durchforschten  Länder 
erhob. 

Franz  t.  Hauer  wurde  am  30.  Januar  1822  zu  Wien  als 
der  Sohn  des  Geh.  Raths  und  Yicepräsidenten  der  Hofkammer 
im  Münz-  und  Bergwesen,  Joseph  v.  Hauer,  geboren.  Der 
Vater  hatte  eine  der  grössten  paläontologischen  Sammlungen 
in  Wien  rin<2^('l(  gt  un<l  die  fossilen  Foraniiniferen  des  tertiären 
Beckens  von  Wien  entdeckt.  Dadurch  wnrde  der  junge  Franz 
V.  Hauer  frühzeitig  zu  dem  Studium  der  üeoiogie  und  Paläonto- 
logie angeregt. 

Nach  Vollendung  seiner  Studien  am  Gymnasium  und  der 
Universität  zu  Wien  gieng  er  (1839)  an  die  Bergakademie  zu 
Schemnitz  im  ungarischen  Erzgebirge,  um  sich  als  Beig-  und 
Hütteningenieur  auszubilden.  In  dieser  damals  in  hoher  Blüthe 
stehenden  Frei-  und  Bergstadt  war  eine  vorzügliche  Gelegenheit 
zur  Ausbildung  im  Bergwesen;  die  seit  Anfang  des  12.  Jahr- 
hunderts betriebenen  und  um  die  Mitte  des  16.  Jahrhunderts 
der  Augsburger  Familie  Fugger  gehörigen  reichhaltigen  Gold- 
untl  Siiberbergwerke  sowie  die  berühmte  Mineralien-Sammlung 
boten  vortrefi'liches  Material  zu  emsisrem  Studiuni.  Von  da 
kam  er  (1843)  auf  kurze  Zeit  als  llt  rirwesens-Praktikant  an 
die  Bergverwaltung  in  Eisenerz,  wurde  aber  dann  noch  im 
nämlichen  Jahre  zu  den  Vorlesunp^en  des  henrorragenden  Minera- 
logen Wilhelm  Haidinger  in  Wien  berufen  und  nach  Voll- 
endung des  einjährigen  Lehrkurses  demselben  zur  Dienstleistung 
am  damaligen  montanistischen  Museum  zugetheilt,  wo  er  auch 
gut  besuchte  Vorlesungen  Über  Paläontoldgle,  damals  die  ein- 
zigen zu  Wien,  hielt.  Haidinger  erkannte  das  Talent  des 
22  jährigen  jungen  Bergpraktikanten  und  war  bemüht  ihn  der 
Wisseu^chaft  zu  erhalten,  indem,  er  beantragte,  ihn  nochmals 
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einem  Jahreskurse  ztizutlieilen  und  nach  demselben  ihn  zum 

Assistenten  am  montanistischen  Muaeani  für  drei  Jahre  711  (  r- 
ueiiuen;  so  hat  Hauer  seinem  Lehrer  Haidinr^er  die  Einführung 
in  die  Wissenschaft,  aber  auch  die  Ebnuiig  seiner  wissenschaft- 
iichen  Laufbahn  zu  verdanken. 

Denn  nach  Ahlauf  der  drei  Assistenteigahre  (184d)  stellte 
Haidinger  das  Ansuchen,  am  montanistischen  Museum  eine  Pro- 
fessur für  Paläontologie  zu  schaffen  und  Hauer,  der  durch  fÖnf 
Jahre  hindurch  eine  nützliche  'rhilti<i[keit  entwickelt  hatte,  da- 
für zu  ernennen.  Dem  wurde  zwar  zunächst  nicht  stattgegeben, 
wohl  aher  gab  es  die  Veranlassung,  dass  der  erleuchtete 
Minister  t.  Thinnfeld,  der  die  hohe  Bedeutung  einer  geologi- 
schen Durchforschung  des  Landes  erfasste,  in  einem  für  andere 
Regierungen  lesenswerthen  Erlass  weiter  gieng  und  die  so  he- 
rühüit   gewordene  und  grossartige  geologische  Keichsanstalt 
gründete  (1849).    Sie  sollte  eine  selbständige  Anstalt  sein, 
welche  zunächst  die  Aufgabe  hatte  die  geologische  Aufnahme 
d«r  MoDarobie  zu  besorgen;  Hüdinger  wurde  zum  Sektiousrath 
und  Direktor,  Hauer  zum  Bergrath  und  ersten  Geologen  der 
Anstalt  hefördert.    Als  Haidinger  (1866)  in  den  Ruhestand 
iratj  kam  1  Tauer  an  seine  Stelle,  welche  er  während  18  Jahren 
inne  hatte;  erbrachte  sie  zu  grosser  lilüthe  und  zur  Entwick- 
lung  eines   höchst  segensreichen  wissenschaftlichen  Ticbens, 
indem  er  seine  Mitarbeiter  zu  freier  wissenschaftlicher  Thätig- 
keit  anspornte  und  die  Verhandlungen  der  geologischen  Reichs- 
anstalt  (1867)  begründete.    Von  1874—1885  war  er  auch 
r/onorardozent  für  Geologie  an   der  Wiener  Hochschule  für 
liodenkultur.    Im  Jahre  1885  Avurde  er  der  Nachfolger  Ferdi- 
nand y.  Hochstetter's  als  Intendant  des  naturhistorischen  Hof- 
museums, als  welcher  er  die  Uebersiedelung  (1889)  der  zum 
Theil  zerstreuten  Schätze  der  naturhistoriscfaen  Sammlungen 
des  Kaiserhauses  in  den  Prachthau  am  Burgring  leitete.  Auch 
dsis  Hofniuseum  erlangte  unter  ihm  eine  angesehene  wissen- 
^rljaftliche  Stellung,  besonders  auch  durch  die  (1886)  Schaffung 
der  Annalen  des  naturhistorischen  Uolinuseunis. 

Im  Jahre  1896  trat  er  nach  redlich  gethaner  Arbeit  in 
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den  IJuhestand  und  am  20.  März  189i)  machte  der  Tod  dem 
tbatcnreichen  Leben  ein  Ende. 

Der  Anfang  der  wissenschaftlichen  Laufbahn  Hauer's  fiel 
in  die  Zeit,  wo  durch  die  Samndungen  von  Mohs,  Haidinger 
und  Joseph  Hauer  eine  systematische  geologische  DurchforschuDg 
der  Gsterreichisclien  Lande  angezeigt  war.  Durch  das  ein- 
gehende Studium  derselben  erwarb  er  sich  die  daf&r  noih- 
wendigen  paläontologischen  Kenntnisse.  Die  Lösung  der  grossen 
Aufgabe  und  die  Entwicklung  der  berfihmten  Schule  für  G^eo- 
logic  gieng  von  der  gemeinsamen  rastlosen  Tbätigkeit  in  dem 
moutaiiistisclieii  Museum  und  ilcr  geologischen  Reichsanstalt  aus. 

Die  Arbeiten  Hauer's,  welclie  grüs.sti'U  Theils  in  den  Jahr- 
büchern dt  r  «^geologischen  Heicbsanstalt  und  den  Schriften  der 
Akademie  enthalten  sind,  sind  vorwiegend  stratigraphischer  und 
palUoutologischer  Natur. 

In  ersterer  Bessiehung  beschäftigte  er  sich  frQhzeitig  mit 
der  Untersuchung  der  so  verwickelten  geschichteten  Ablage- 
rungen der  Alpen,  des  frQher  so  genannten  Alpenkalkes,  sowie 
der  in  ihnen  enthaltenen  thierischen  und  pflanzlichen  Ein- 
schlüsse, zunächst  in  den  Ostalpen  (von  1850 — 53)  und  dann 
(1857)  in  den  Nordtiroler  Alpen.  Auf  Grund  derselben  hat  er 
als  Erster  eine  sichere,  uniihertrolfene  Gliederung  der  geschich- 
teten Gesteine  in  (h'u  (iä.llichen  Alpen  geschafVen ;  diese  Arbeit 
legte  den  ersten  loten  üniud  für  die  rieht  ige  Auffassung  der 
geognostischen  Verhältnisse  der  Ostalpen  und  stellte  sein 
Talent  als  beobachtender  nnd  vergleichender  Geologe  in  das 
glfinzendste  Licht.  Er  traf  dabei  im  Westen  mit  den  schweizeri- 
schen tveologen,  mit  Bernhard  Studer  und  Arnold  Escher  von 
der  Linth,  zusammen  und  in  Nordtirol  mit  unserem  unver- 
gesslichen  Gümbel,  der  von  1854  an  die  bayerischen  Alpen 
bearbeitete.  Der  letztere  hatte  die  grosse  Gbnugthuung, 
dass  die  österreichischen  Gelehrten,  Hauer,  Richthofen,  Pichler, 
Cotta,  zum  Theil  in  gemeinschaftlichen  Begehungen,  die 
\\ csriitlit  In  n  Ergel)iiissc  seiner  Forschung  bestätigen  konnten; 
und  Hauer  hat  in  neidloser  Anerkennung  das  Alponwcrk 
GUmbers  als  die  wichtigste  und  ausfuhrlichäfce  Monographie, 
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welche  bisher  überhaupt  fiber  einen  Theil  derKaikalpen  erschienen 
istf  ah  die  Frucht  der  mit  unermfidlicher  Ausdauer  und  begei- 
sterter Hingebung  durchgeftlhrten  geologischen  Landesaufnahme 
und  als  ein  wahres  Grundwerh  beseichnet.  Später  (1858)  hat 
UiiLRT  die  Verh;iltiiis.se  am  Südabliaiig  der  Alpen  .studirt,  nach- 
dem er  schon  1857  in  ;4:ro8sen  Zügen  einen  geologischen  Durch- 
schnitt quer  durch  die  Alpt  n  von  l^assau  bis  Duino  ausgeführt 
hatte;  auch  bei  den  Auinuhmen  in  Ungarn,  Siebenbürgen  und 
Dalmaiien  war  er  betheiligt.  Dadurch  erlangte  er  die  um- 
fassendsten Eenntnisüe  des  geologischen  Baues  und  der  Boden- 
beschaffenheit von  Oesterreich,  welche  er  in  einem  Meister- 
werke: «Die  Geologie  und  ihre  Anwendung  auf  die  Kenntniss 
der  Bodenbeschaffenheit  der  (Jsterreichisch^ungarischen  Mon- 
archie" in  klarster,  allgemein  verständlicher  und  doch  streng 
wissenschaftlicher  Darstellung  zusammenfasste. 

Nachdem  schon  1843  und  1844  von  den  zn  den  lit  hr- 
kursen  in  das  montanistische  Museum  eingerufenenen  Berg- 
werkspraktikanten  unter  Haidinger's  Leitung  und  unter  HaiiorVs 
Mitwirkung  die  erste  grossere  Uebersichtskarte  Oesterreichs  in 
9  Blättern  im  Maassstabe  1 : 864000  Zusammengestellt  worden 
war»  erfolgte  Ton  der  geologischen  Reichsanstalt  unter  Hauer 
die  ganz  herrorragende  geologische  Uebersichtskarte  der  öster- 
reichisch-ungarischen Monarchie  in  12  Blättern  im  Maassstabe 
1  :  576000  (1867 — 73),  eine  Zusammen  Tagung  der  Ergebnisse 
aller  bis  liahin  ausgeführten  Aut'iiahnisarbeiten  in  Oesterreich- 
Ungarn,  welche  alle  ähnlichen  Darstellungen  an  Gründlichkeit  der 
Ausarbeitung,  Klarheit  der  Dai*stellung  und  Harmonie  der  Durch- 
führung als  wahres  Muster-  und  Meisterwerk  zur  Seite,  wenn 
nicht  Yoran  steht;  dann  die  geologische  Uebersichtskarte  YOn 
Siebenbürgen  (1 : 576000)  im  Jahre  1861  und  im  Jahrbuch 
der  geologischen  Beichsanstalt  eine  geologische  Karte  der  nörd- 
lichen Lombardei  (1  : 432000). 

Mit  dem  Geologen  Fötterle  gab  er  (1853)  die  geologische 
Uebersicht  der  Bergi»anteii  (h  r  österreichischen  Monarchie 
heraus;  mit  U.  Stäche,  seinem  späteren  Nachful^^er,  (1^6:^)  die 
Geologie  Siebenbürgens;  mit  Melchior  Neuma^er  den  Führer 
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zu  den  Exkursionen  der  deutschen  geologischen  Gesellschaft 
nach  der  allgemeinen  Versammlung  in  Wien  im  Jahre  1877; 
für  das  von  dem  Kronprinzen  Rudolf  angeregte  Prachtwerk: 
,die  östeireichuch'Ungarische  Monarchie  in  Wort  und  Bild*^ 
schrieb  er  (1887)  die  geologische  Ueberaicbt  ron  Oesterreich- 
Ungarn. 

Ausser  diesen  stratigraphischen  Arbeiten  hat  er  zahlreiche 
Abhandlungen  paläontologiscben  Inhalts  veröffentlicht.  Noch 

im  montanistischen  Museum  entstand  184(»  seine  erste  grössere 
wisscnsi-haitliclic,  von  1 1  ;ü(linL''«'r  mit  einem  Vorworte  einge- 
führte Arbt'it:  ,(ii<'  ( '«'phiiiopoden  des  Salzkammergutes  aus 
der  Sammlung  des  Fürsten  Metternich*,  welche  hauptsächlich 
von  Friedrich  Simony  /.n>ammengehrarht  worden  war.  Dieses 
verbreitete  Geschlecht  der  zu  den  Mollusken  gehörigen  Kopf- 
füsser  hat  er  später  noch  mehrmals  bearbeitet,  so  die  Cephalo- 
poden  der  kammchon  und  noriscben  Hallstädter  Kalke  (1847. 
1848.  1855.  1860),  dann  die  aus  dem  Muschelmarmor  Ton 
Bleiberg  (1847),  aus  dem  Lias  der  norddstlichen  AIi)en  (1856) 
und  der  Medolo  vom  Val  Trompia  (1861).  Hierher  gehören 
auch  seine  Abhandlungen  über  die  Fauna  der  Raibier  Schichten 
(1857).  Uber  die  Kreidepetrefakten  des  Bakonver  Waldes  (1861) 
und  (]ie  Studien  über  die  triassischen  Cepbaiopodeu  Bosniens 
(iö87.  1892.  1896). 

Einen  ganz  wesentlichen  und  erfolgreichen  Einfluss  liat 
Hauer  auf  die  Verbreitung  der  Naturwissenschaften  und  die 
Entwicklung  des  Wissenschaft  heben  Lebens  in  Wien  ausgefibt. 
Als  er  begann  in  die  Wissenschaft  einzugreifen,  gab  es  in 
Wien  noch  keinen  Verein  für  Pflege  der  Naturwissenschaft 
und  keine  Zeitschrift  für  grössere  wissenschaftliche  Arbeiten. 
Er  gab  (1845)  die  erste  Anregung  zu  einer  Gesellschaft  junger 
Naturforscher,  den  , Freunden  der  Naturwissenschaften die 
sich  in  den  KMiiiim  ii  il.  s  montanistischen  Mubtums  bei  Haidinger 
versammelten  und  iicriclitt»  über  die  ireinachtcn  Mittlieihmgen 
(von  1847  —  51)  iMTausgabt'n.  L)icsr  N'rreiiuguiig  <ier  Jüngeren 
gab  für  die  Aelteren  erneut  den  Anstoss  die  Gründung  einer 
Akademie  der  Wissenschaften  anzustreben,  welche  1847  erfolgte 
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und  zu  deren  correspondirendein  Mitglied  er  als  26  jähriger 
Assistent  bei  der  ersten  Wahl  ernannt  wurde.  Er  war  bei  der 
GhrÜndiing  von  zahlreichen  Faehvereinen  betheiligt  und  als 
Mitglied  thätig,  so  bei  der  zoologisch-botanischen  Gesellschaft, 
der  geographischen  Gesellschaft,  dem  Verein  zur  Verbreitung 
naturwissenschaftlicher  Kenntnisse,  dem  österreichischen  Alpen- 
verein, der  uiithropulugiischeu  Gesellschaft,  dem  wissenschaft- 
lichen Cliih,  dem  Verein  für  Höhlenkunde.  In  den  Mittliei- 
lungen  der  geographischen  Gesellschaft  hrachte  er  Beiträge 
über  Höhen messungen  in  Ungarn  und  Siebenbürgen.  In  der 
österreichischen  Touristen-Zeitung  berichtete  er  über  die  Wasser- 
▼erhültnisse  in  den  Kesselthälem  in  Krain,  über  die  Kraus« 
grotte  bei  Garns  in  Steiermark,  Uber  die  Arbeiten  des  Karst* 
Oomit^.  Er  forderte  die  Untersuchung  der  physikalischen 
Verhaltnisse  und  der  Fauna  und  Flora  in  den  Tiefen  der 
Oesterreich  benachbarten  Meere.  Als  MitgUed  der  prShistori- 
sehen  Commission  der  Akademie  interessirte  er  sich  für  Höhlen- 
unterbuchungen  und  paliiograjibische  Ausgrabungen. 

Durch  diese  umfassende  Tluitigkeit  hat  Hauer  eine  fr\i\ii- 
zeiide  Periode  wissenschaltliclieu  Aufsclnvungs  in  Oestern  ich 
mit  herbeigefülirt  sowie  den  iiui  der  Wiener  geologischen  Schule 
begründet,  deren  machtvoller  Führer  und  Meister  er  mehr  als 
50  Jahre  hindurch  war;  für  seine  Hchüh  r,  denen  er  ein  stets 
soigender  Lehrer  war,  war  er  zugleich  ein  Vorbild  in  edler 
Gesinnung  und  in  der  Liebe  zur  Wahrheit  und  Begeisterung 
für  die  Wissenschaft. 

An  seinem  Grabe  hat  sein  ältester  Schüler  Sness  in  wahr- 
haft erhebenden  Worten  die  Eigenschaften  und  das  Verdienst 
des  geliebten  Lehrers  geschildert:  Niemand  habe  den  heimi- 
schen Doden  besser  gekannt  und  daher  auch  Niemand  besser 
geliel)t;  er  haV>e  den  Funken  der  Begeisterung  in  den  Scliüh  rn 
erweckt,  der  nicht  erlöschen  werde,  sodass  sein  Leben  fruchtbar 
bleibe  noch  nach  dem  Tode,  und  nur  diesen  Dank  der  Schüler 
habe  er  angestrebt  und  gewünscht.  Wenn  Sucss  daln  i  den 
Segen  der  Wissenschaft  durch  die  £rkenntniss  der  Wahrheit 
und  die  £mporhebung  des  Gemttths  durch  die  erkannte  Wahr- 
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heii  zu  nie  zu  Mbender  innerer  Befriedigung  schildert,  so 
weise  man  niclit,  soll  man  mehr  den  Schüler  um  den  Lehrer, 
oder  den  Lehrer  um  solche  Schüler  beneiden. 

Otbniel  Charles  Harah.^) 

Am  18.  März  1899  starb  nach  kurzer  Krankheit  der  Pro- 
fessor tler  Paläoiitoloj]fie  an  der  Yale  Universität  in  New  Häven 
Othniel  Marsh  im  67.  Lebengahre.  Der  noch  in  voller  Arbeits- 
kraft stehende  Mann  war  einer  der  verdientesten  Paläontologen 
und  einer  der  angesehensten  Gelehrten  Nordamerikas;  er  war 
Präsident  der  amerikanischen  Akademie  der  Wissenschaften 
(von  1882 — 1895)  sowie  der  amerikanischen  Gesellschalt  zur 
Fru  dei  uii|]f  der  Wi^jsen Schäften  und  bis  zu  seinem  Tode  Landes- 
i'alüontologe  iür  W ji  belthiere  in  den  Vereinigten  Staaten.  Man 
verdankt  ihm  vor  Allem  die  Kenntniss  zahlroicher  merkwürdiger 
fossiler  Wirbelthiere  ans  dem  Westen  Nordamerikas;  er  ist 
niclit  lange  seinem  gleich  berühmten  Kivalen  Edward  Gope  in 
Philadelphia  im  Tode  gefolgt. 

Marsh  wurde  am  29.  Oktober  1831  bei  Lockport  im 
Staate  New  York  geboren.  Ben  ersten  Unterricht  erhielt  er 
in  der  Schule  von  Lockport,  dann  in  dem  College  des 
am  Onturio-See  schön  gelegenen  Ortes  Wilson.  Die  an 
Mineralien  und  Fossilien  reiche  Gegend  von  Wilson  erweckte 
in  dem  kräftigen  und  talentvollen  Jüngling  das  lebhatteste 
Interesse,  und  er  begann  damals  schon  in  seiner  freien  Zeit 
diese  Katurobjekte  zu  sammeln.  Im  Jahre  1851  trat  er  in 
die  Akademie  von  Andover  im  Staate  Massachussets  ein, 
dann  in  die  Yale  Universität  zu  New  Häven,  an  welcher 
er  bis  1860  vor  Allem  zoologischen  und  geologischen  Studien 
oblag.  Von  New  Häven  aus  machte  er  naturwissenschaftliche 
Kcisen  nach  New  England  in  dem  nördlichen  Dakota  und  der 

1)  Nekrolog  von  II.  I?.  Geinitz  in  Lcopoldina  1899  Nr.  7  S.  122.  — 
Nekrolog  von  Clnirles  £.  Becher  im  American  Journal  of  »cienoe  4.  Ser. 
Vol.  7.  p.  403,  1Ö99. 
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im  Nordosten  der  Tereinigten  Staaten  gelegenen  Insel  Nova 
Scotia,  auf  welcher  er  schon  7  Jahre  früher  in  der  Steinkohle 
den  merkwürdigen  Eoeaurus- Wirbel  gefonden,  jedoch  nicht 
beschrieben  hatte. 

Nach  Abschluss  seiner  Studien  in  Amerika  begab  er  sich 
zur  weiteren  Ausbildung  nach  riiinkreich  und  nach  Deutsch- 
land, wos('ll)st  er  drei  Jahre  verblieb.  Er  besuchte  dalfci  die 
Universitäten  zu  Berlin,  Heidelberg  und  Breslau;  in  Berlin 
hörte  er  die  beiden  Hose  und  Ehrenberg,  in  Breslau  Komer  und 
Qöppert.  Er  verdankte  die  Mittel  dazu  seinem  reichen  Onkel 
mütterlicherseits  George  Peabodj. 

Im  Jahre  1866  erhielt  er  die  Anstellung  als  Professor  der 
Paläontologie  am  Yale  College.  Nach  dem  Besuch  der  Verhand- 
lungen der  American  Association  for  the  Advancement  of  Science 
zu  Chicago  (1868)  entscliluss  er  sich  mit  der  eben  eröffneten 
Pacific-Bahn  die  damals  kauui  btlvaimtcn  Felseugebirge  im 
fernen  Westen  zu  besuchen,  von  wo  vorher  die  ersten  fossilen 
Säugethierreste  durch  Leidy  beschrieben  worden  waren.  Er 
kam  bis  Nebraska  und  Wyoming  und  erkannte  den  ungeheuren 
Eeichthum  an  fossilen  Ueberresten.  Er  erstattete  darüber  einen 
Bericht  und  es  gelang  seinen  Bemühungen  im  Jahre  1870  eine 
erste  von  ihm  ausgerüstete  und  organisirte  Yale  scientific  Ex- 
pedition ins  Werk  zu  setzen;  13  thatkrSftige  Manner  begleiteten 
ihn  als  (lehilfen  und  eine  Bedeckung  von  den  iMilitärposten 
längs  der  Bahn  diente  /um  Schutz  gegen  die  Indianer.  Ein 
glänzender  Erfolg  lohnte  diis  Unternehmen,  so  dass  in  den  drei 
folgenden  Jahren  noch  weitere  grossartige  Expeditionen  nach 
dem  Westen,  namentlich  nach  den  Bocky  Mountains,  von  ihm 
ausgerüstet  wurden  theils  auf  eigene,  theils  auf  öffentliche 
Kosten.  Es  muss  bemerkt  werden,  dass  gleichzeitig  mit  Marsh 
der  Paläontologe  Edward  Gope  von  Philadelphia  die  Fund- 
stätten von  Dakota,  Wyoming,  Colorado  und  Oregon  mit  ihren 
kolossalen  Ablagerungen  vrrgangener  Thierfonnen,  besondere 
fossilfr  \V irbelthiere,  ntisheiitete,  wobei  von  den  beiden  clnn- 
bürtigen  Kivalen  mit  tieberhalter  Energie  gearbeitet  wurde  und 
ein  nicht  immer  in  friedlichster  Weise  geführter  Wettstreit 
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sich  entspann.  Es  gehörte  die  grösste  Energie  und  Arbeite- 
freudigkeit dazu,  um  zum  Ziele  zu  gelangen,  denn  sie  muasten 
Monate  lang  in  den  unwiiihliclisten  und  gefährlichsten  Tkeü^i 
der  Indianer-Gebiete  zubringen. 

Niclit  allein  die  tertiiiieii,  >uiiilern  auch  die  jiirasNjschen 
Ablagerungen  lieleiten  ihm  eine  geradezu  staunenswerthe  An- 
zahl neuer  gigantischer  Säugethiergattungen  und  Arten  von 
theilweise  höchst  merkwürdiger,  bis  dahin  gänzlich  unbekannter 
Organisation ;  aber  auch  die  mesocoischen  Reptilien  und  Vögel 
wurden  durch  eine  beträchtliche  Zahl  neuer  Formen  be- 
reichert, unter  denen  z.  B.  die  ersten  zahnlosen  Flugeidechsen 
von  Wyoming  und  die  in  der  Kreide  des  westlichen  Kansas 
gefundenen  ersten  mit  krätti;^'  entwickelten  Zähnen  versehenen 
Wasservögel  nll^a'iiieine  AutiiK  rksaiukeit  erregten.  Die  Un- 
ruhen der  Indianer  verhinderten  weitere  Untersuchungen  auf 
diesen  fiebit  ten:  Marsh  gieng  daher  in  die  Bad  Lands  nach 
Nebraska  und  Dakota  bis  nach  lied  Cload  Agency,  wobei 'er 
von  einer  Eskorte  vom  Fort  Laramie  begleitet  wurde.  Bis  mm 
Jahre  1892  betheiligte  er  sich  an  den  Arbeiten  im  Felde. 

Auf  diebe  Weise  hiaL-hic  Alarsli  kolossale  werthvolLst^* 
Saniniluugen  fossiler  W  irbeltliiere  nach  Isew  Häven,  während 
die  von  Cope  gesammelten  Fossilien  in  Philadelphia  Aufstel- 
lung fanden. 

Es  war  nun  die  Aufgabe  die  reichen  Schätze  wissenschaft- 
lich auszunützen  und  zu  bearbeiten.  In  dem  American  Journal 
of  Science  linden  sich  von  ihm  iu  den  .Jahren  1861 — 1899 
zalilieiche  Abiumdluiis^t  n,  welche  ül>er  seine  Tunde  vorläufig 
liericht  erstatten.  Die  ausführlichen  Beschreibungen  mit  den 
Schlussfolgerungen  und  den  sich  daran  anknüpfenden  philo- 
sophischen Betrachtungen  folgten  in  grossen  Monographien. 
£s  mdgen  von  diesen  nur  hervorgehoben  werden:  das  pracht- 
Yoll  ausgestattete  Werk  Uber  die  fossilen  Odontomithen,  seine 
bahnbrechenden  Schriften  Uber  die  Dinosaurier,  seine  Abhand- 
lungen über  Flugsaurier  und  Orocodilier,  Uber  die  neue  Säuge- 
thierurdnung  der  l'anlollierier,    über   die  Dinoceraten,  über 
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Broniotberium,  Fillotiieriuin,  Ooiyphoclon,  Uber  die  Gebirnent- 

wicklung  fossiler  SäugethitTc,  über  fossiK'  Pferde  etc.:  Arbeiten, 
deren  Resultate  in  alle  neueren  Lehrbücher  der  ütologie  und 
Paläontologie  Kinirang  gefunden  habm.  Es  war  Marsh  nicht 
vergönnt  die  übrigen  Monographien  zum  Abschiuss  zu  bringen, 
dieselben  sind  jedoch  mit  der  Beschreibung  und  den  Abbildungen 
genflgend  yorbereitei.  Durch  die  Thütigkeit  von  Gope  und 
Marsh  wurde  eine  vollständige  Umgestaltung  der  bis  dahin 
herrschenden  Ansichten  Uber  die  Mannigfaltigkeit,  Organi- 
sations-  und  YerwandtschaftsTerhältnisse  der  fossilen  Vertebraten 
herbeigeführt. 

Marsh*s  Untersuchungen  bewegen  mch  zwar  TorzügUch 

auf  descriptivem  Gebiete;  jedoch  war  er,  als  Anhänger  der 
Descendenztheorie,  bestrebt,  die  genetischen  Beziehungen  der 
veriichiedenen  Vertebratpntypen  zu  ermitteln.  In  dieser  iiin- 
sicht  gehört  ein  Vortrag:  iutroduclion  and  succession  of  vertf- 
brated  life  in  Amerika,  den  er  als  Vicepräsident  der  amerika- 
nischen Naturibrscherversammlung  im  Jahre  1877  in  Nashville 
hielt,  zu  seinen  bedeutenderen  literarischen  Leistungen. 

Zur  Aufnahme  der  werthvollen  Sammlungen  von  Marsh  war 
vorläufig  der  im  Jahre  1875  im  Bau  vollendete  Flügel  des 
grossen  Peabody-Museums  in  New  Häven  bestimmt  worden. 
Es  war  Marsh,  der  seinen  reichen  Onkel,  den  hochherzigen 
George  Peabody,  veranlasst  hatte  auf  seine  Kosten  das  Museum 
zu  errichten.  Als  daa  .MuM-um  die  Sammlungen  nicht  mehr 
zu  fassm  vermochte,  fand  eine  Theilung  derselben  zwisdien 
dem  Vale  Collegr  und  der  National  Academy  of  Science  in 
Washington,  deren  Präsident  Mai-sh  war  und  für  welelie  er 
auch  gesammelt  hatt« ,  statt.  Da  Marsh  keine  Familie  besass, 
so  vermachte  er  am  I.Januar  1898  seine  eigenen  Sammlungen 
der  Yale  University,  für  welche  er  einen  linken  Flügel  des 
Peabody-Museums  erbauen  liess.  Es  war  ihm  kein  Preis  zu 
hoch,  um  werthvolle  Fossilien  für  seine  Sammlung  zu  erwerben; 
so  kaufte  er  auch  den  berühmten  Rhamphorhynchus  von  Eich- 
städt an,  da  es  in  Bayern  damals  aus  Mangel  an  Mitteln  nicht 
möglich  war,  denselben  dem  Lande  zu  erhalten;  wir  wollen 
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boffen,  dass  diese  miserabeln  Zeiten  vorüber  sind  und  die 
Wissenscbaft  jetzt  besser  in  ihrem  Wertbe  gewQrdiget  wird. 

Die  Sammlung  wurde  von  den  grössten  Meistern  des 
Faches  besucht  und  bewundert;  Huxley  sah  sie  1876,  Darwin 
1878  und  beide  habfn  sicli  damals  üherzeugt,  dass  sie  in  wissen- 
schaftlicher Beziehung  von  keiner  in  der  Welt  übertroifen 
wird,  und  sie  ist  seitdem  noch  sehr  vermehrt  worden. 

Rein  ganzes  Leben  lang  war  Marsh  rastlos  thätig  im  Dienste 
der  Wissenschaft,  immer  nach  neuen  Entdeckungen  strebend  in 
der  Ueberzeugung  noch  Bedeutendes  leisten  zu  können.  Man 
darf  von  dem  edlen  Manne  ohne  üebertreibung  sagen,  dass 
seit  Cuvier  und  Richard  Owen  Niemand  die  Paläontologie  der 
Wtrbelthiere  durch  eine  gleiche  Fülle  neuen  Materii^  be- 
reichert hat;  sein  Name  ist  mit  den  wichtigsten  Entdeck- 
ungen auf  palüontologischem  Gebiete  in  diesem  Jahrhundert 
verknüpft. 

Karl  Friedrich  Bammelsberg.  0 

Karl  Friedrich  Rammeisberg,  früher  Professor  der  Chemie 
an  der  Universität  Berlin  und  seit  1855  Mitglied  der  k. 

preussischen  Akademie  der  Wissenschaften,  ist  am  28.  Dezember 
1899  auf  seinem  Rulioöit^^c  zu  Grossliclitorfeldt*  bei  Berlin  nach 
iängert  r  Krankheit  im  87.  Lebensjahre  gestorb^Mi, 

Er  war  einer  il<  r  angesehensten  Vertreter  der  unori^nnischen 
Chemie  in  Deutschland  und  übte  eine  j^nosse  und  erfolgreiche 
Porscherthätigkeit  in  mehreren  Grebieten  der  Mineralogie  aus, 
in  d<r  IVlineralchemie  und  der  quantitativen  Mineralanaiyse 
sowie  in  der  Krystailographie. 

Er  wurde  am  1.  April  1813  zu  Berlin  geboren.  Nachdem 
er  (1834)  das  Gymnasium  zum  grauen  Kloster  absolvirt  hatte, 
studirte  er  an  der  Universität  zu  Berlin  Physik  und  Chemie 
und  promovirte  (1839)  daselbst.  Anfangs  wollte  er  sich  der 
Pharmazie  zu  wen  Jon,  später  aber  wurde  er,  vorzüglich  durch 

')  Mit  Benützung  dor  Nekrologe  in  Leupoldina  19o0  Nr.  3  b.  ü3 
und  den  Berichten  der  deutscheu  ehem.  Ges.  lUOO  Nr.  1  S.  1. 
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die  Yorlesuii^^  n  dos  Cheniikt  is  Gustav  Rose,  bestimmt,  die 
akademische  und  wissenschai'tliclie  Lauflcihii  einzuschlagen. 
1H40  habilitirte  er  sich  an  der  Universität  als  Privatdozent 
für  Chemie,  wurde  1845  ausserordentlicher  Professor,  1851 
Lehrer  der  Chemie  und  Mineralogie  sowie  Leiter  des  chemischen 
Laboratoriums  am  Gkwerbeinstitut,  1883  kam  er  als  Vorstand 
an  das  damals  gegründete  zweite  UniTersitätsinstitat;  im  Jahre 
1891  trat  er  in  den  wohl  verdienten  Ruhestand. 

Rammeisberg  hat  sich  in  diesen  Stellungen  als  ungemein 
eifriger  und  tüchtiger  Lehrer  sehr  Indeutende  Verdienste  um 
den  Unterricht  in  der  Chemie  erworben;  er  war  es,  der  das 
eiftto  clieniischc  Unttrrichtslaboratorium  in  Preussen  Iritt-te, 
nachdem  allerdings  in  Giessen  schon  länger  eine  grosse  chemische 
Schule  bestand.  Auch  durch  seine  zahlreichen  vortrefflichen 
Lehrbücher  hat  er  sehr  anregend  gewirkt;  durch  das  Ti»  liil)uch 
der  wissenschaftlichen  und  angewandten  Chemie,  das  Lehrbuch 
der  Stöchiometrie,  der  chemischen  Metallurgie,  der  Erjstallo- 
graphie  und  krystallographiscli-physikalischen  Chemie,  dann 
durch  die  Leitfaden  der  qualitativen  und  quantitativen  chemi- 
schen Analyse  und  endlich  durch  sein  gross  angelegtes  Hand- 
buch der  Mineralchemie,  Diese  Bücher  haben  zum  Theil  mehrere 
Ant  lagen  erlebt  und  enthalten  eine  Fülle  von  Material,  nament- 
lich in  der  jdi\ sikulischen  Chemie. 

Als  Forscher  beschäftigte  er  sü  li  insbesondere  mit  der 
chenn'schen  Zusammensetzung  der  Mineralien;  lange  Zeit  galt 
er  als  der  auf  diesem  Gebiete  erfahrenste  Gelehrte  und  es  hat 
wohl  Niemand  so  viele  Mineralanalysen  ausgeführt,  wie  er. 
Seine  zahlreichen  krystallograpfaischen  Arbeiten  fährten  ihn  in 
das  Grenzgebiet  der  physikalischen  Chemie,  das  damals  noch 
wenig  betreten  war. 

Der  um  die  Wissenschaft  verdiente  Mann  war  seit  dem 
Jahre  1859  Mitglied  unserer  Akademie. 
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Sitzungsberichte 

der 

königi.  bayer«  Akademie  der  WiBsenscbaften. 

Mathematisch-physikalische  Classe. 

äitzQDg  vom  3. 14oveinber  1900. 

1.  Herr  H.  Ebebt  macht  eine  Miitheilung  über:  «Peri-> 
odische  Seespiegelschwankungen  (Seiches)  am  Starn- 
berger-See.* 

2.  Herr  VV'.  Dvt  k  legt  ein»'  Abhandlung  des  Privatdozenten 
an  der  hiesigen  Universität  Dr.  Euuaud  v.  Weber:  ^Linien- 
complexe  im  und  Systeme  Pfafrscher  G  h  ichungen* 
als  Forteetsung  seiner  in  der  Sitzung  vom  7.  Juh  d.  Js.  ein- 
gesandten Abhandlung  tot, 

B,  Herr  Ate.  Pkincjsheim  spricht  über  die  »Convergenz 
periodischer  Kettenbrilche.* 


19Qa  Sitnngabi.  d.  iuUi.<pby«.  CL  36 
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Liniencomplexe  im      und  Systeme  Pfafi'sclier 

Oleichungen. 

Von  Eduard  von  Weber. 

In  einer  früheren  Arbeit  ^  habe  ich  das  Fundamental- 
problem in  der  Theorie  der  Pfaff*8chen  Systeme,  d.  i.  die  Frage 
nach  der  Reducirbarkeit  eines  solchen  Systems  auf  eine  ge- 
gebene Zalil  von  DifFerentialelemenk'ii,  iür  u  — 3-  und  n  —  4- 
gliedn'c^e  Systeme  in  «  Variabeln  oingeheud  behainlelt  und  die 
dabei   aultretenden  lategrationsprol)leine   charakterisirt.  Bei 
dieser  Untersuchung  erwies  sich  als  wichtigstes  Hilfsmittel  die 
Geometrie  der  linearen  Compleze  des  E^,  und  es  liegt  sonach 
die  Vermutung  nahe,  dass  die  Erledigung  unseres  Problems 
fUr  den  allgemeinen  Fall  eines  it  —  m-gliedrigen  PfaffVhen 
Systems  in  n  Variabein  im  Wesentlichen  auf  die  Theorie  der 
Ihwiiren  (Jomplexe  im  w  —  1 -diinonsionalen  Räume  zurückkommt. 

In  der  vorlit*g't.ii(ien  Note  soll  die  gennnnto  Methode  auf 
tg  —  5-gliedhge  Pi'atf'sche  Systeme  in  n  Variabein  augewendet 
Vierden. 

Die  linearen  Liaienoompleze  im  TierdimenaionalenRaam. 

1.  Die  huuiügeneu  Couidiuaten  eines  Punkts  in  einem  vier- 
'imeiiaioualen  Raum  11^  bezeichnen  wir  mit  .  .  oder 

.  .  t/n  oder  Ct  •  *     «tc.  und  sprechen  demzufolge  auch  kurz 

')  «Ueber  die  Redueirbariceit  eines  PM'tchen  SyatemB  auf  eine 
3^bene  Zabl  von  Tennen*,  diese  Berichte  1900  Bd.  XXX,  p.  278—300. 

26» 
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von  dem  ^ Punkt  dem  , Punkt  u.  s.  w.  Der  Buchstabe 
/ife  bedeute  eine  k^heh  ausgedehnte  lineare  Punktmannigfaltig- 
keit  des  JZ^,  d.  b.  die  (^eaamtbett  der  Punkte  |,  die  ein  System 
von  4  —  k  linear  unabhängigen  linearen  homogenen  Gleichungen 
zwischen  den  |  befriedigen.  Für  die  Mannigfaltigkeiten  /^j, 
d.  h.  für  die  , Geraden*  des  gebrauchen  wir  die  Bezeich- 
nungen y,  h,  fß\  h'  u.  s.  w.  Eine  u^,  welche  durch  die  Gerade 
g  und  den  nicht  auf  ihr  liegc  iitlt  u  l'unkt  Jp  bestimmt  ist.  wn  tk' 
als  die  ,</^  {J\  y)  1h  zeichnet  u.  s.  w.  Eine  //j  nennen  wir  auch 
eine  „ Ebene"  des  li^. 

Ein  linearer  Coniplex  im  Jü^  wird  definirt  durch  eine 
altemirende  bilineare  Gleichung: 

5  5 

(1)  L*  0*1^17*-=  0, 

1  1 

worin  die  a,i  Constante  bedeuten,  die  den  Gleichungen 

n,k  =  —  Qfc,  ;  «„  =  0 

genügen.  Wir  wollen  diesen  Complex  mit  dem  Buchstaben  a 
bezeichnen.  £ine  »Gerade  des  Oomplezes  ist  dann  jede  ft^ 
der  Eigenschaft,  dass  zwei  (und  infolge  dessen  irgend  zwei) 
ihrer  Punkte  die  Relation  (1)  befriedigen.  Es  gibt  in  jR, 
00  *  Gerade,  von  denen  oo  ^  dem  Goroplez  a  angeh5ren.  Den 
lubegrifi'  aller  Geraden,  die  zwei  Complexen 

gemeinsam  sind,  be/j  uhuen  wir  als  .die  zweigliedrige  Oon- 
gruenz  (a,  (iy .  Ebenso  sprechen  wir  von  drei-,  vier-Lrliedrigen 
Congruenzen  u.  s.  w.  Dabei  wird  immer  angenoiiimen,  dass 
die  betrelionden  Comph'xe  linear  unabhängig  sind,  d.  h.  dass 
ihre  linken  Seiten  nicht  durch  eine  lineare  homogene  Identität 
mit  Constanten  Coel'licienten  verknüpft  seien. 
Der  Kang  der  alternirenden  Matrix 

(2)  a.,      (i,A-=  1,2...5) 

ist  entweder  4  oder  2;  im  ersten  Fall  nennen  wir  den  Complex 
a  «allgemein",  im  zweiten  »speziell*. 
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2.  Ist  a  aligemein,  wie  wir  in  dieser  und  den  folgenden 
3  Nummern  annehmen,  so  besitzen  die  linearen  Gleichungen: 

(3)  • 

I 

eine  und  nur  eine  Lösung  d  •  •      ^ie  der  «singulare  Punkt* 
von  a  heissen  möge.    Alle  00*  Geraden  durch  diesen  Punkt 
sind  Goniplexgerade.    Durch  einen  beliebigen  Punkt  >y  gehen 
nur  00*  Complexgerade:  sie  liegen  in  der  durch  (1)  definirten 

Ebene,  wobei  die  ^  laufende  Coordinaten  bedeuten.  Diese  Ebene 
bezeichnun  wir  als  eine  .zugeordnete  /ij*",  speziell  als  dir  dein 
Punkte  1]  zugeordnete  //j.  Bedeutet  l  den  .singuliiren.  cint  ii 
beliebigen  Funkt,  so  wird  die  Gleicliung  (1)  nicht  geändert, 
wenn  man  fft  durch  f}f'^Ä,^i  ersetzt.  Daraus  folgt:  Allen 
Punkten  einer  Geraden  g,  dir  den  singulären  Punkt  S  enthält, 
ist  dieselbe  ju«  zugeordnet.  Man  erkennt  auch  sofort,  dass  swei 
verschiedenen  Punkten  17, 17',  deren  Yerbindungslinie  nicht  durch 
8  geht,  auch  zwei  verschiedene  yu,  zugeordnet  sind. 

3.  Jede  zugeordnete  /ij,  enthält  den  Punkt  S',  ist  daher 
eine  solche  Ebene  durch  die  llelation 

(4)  M,  f ,  +  . .  f  5  «  0  oder  «f  =  0 

dehnirt,  so  be.sitzt  die  alternireude  Matrix; 

•         «        •  •     «  * 

den  Rang  vier.  Umgekehrt,  ist  dies  der  Fall,  so  haben  die 
linearen  Gleichungen  mit  den  6  Variabein  ^: 

Mj  =  0  ;  Xi*  a,k  h  =  Q  %  (i  «  1« . .  5) 

zwei  Ldsungensysteme 

i/,.         .  .  i/^,  Q     (o  4^  0), 

d.  h.  die  durch  (4)  deiinirte  /I5  ist  jedem  Punkte  der  Geraden 
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g  zugeordnet,  die  die  Punkte  ?/,  verbindet.  Jede  in  der  fi^ 
gelegene  Gerade,  die  dein  Ooraplex  n  nngehört,  trifft  g  und 
umgekehrt,  lu.  a.  W. :  die  auf  der  gelegenen  Oomplexgeraden 
bilden  einen  speziellen  Üj-Couiplex  mit  der  Direktrix  g. 

Demgegenüber  ist  für  eine  belieliige,  durch  (4)  dargestellte 
Ebene  die  Determinante  (5)  nicbt  null,  und  die  auf  ihr  liegen- 
den Gomplezgeraden  bilden  einen  allgemeinen  JS^-Complez. 
In  der  That  scbliesst  man  aus  bekannten  Sätzen^),  dass  sich 
die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  vermdge  der  beiden  kon- 
gruenten Relationen  =  0,  ^  0  auf  eine  Bilinearfonn  in 
4  Yariabelnpaaren  vom  Range  4  oder  2  redudrt,  je  nachdem 
der  Rang  der  Matrix  (5)  gleieh  Q  oder  4  ist. 

4.  VV^ir  sagen,  eine  /i,,  die  durch  die  Gleichungen 

(6)  <*f  =  0,  »f^O 

definirt  sei,  „genügt"  dem  (J()nii)lex  a,  oder  ,ist  eine  des 
Compiexes  a*  (eine  ,('omplex-/<j"),  wenn  irgend  zwei  ihrer 
Punkte  die  Gleichung  (1)  en^llen.  Dazu  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dass  drei  linear  unabhängige  Punkte  der  /i, 
wechselseitig  in  der  genannten  Beziehung  stehen*  Dann  ver- 
schwindet die  linke  Seite  von  (l)  identisch  vermöge  (6)  und 
der  dazu  congnienten  Relationen  t»,  0,  v^^^  0*).  Damit 
also  durch  (6)  eine  Complex-/i,  definirt  sei,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dass  die  Matrix: 

■i  1 

(7)  \  «M  «M  -  0    »4  t;,  j] 

tt,  .  .  1*5    0  0  [i 

•  t7,  .  .  f.     0   0  'I 

den  Rang  4  besitze').  Man  erkennt  unmittelbar,  dass  es  für 
einen  allgemeinen  Complex  co'  solcher  Complex-/4|  gibt;  sie 

>)  Vgl,  z.  B.  mein  Buch:   , Vorlesungen  Übet  das  Pfaff'ache  Pro- 
blem etc*  (Leipzig  11H)0).  Kap.  IX,  §  3. 

2)  Diese  Hori^ht''  \m.  |),  280. 
*)  Vgl.  2.  Ii.  mein  Buch  a.  a.  0. 
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gehen  alle  durch  den  dngulären  Punkt  6',  und  man  erhält  sie 
sämtlich,  indem  man  die  oo  *  Geraden  des  allgemeinen  i^-Gom- 
plexee,  den  der  Complex  a  aus  einer  beliebigen  nicht  durch  8 
gehenden  ju^  ausschneidet  (Nr.  3),  mit  8  durch  je  eine  fj^  ver- 
bindet. Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  gehen  einfach  un- 
endlich viele  Coraplex-//o ;  diese  bilden  ein  Büschel  mit  der  Axe 
J^S,  das  in  der  dem  Punkte  I'  zugeordneten  //g  liegt. 

Ist  m  eine  beliebige,  durch  S  gehende  /u,,  und  sind  P,  Q 
irgend  zwei  auf  ihr  gelegene  Punkte,  deren  VerbindungHlinie 
nicht  durch  S  geht,  so  schneiden  sich  die  beiden  die  bezw. 
den  Punkten  P  und  Q  zugewiesen  sind,  in  einer  ebenfalls 
durch  8  gehenden  /z^,  die  wir  die  «zu  m  conjugirte*  nennen, 
und  mit  m*  bezeichnen  wollen;  m  und  m*  haben  nur  den 
Punkt  .S'  «gemein.  Die  Beziehung  zwischen  ni  und  )n'  ist 
wechselseitig:  eine  Complex-/*,  und  nur  eine  solche  ist  sich 
selbst  conjugirt. 

5.  Ist  der  Complex  a  speziell,  so  besitzen  die  Gleichungen 
(3)  drei  unabhängige  Losungen;  die  entsprechenden  Punkte 
definiren  eine  /i^,  die  wir  die  „singulare  fi^"  von  a  nennen 
und  mit  s  bezeichnen.  Jede  Gerade,  die  s  schneidet,  gehört 
dvm  Complex  an,  und  umgekehrt;  ein  spezielh  r  ('(>nn)lex  ist 
also  durch  Angabe  seiner  singiilüren  eindeutig  bestimmt. 
Jede  /Aj,  die  s  nach  einer  Geraden  schneidet,  ist  eine  Coniplex- 
/ig,  ini'l  umgekehrt;  die  Mannigfaltigkeit  der  Complex-//^  ist 
infolgedessen  oo  *.  Dagegen  gibt  es  jetzt  nur  oo '  zugeordnete 
/I,,  die  ein  Büschel  bilden  und  alle  die  s  enthalten.  Jede 
solche  Ebene  hat  die  Eigenschaft,  dass  irgend  zwei  ihrer 
Punkte  die  Complexgleichung  (l)  befriedigen,  dass  also  die 
linke  Seite  von  (1)  vermöge  der  Definitionsgleichung  U:  =  0 
einer  solchen  und  vermöge  der  dazu  congiiienten  Relation 
=  0  identisch  ver.>cliwind(t.  Infolge  dessen  kann  die 
Gleichung  (I)  auch  in  der  Form 

Ut  V^  —  U^Vs  =  0 

geschrieben  werden,  worin  ti^  ==  0  und  t?^  =  ü  irgend  zwei  zu- 
geordnete Ebenen  bedeuten. 
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lTnijLi:«'kelirt,  gibt  es  oin  Relationenj)aar  =  0,  u,j  —  0, 
das  die  Gleichung  (1)  identisch  befriedigt,  so  ist  a  ein  spezieller 
Complex. 

6.  Wir  betrachten  nunmehr  eine  Schaar  von  oo  ^  Complexen 

(8)  £' 5>(il a,»  +    ft») l<  1?»  « 0 . 

1  1 

und  nehmen  zunächst  an,  da«  in  der  Matrix 

(9)  la.» +  (i,*  =  l,..5) 

nicht  alle  4-reihigen  Hauptunterdeterminanten  für  beliebige 
fi  verschwinden.    Wir  bezeichnen  ferner  mit: 

(— 1)'+»./7< 

das  Pfafi'sche  Aggregat  der  Ordnung  4,  dessen  ()uadrat  gleich 
derjenigen  4-reihigen  Unterdeterminante  ist,  die  aus  dem 
Schema  (2)  durch  Streichung  der  i^^  Zeile  und  Spalte  ent- 
steht, setzen  also: 

—  /T,  =a         -j-  a,4     +  a,,  0,4  etc., 

und  leffpn  den  Buchstaben  Ä",  .  .  /T^  die  analoge  Bedeutung 
hinsichtlich  des  Compiexps  ß  bei.  Die  Unterdeterminante,  die 
aus  (9)  durch  Weglassung  der  i'""  Zeile  und  Spalte  entsteht, 
ist  dann  gleich  dem  Quadrat  des  Ausdrucks: 

(10)  .1.      n,  -f  A  fi  ü,  -f    a;  , 

wobei  die  Qi  in  folgender  Weise  definirt  sind: 
Die  linearen  Gleichungen: 

5 

(11)  i>ö>»(Aaa  +  /iA*)  =  0  (i=1..5) 
1 

be5?itzen  ein  uthI  mir  ein  Lösungen^} stein  r-i,  .  .  r/>,^.  bestehend 
aus  binären  Formen  in     /4,  die  wir  auf  liiren  Minimaigrad  m 
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reducirt  denken.  Die  Theorie  der  Elementarteiler*)  liefert 
dann  folgende  Gleichung: 

(12)  5=:2m-i-l-f2^ 

worin  l  den  Orad  des  grössten  gemeinsamen  Divisors  der 
binären  Formen  At  beaeichnet;  m  hat  also  einen  der  Werte 

2,  1,  0. 

7.  Bei  der  t'ol^'enden  üntersuchmig  riditon  wir  unser 
Haiijitaiigenmerk  auf  die  Frage  nach  den  Mannigfaltigkeiten  fj^, 
die  die  Oongnienz  (a,  /?),  d.  h.  alle  Complexe  der  Schaar  (8) 
befriedigen;  eine  solche  /i^  nennen  wir  kurz  eine  aCongruenz» 
/ij"  oder  eine  der  Oongruenz  (a,  ß),*  Diese  Definition 
fibertragt  sich  ohne  weiteres  auf  mehr  als  zweigliedrige  Oon- 
gruenzen.  Insbesondere  erkpimt  man  leicht:  Damit  eine  zwei- 
diinetiMt^n.ue  ebene  Maiinigfaltigki'it  der  r-gliedrioren  Congruenz 
(a,  /?  .  .  f  )  gonüge,  ist  notwendig  und  hinreicbend.  dass  sie  r 
bestimmte,  irgendwie  ausgewählte,  aber  linear  unabhängige 
Complexe  der  Schaar  (a,  .  .  c)  befriedige.  Dazu  ist  natürlich 
YOr  allem  notwendig,  dass  sie  die  singulären  Punkte  aller  in 
der  Schaar  vorhandenen  allgemeinen  Complexe  enthalte,  und 
die  singulare  fi^  eines  jeden  der  Schaar  angehörenden  speziellen 
Complexes  nach  je  einer  Oeraden  schneide. 

8.  Hat  die  in  Nr.  6  definirte  Zahl  m  den  Wert  2,  so  gibt 
es  (wegen  /  =  0)  in  der  Schaar  (8)  keinen  speziellen  Complex. 
Zwei  verschiedene  Complexe  der  Schaar  besitze:,  vfrscliiedene 
singuläre  Punkte;  alle  diese  Punkte  liegen  nach  Nr.  6  in  einer 
ju,  und  erfüllen  daselbst  einen  Kegelschnitt  C.  Die  Annahme 
nSmlich,  dass  oo  ^  singuläre  Punkte  von  Complexen  der  Schaar 
(8)  eine  Gerade  erfüllen,  zieht,  wie  wir  in  der  nächsten  Nr. 
sehen  werden,  die  Bedingung  m  =  1  iiai  li  sich. 

Nach  Nr.  7  gibt  es  also  nur  eine  einzige  „Congrnen/-//,*, 
d.  h.  ein  einziges  zweigliedriges  Kelationensjstem  (6)  derart, 
dass  in  der  siebenzeiligen  Matrix 


^)  Vgl.  s.  B.  meine  Arbeit:  .üeber  Scfaaaren  rem  Bilineaiformen*, 
diete  Berichte  1898»  p.  874. 


r 
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(13)  j  u,  ,0,0'! 

,'        V,  ,0,0; 

alle  6-reihigen  Hauptdeterminanten  für  beliebige  Werte  jU 
verschwinden.  Dieses  zweigliedrige  Belationensystem  wird  auch 
erhalten,  wenn  man  in  der  5>zeiligen  Matrix: 

;;    II,,  üi,  Ki .  (i  =  1, . .  5) 

alle  4-reihigen  Determinanten  null  setzt,  oder  noch  einfacher 
in  der  Form: 

(U)  A*    =  0,  Ii  i;      Ih    ==  0 

mit  Hilfe  der  Bemerkung,  dass  die  in  Rede  stehende  /<,  der- 
jenigen Ebene  angehören  muss,  die  dem  singulären  Punkt  des 
einen  Complezes  im  andern  Gomplex  zugewiesen  ist. 

Die  (.'ongruenz  (a,  ß)  iiint'asst  in  dem  vorliegenden  Fall 
00  *  Gerade,  von  dcueu  jt*  ^  durch  einen  beliebigen  Punkt 
(If  s  7i^,  und  je  00*  durch  einen  Punkt  des  Kegelschnitts  C 
gehen. 

9.  Wenn  die  singulären  Punkte  der  od  ^  Oompleze  (8)  eine 
Gerade  g  erfüllen  sollen,  so  müssen  in  der  Matrix 

/7,   Q,   K,  1, 
(15)  ■'■■'? 

;:    ^»  \ 

die  dreireihigen  Determinanten  alle  verschwinden,  und  wir 
dürfen  annehiiien,  dass  iiiclit  alle  zweireihigen  Determinanten 
null  sind,  da  sonst  die  ('oniplexi' (S)  einen  gemeinsamen  singu- 
lären Punkt  hätten,  al^u  m      U  wäre. 

Die  Formen  /I«  (Nr.  6)  sind  also  unter  der  gemachten 
Annnlmie  lineare  Combinationen  zweier  Formen  ^r>  (/,  //)  und 
W  (x,  die  sich  nicht  nur  um  einen  constanten  Faktor  unter- 
scheiden, und  der  singulare  Punkt  des  den  Parameterwerten 

Wir  gebrauchen  hier  und  im  folgenden  für  geränderte  alternirende 
Schemata  eine  auch  sonst  übHche  abkürzende  Schreibweise. 
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X,  /i  entsprecheDden  Complexes  der  Schaar  (8)  hat  die  Co- 
ordinaten 

(16)  Q  I, «    4> fi)  +  //), 

worin  q  einen  Proportion alitätsfaktor,  die  a^,  6^  Constante  be- 
deuten.  Die  m  X,  fA  quadratische  Grleichung: 

besitzt,  wenn  für  co  eine  beliebige  von  Null  verschiedene  Con- 
stante  gewählt  wird,  zwei  Lösungen  X^.,  fi^  und  Ag,  fx^,  deren 
Determinante  A,  /i^  —  il,  ^,  yon  Null  yerschieden  ist.  Sind  nun 
die  Complexe,  die  bezw.  den  Parameterwerten 

(17)  Aj, /i,;  X^^fi^ 

entspredien,  beide  allgemein,  so  sind  die  Grössen  W(Xi^ 
und  W{X^,  /fy)  beide  von  Null  verschieden,  da  andernfalls  die 
Formen      . .      fÖr  eines  der  beiden  Wertsysteme  (17)  ver- 
schwänden; ferner  verschwinden  die  Grössen 

(18)  OrfW-i-ir  (i=l,..5) 

nicht  alle,  da  sonst  die  Ai  proportional,  also  m  =  0  wäre.  Die 
genannten  beiden  all|[?oni('iiH'ii  ('oiii{)lexe  haVxn  dann  einen 
gemeinscbaftliclien  siiigulären  Punkt  mit  den  ("oordinaten  (18), 
was  o^enbar  wiederum  auf  die  Voraussetzung  m  =  0  hinaus- 
kommt. 

Ist  aber  einer  der  genannten  zwei  Complexe  speziell,  etwa 
der  den  Parameterwerten  A,,  /tij  entsprechende,  so  hat  man 

und  infolgedessen  (A,,  fi^)  s  Q,  !F(jl|,  /i,)  0,  da  die  Deter- 
minanten a.  bk  —  dk  h  aus  dem  vorhin  angeführten  Grund  nicht 
alle  verschwinden;  die  Formen  0  und       und  mithin  auch 

die  Formen  /l,  .  .  A^  haben  also  einen  Linearfaktor  gemein, 
d.  h.  die  Zahlen,  die  in  Nr.  6  mit  m  und  l  bezeichnet  wurden, 
haben  beide  den  Wert  1. 

10.  Umgekehrt,  ist  m  =  l  =  \,  so  haben  die  A4  einen 
Linearfaktor  gemein,  d.  h.  die  Schaar  (8)  enthält  einen  und 
nur  einen  speziellen  Complex,  dessen  singulare  /i,  mit  8  be^ 
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zeichnet  werde;  die  singulären  Punkte  der  oo  *  Complexe  (8) 
erfüllen  eiiu*  (terade  (/,  die  die  Maunigfaltigkeit  s  m  einem 
Punkte  F  trifft. 

Diese  ktzterr  Behauptung  erpbt  sich  folgendermassen : 
Jede  Gerade  der  Congruenz  (a,  ß)  trifft  die  Mannigfaltigkeit  6' 
(Nr.  5),  und  die  Verbindungslinie  der  singulären  Punkte  irgend 
zweier  Complexe  der  Schaar  ist  eine  Congruenzgerade;  die 
Annahme  femer,  dass  g  auf  s  liege,  ist  unstatthaft,  da  sonst 
die  Gleichungen 

(19)  i>a,*^»  =  0.  i;*A*^*  =  0  (i=l,..5) 

von  allen  singularen  Punkten  |  der  Complexe  unserer  Schaar 
erfüllt  würden,  also  der  Fall  m  =  0  Torlüge. 

Sind  o  und  ß  allgemeine  Complexe,  und  /i^,  die  Para- 
meter des  speziellen  Complexes  der  Schaar,  so  hat  der  vorhin 
genannte  Punkt  F  Coordinaten  der  Form  q  11^  -j-  o  Ä',,  und 
man  hat: 

^  o  4:  0;  Xq^Iq  4=  0; 

(20)  I.*(^a«4-/i^ft»)(^//,4-oi5:»)  =  0  (i=l,2,..5), 

oder  auch : 

(21)  XtiCi:kaiuKu  +  fioei>ßikn,:^0  (i«l,2,..5), 

in  Worten:  Bezeichnet  man  mit  M  die  //,  (g,      so  ordnet 

jeder  Complex  der  Schaar  (8)  einem  beliebigen  l'unkte  von  /; 
eben  die  Mannigfaltigkeit  M  zu  (Nr.  2).  In  der  That  driii  k<'ii 
ja  die  Delationen  (21)  aus.  (la>s  «lie  die  der  Complex  n  dem 
Punkte  A';  znwcist,  iilKn  iustimmt  mit  der  //,,  die  der  (.'omplex 
ß  dem  l^unkte  IJk  zuordnet;  also  ordnet  jeder  Complex  der 
Schaar  (B)  einem  beliebigen  Punkte  von  g  dieselbe  ft^  zu,  und 
letztere  enthält  aber  offenbar  auch  $,  d.  i.  die  singulare 
Mannigfaltigkeit  des  in  der  Schaar  enthaltenen  speziellen 
Complexes. 

Daraus  folgt  sofort:  Alle  in  M  liegenden  Geraden, 
die  g  schneiden,  bind  Congruenzgerade,  alle  einfach 
unendlich  vielen  in  M  gelegenen  //^,  die  g  enthalten, 
sind  Coiigruenz-/i,,  und  nach  Nr.  7  gibt  es  auch  keine 
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andere  CSongruenz-/i|;  Jf  mOge  die  ausgezeichnete  Ebene 
der  Congruenz  (a,  ß)  beissen. 

Die  Gloichuiigen  (14)  reduciit  n  sich  jetzt  auf  eine  einzige, 
nämlich  diejenige  der  ausgezeichneten  Ebene.  Man  erhält  die 
allgemeinste  Congruenz  von  der  hier  studirten  Beschaffenheit, 
indem  man  einen  beliebigen  allgemeinen  Complex  a  und  einen 
beliebigen  speziellen  Complex  ß  wählt,  doch  so«  daes  der 
singulare  Punkt  von  a  nicht  auf  der  singulären  fi^  von  ß 
gelegen  ist. 

11.  Ist  die  in  Nr.  0  dehnirte  Zahl  m  =  0,  so  wird  wegen 
Gleichung  f12)  die  Zahl  1  =  2,  d.  h.  die  Pfaff'schen  Aggregate 
^i,  sind  proportional.  Die  Complexe  der  Schaar  haben  also 
einen  gemeinsamen  singulären  Punkt  S,  und  es  gibt  zwei  im 
allgemeinen  Terschiedene  spezielle  Complexe,  die  der  Schaar 
angehören,  und  deren  singuläre  /i,  beide  durch  S  gehen.  Sind 
8f  $'  diese  beiden  /i,,  und  bedeutet  a  einen  allgemeinen  Complex 
der  Schaar,  so  schneiden  alle  Geraden  Ton  a,  die  mit  s  einen 
Punkt  gemein  habeut  auch  die  Mannigfaltigkeit  s*  und  umge- 
kehrt, d.  h.  8  und  $'  sind  hinsichtlich  dtö  Complexes  a  conjugirt 
(Nr.  4  am  Schluss). 

Man  erhält  die  allgemeinste  in  Rede  stehende  Configurafcion, 
wenn  man  a  beliebig  wählt,  und  unter  ß  einen  speziellen 
Complex  Tcrsteht,  dessen  singuläre  j*^  durch  den  singulären 
Punkt  S  yon  a  geht.  Wählt  man  insbesondere  eine  /i^  des 
Complexes  a  (Nr.  4),  dann  und  nur  dann  coincidiren  die  beiden 
speziellen  Complexe  der  Schaar  (a,  ß%  d.  h.  die  4*reihigen 
Hauptunterdeterminanten  der  Matrix  (9)  werden  alle  mit  X*' 
proportional. 

Durch  jede  Gerade  g  ein»  r  Kongruenz  (a,  ß)^  für  die  m  =  0 
ist,  geht  im  allgemeinen  (d.  h.  wenn  g  den  singulären  Punkt 
S  nidit  enthält)  eine  und  nur  eine  Congruenz-;/,;  es  ist  dies 
diejenige  /i,,  die  g  mit  S  verbindet.  Dasselbe  gilt  für  jede 
Gerade,  die  8  enthalt,  ohne  in  einer  der  beiden  singulären 
Mannigfaltigkeiten  5,  s'  zu  liegen ;  dagegen  ist  jede  in  s  oder 
^  gelegene  Gerade  auf  einfach  unendlich  vielen  Congrueuz-/i^ 
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i^nth«lt«ii.   Es  gibt  daher  im  gegenwärtigen  Fall  xirafaefa 

unemUirh  Congrueni-n,. 

l  'J  \  orscliwiiu'u  in  der  Matrix  (9)  alle  vierrrihigon 
1  Vlonuiufunen  idontiM  h.  >u  alk  <  "f»mpl«-xe  der  Schaar  {>>  ^ 

*|H'£H"U»  v»ud  dio  linearen  (ilt-ichuugen  (11*  be»iuen  3  Ijosufitjen- 
s\»<<^mt^%  dervtt  Minimal  (irr*  dzahlen  hinsichtlich  /..  it  mit  w,,  m,,  wi, 
b«*4«nohut  t  Strien.  Sind  dann  die  iüenieute  der  Matrix  (9)  nicht 
(km|H)rtHtnal.  also  die  Coni{dexe  a  und  ß  nicht  identisch,  8Q 
folgt  aus  der  Theorie  der  Bilinearfonneo    die  Gleiehnng: 

Man  hat  s^>naclj  m^^m^sstO^  m^^\.  Ii.  die  linearen 
Ulf^ichungen  (19)  haben  zwei  und  nur  zwei  IjQeungen  171,  C< 
gemein.  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  17,  C  werde  mit  g 
bezeichnet.  Die  oc  *  singuUren  /i,  der  Oomplexe  unserer  Schaar 
bilden  ein  Bfbchel  mit  der  Axe  das  in  einer  gelegen  ist. 
Diese  letztere  nennen  wir  die  ^singulare  Ebene  Jf*.  Da 
ji'dc  ron|a^ruenz-/<j  alle  singulären  //^  nach  je  einer  G^radc-u 
srhneidt  Ji  muss  (St.  7),  so  gibt  es  zy>'v\  Arten  vuii  L'ungrurnz- 
11^:  einmal  sämtliche  J'.-ta<  li  iin«'inllich  vielen  n^.  (\'w  in  Jtf 
liegen,  sodann  die  zweifu«  Ii  unetidiich  vielen  u^,  die  die  Gerade 
g  enthalten.  Die  Congrueuz  ist  identisch  mit  dem  Inbegriff 
aller  Geraden,  die  entw<  <]or  7  schneiden  oder  in  M  liegen. 

Ist  «1 »  0  die  Definitionsgleichung  der  Ebene  so  ?er* 
schwinden  in  der  Matrix: 

tt»      ,  0  , 

alle  4-reihigen  Hauptunterdeterminanten  identisch,  und  M  ist 
die  einzige  Ebene  dieser  Eigenschaft. 

in.  Die  Sät/f  dt  1  voii^^pu  Nr.  las>t  n  »ich  leicht  verall- 
gouu'iucru.    Wir  betrachten  die  r-gliednge  Cougruenz  (r>;i): 

uud  nehmen  an,  dasa  der  liaug  des  Schemas 
'j  Vgl.  z.  Ii.  diese  Berichte  1898,  pag.  374. 
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(24)  ,  Aa,»+..  +  T£rt  i;  (t,*==l,..5) 

gleich  zwei  sei.  Dann  sind  alle  Complexe  der  Schaar  (2;i) 
speziell;  von  den  singulüren  ju^  der  Complexe  a,  ß,  .  .  .  e 
schneiden  sich  also  je  zwei  nach  einer  (  teradeii.  Diose  r  —  1-fach 
unendlich  vielen  Mannigfaltigkeiten  haben  also  entweder 

a)  eine  Gerade  g  gemein,  d.  h.  die  5  r  linearen  Gleichungen : 

(25)  l>art^»«0,  ...l,*£a6  =  0  (i=l,..5) 

besitzen  zwei  Lösungen,  und  man  hat  r  =  3:  oder 

b)  sie  liegen  alle  in  einer  dreidiiiunsionalen  linearen 
Mannigfaltigkeit  31,  der  ^siugulären  Ebene  der  Congruenz  (23)", 
und  es  ist  r  =  3  oder  4. 

Im  ersten  Fall  besteht  die  Congruenz  (a  ß  y)  aus  allen 
Geraden,  die  g  treffen;  es  gibt  zweifach  unendlich  viele  €k>n- 
gruenz'/i,^        i^Ue  durch  g  gehen  und  mit  den  singulüren 
der  Complexe  (23)  identisch  sind.    Ist  im  Falle  b)  r  =  4,  so 

sind  dir  ronsrr"f*ii''K^''"iiden  mit  dem  Inl)e«irriff  der  in  M  liecren- 
deii  Geraden  identisch;  ist  aber  r  =  s>u  haben  die  singulüren 
/i^  der  Complexe  a,  {i^  y  einen  li^unkt  P  gemein,  und  die  Con- 
gruenz setzt  sich  zusammen  aus  allen  durch  P  gehenden  und 
allen  in  M  liegenden  Geraden;  unter  beiden  Annahmen  gibt  es 
dreifach  unendlich  viele  Congruenz-;«^,  nSmIich  alle  in  M  ge- 
legenen 

Ist  im  Falle  b)  die  Ebene  31  durch  die  Gleichung  U;  =  0 
definirt,  so  erhält  man  zur  iiestimmunjj  der  Unbekannten 
ein  verträgliches  System  linearer  Gleichungen,  indem  mau  aus- 
drückt, dass  in  der  Matrix 

I  w»         I  0  , 

alle  4-reihigen  Hauptunterdeterminanten  identisch  verschwinden, 

und  es  ^^iltt  mir  ein  WerUy.steni  u,  dieser  Eigenschaft. 

Natürlich  folgt  aus  der  Existenz  einer  Ebene  U:  =  0, 
deren  sämtliche  Gerade  den  Complexen  a,  /8,  . .  p  genügen,  auch 
umgekehrt,  dass  der  Rang  der  Mathz  (24)  gleich  zwei  ist. 
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Ist  der  Rang  der  Matrix  (24)  gleich  vier,  so  enthält  die 
Schaar  (23)  x*-'  allgemeine  C'omplexe.  Eine  Congruenz-yu, 
muss  alle  singulären  Punkte  dieser  Ck>mplexe  enthalten.  SoU 
also  Oberhaupt  eine  Gongntenz-/!,  ezistiren,  so  mfissen  die 
singulären  Punkte  der  oo''''  Complexe  entweder  auf  einer  /«^ 
liegen,  oder  eine  Gerade  erfüllen,  oder  endlich  alle  identisch 
sein;  wir  wollen  diene  Annahmen  der  Reihe  nach  besprechen. 

14.  Bezeichnet  man  ähnlich  wie  in  Nr.  6  mit 

At    ßt?   +  r>g  /i»  + . . .  -i-       4-     ^        +      ,  <J » 

das  Pfaff'sche  Aggregat,  dessen  Quadrat  gleich  ist  dem  durch 
Streichung  der  t^*^  Zeile  und  Spalte  aus  (24)  entstehenden 
Minor,  so  ist  der  singuläre  Punkt  des  Complexes  (23)  durch 
die  Gleichungen 

(26)  Q^i^Ai  (i=l,..5) 

definirt,  worin  q  einen  Proportionalitatsfaktor  bedeutet. 

Damit  diese  Punkte  alle  einer  /i,  angehören,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  dass  alle  4-reihtgen,  nicht  aber  alle  d-reihigen 
Determinanten  der  Matrix: 

l'a  «.*•*  .  i 

(27)  ]l  flto  fl(«  . . .  J2<o      ijjo  !i 

I 

*  •  •     «     •        •  •  I 

verschwinden,  und  man  «»rhält  die  DefinitionsgUicbiinf^tn  difst  r 
/lg,  indem  man  obiger  Matrix  die  Spalte  . .  1,  beifügt,  und 
alle  4-reihigen  Determinanten  des  so  gebildeten  Schemas  Null 
setzt.  Damit  aVx  r  di»  se  wirklich  eine  CongruenZ'/<|  sei,  ist 
weiterhin  auszudrucken,  dass  sie  die  Complexe  a,  . .  e  alle 
befriedigt  (Nr.  7). 

IT).  Damit  die  singuliinn  Punkte  der  Complexe  (23)  eine 
Gerade  7  crliillen.  ist  riotvvt-ndig  und  hinreichend.  diL<?s  in  der 
Matrix  (27)  alle  dreireiliigen,  aber  nicbt  alh'  zwrireihigeii  Tiiter- 
determinanten  verschwinden.  Dann  reduciren  sich  die  quadrati« 
srhcn  Formen  ^1,  .  .A^  auf  nnr  "i  linear  unabhängige,  d.  h.  die 
Formeln^  (26)  können  auf  tbigende  Gestalt  gebracht  werden; 
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(28)  Qi.^a.^-i'h^  (i=l,..5), 

worm  0t  W  zwei  quadratiachd  Formen  der  r  Yaiisbeln  . .  r, 
und  die  a^,  hi  Gonstante  bedeuten.  Die  Determinanten  — fr/ 
Yeraehwinden  offenbar  nicht  alle,  da  sonst  die  siugulären  Punkte 
der  Complexe  (2H  )  alle  identisch  wSren. 

Deuten  wir  die  ii.  .  .  r  für  den  Augenblick  als  homogene 
Punktcoordinnten  in  einem  Kaume  ^hV-i,  so  wird  durch  jeden 
Punkt  'J.^  die>e^.  Haums  piu  Complox  (2  'ler  Schaar  (23)  repräsentirt; 
dieser  ist  dann  und  nur  dann  speziell,  wenn  auf  der  Schnitt- 
mannigfaltigkeit der  beiden  Flächen: 

(29)  0^0,  ?F=0 

liegt.  Es  seien  nun  ju,  .  .x  und  X\  ju, . .  r'  zwei  Punkte  ^ 
des  9lr-h  nicht  auf  der  Mannigfaltigkeit  (29)  liegen,  aber 
beide  der  Relation 

(30)  — fl)  !P«0 

genügen,  worin  cu  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Dann 
repräsentiren  die  1' unkte  'iß'  allgemeine  Coniplexe  (5,  der 
Schaar  (23)  mit  gemeinsamem  siugulären  Punkt,  und  da  alle 
00  ^  Complexe  der  durch  dehnirten  Congruenz  diesen 

singulUren  Punkt  gemein  haben,  so  müssen  ihre  repräsentiren- 
den  Punkte  die  Relation  (30)  ebenfalls  erfüllen.  Enthält  also 
die  Fläche  (30)  zwei  Punkte  die  nicht  auf  der  Mannig- 

faltigkeit (29)  gelegen  sind,  ao  enthält  sie  auch  alle  Punkte 
ihrer  Yerbindungslinie.  Daher  müssen  alle  quadratischen  Formen 
0  —  a>  in  je  zwei  Linearfaktoren  zerfallen,  und  dies  ist  nur 
möglich,  wenn  0,  ^  selbst  und  infolge  dessen  auch  die  PfafF- 
schen  Aggregate  A^..A^  einen  Linearfaktor  X.  gemein  haben. 
Durch  die  Relation 

wird  nun  eine  in  der  Schaar  (23)  enthaltene  r  —  1-gliedrigfe 
Congruenz  definirt,  die  aus  lauter  speziellen  Gomplezen  besteht; 

also  muss  jedenfalls  r  <C  5  sein. 

16.  Es  sei  zunächst  r  =  3.  Unter  a  verstehen  wir  dann 
einen  allgemeinen  Complex,  unter  (ß,  y)  die  soeben  constatirte, 

IML  Sftamipb.  d.  nnÜL-plira^  GL  27 
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aus  00^  speziellen  Gomplezen  bestehende  Gongruenz.  Ist  der 
singuläre  Punkt  8  ron  a  nicht  auf  der  singulären  Ebene  M 
dieser  Gongruenz  gelegen,  so  kann  nach  Nr.  7  nur  die  die 
den  Punkt  8  mit  der  Scknittgeraden  g  der  beiden  singulären 
/ii  yon  ß  und  f  verbindet,  den  S  Complezen  o,  A  ^  gleich- 
zeitig genügen.  Damit  dies  der  Fall  sei,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dass  die  Gerade  y  dem  Complex  a  angehöre. 

Liegt  dagegen  S  auf  so  gibt  es  nach  Nr.  4  einfach 
unendlich  viele  in  M  gelegene  jU,,  die  alle  eine  Gerade  g'  ent- 
halten und  dem  Gomplez  a,  aber  nach  Nr.  12  auch  den  Gom- 
plezen ß  und  y  genügen;  man  erkennt  auch  nach  Nr*  7  sofort, 
dass  es  keine  andern  /i,'  der  Gongruenz  (a,     y)  geben  kann. 

Zweitens  machen  wir  dip  Annahme  r  =  4  und  bezeichnen 
wieder  mit  a  einen  uUgenieinen,  mit  (ß,  y,  d)  die  Cungruenz  der 
00*  speziellen  Complexe.  Haben  die  singulären  Mannigfaltig- 
keiten der  letzteren  eine  Gerade  g  gemein  (Nr.  1 3),  und  genügt 
diese  dem  Gomplez  a,  so  befriedigt  die  jbL^  (8^9)  und  nur  diese 
alle  4  gegebenen  Gomplexe.  Besitzt  dagegen  die  Gongruenz 
(ß,  y^  d)  eine  singulare  Mannigfaltigkeit  M  (Nr.  13),  und  liegt 
8  auf  dieser,  so  gibt  es  wie  Torhin  ein  in  M  gelegenes  Bfischel 
von  einfach  unendlich  vielen  Mannigfaltigkeiten  /i^,  die  unsere 
4  Gompleze  gleichzeitig  erfOllen.  In  allen  andern  Fallen 
existirt  überhaupt  keine  //^  der  Gongruenz  (a  ß  y  d). 

Unter  der  Annahme  r  —  5  endlich  muss  der  singuläre 
Punkt  8  des  allgemeinen  Gomplexes  a  auf  der  singulären  Ebene 
M der  speziellen  Gongruenz  {ßy  de)  liegen,  wenn  es  überhaupt 
eine  ju,  der  5-gliedrigen  Gongruenz  (a . .  e)  geben  soll;  ist  diese 
Bedingung  erftlllt,  so  gibt  es  wie  in  den  früheren  Fällen  ein 
Büschel  Ton  einfach  unendlich  vielen  Gongruenz-//,. 

17.  Auä  der  vorigen  Nr.  folgt,  dass  unter  gewissen 
leicht  aufzustellenden  rationalen  Hedingungygleich- 
uugen  für  die  aa^ßin,,,  innerhalb  einer  zwei-  oder 
mehrgliedrigen  Gongruenz  einfach  unendlich  viele 
Gongruenz-/i|  existiren  können,  die  alle  in  einer  /ig 
liegen  und  daselbst  ein  Büschel  mit  gemeinsamer  Aze 
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g  bilden;  diese /i^  wollen  wir  dann  als  die  ^attSgeseiclinete 
Ebene*  der  Congruenz  (a,    . .  e)  beseichnen» 

18.  Smd  die  in  Nr.  14  betrachteten  quadratiechen  Formen 
ilf, . .     proportional,  dann  und  nur  dann  haben  die  linearen 

Gleichungen 

(31)       J>ar*^*  =  0.  L*/3,U*  =  0..  (i=l,.5) 

eine  Lösung,  die  Complexe  der  r-gliedrigen  Cong^ruenz  (a,  ß, . .  ^ ) 

mitbin  den  singulüreu  Punkt  S  gemein.  Es  sei  eine  be- 
liebige ebene,  dreifach  ausgedelinte  Mannigfaltigkeit,  die  den 
Punkt  S  nicht  enthält.  Die  auf  gelegeneu  Geraden  des 
Complexes  a  bilden  dann  einen  gewöhnlichen  /2j-Complex  a\ 
ebenso  schneidet  ß  aus  dem  22,  einen  gewöhnlichen  Linien* 
complex  ß'  aus,  etc.  Ist  g  eine  gemeinsame  Gerade  der  Gom- 
plexe  a',  . .  e ,  so  genflgt  die  f*^(jgiS)  allen  Complexen  der 
Schaar  (a . .  c),  und  umgekehrt  erh&lt  man  auf  diesem  Wege 
auch  alle  /<,  unserer  Congruenz;  die  Au&uchung  dieser  letz- 
teren reducirt  sich  also  auf  die  Ermittelung  der  gemeinsamen 
Geraden  mehrerer  Liniencomplexe  im  gewöhnlichen  Raum. 

Die  Congruenz  (a,  ß,  , .  f)  setzt  sicli  unter  der  gemachten 
Annahme  zusammen  aus  den  Geraden,  die  durch  S  gehen,  und 
aus  den  Gt  raden,  die  in  den  soeben  deünirien  Congruenz-/!, 
gelegen  sind, 

19.  Eine  zweigliedrige  Oongruens  besteht  aus  oo*  Ge- 
raden; durch  einen  beliebigen  Punkt  P  des  B^^  der  nicht  auf 
der  singulären  /a^  eines  in  der  Congruenz  enthaltmen  speziellen 
Complexes  gelegen  ist  oder  mit  dem  singulären  Punkt  eines 
der  Complexe  der  Schaar  zusammenfallt,  geht  ein  lineares 
lUlscbel  von  Congruenzgeradeu ;  bat  1*  eine  der  angegebenen 
besonderen  Lagen,  so  geben  durch  ihn  oo*  Congruen7i;(  i  iden. 
Ist  P  gemeinsanu-r  .singulärer  Punkt  aller  ollgemcinen  Com- 
plexe der  Schaar,  oder  sind  die  oc  ^  Complexe  alle  speziell  und 
liegt  F  auf  der  gemeinsamen  Schnittgeraden  ihrer  singulären 
Mannigfaltigkeiten,  so  sind  alle  durch  F  gehenden  Geraden  in 
der  Congruenz  enthalten. 

Eine  dreigliedrige  Congruenz  (a  ß  y)  besteht  im  allgemeinen 

27* 
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aus  00*  Geraden,  Ton  dmien  eine  und  nur  eine  dureh  einen 
beliebigen  Punkt  P  des  gebt.  Sollen  oo*  Congnienz^ 
gerade  vorbanden  sein,  so  können  diese  erstens  eine  dreifach 
ausgedehnte,  notwendig  lineare  Funktniannigfaltigkeit  M  er* 
füllen;  dann  sind  alle  Complexe  der  Schaar  speziell,  und  M 
ist  ihit'  singuläre  Mannigfaltigkeit  (Nr.  13).  Zweitens  aber 
können  tlie  ( 'on^^ruenz^rrfidcn  den  Kaum  72^  erftlllen.  und 
('S  j.!;elit  dann  (lurch  jeden  i'uiikt  /'  ein  lineares  Büschel  von 
x-  ^  ('ongruenzgeraUeu,  mit  andern  Worten:  Bedeuten  .  .  t]^ 
die  Coordiuaten  von  P,  so  reduciren  sieb  die  drei  linearen 
Gleichungen: 

S  S«rt«7»^*       E  E         »=  0,  E  E    «7ft  1/ B  0 

auf  nur  2  linear  unabhängige.    Für  jedes  Wertsystem      .  . 
gibt  es  al»o  drei  Grösaien  q,q\q"i  die  nicht  alle  verschwinden 
und  die  Relationen 

E*foa,»H-e'A»  +  ^"y«)i7»  =  0  (i=:1..5) 

erfüllen;  d.  h.  jeder  Punkt  des  11^  ist  entweder  auf  der  bingu- 
lären  eines  speziellen  Complexes  der  Schaar  (n  ß  y)  gologen. 
oder  mit  dem  singulärcn  Punkte  eines  Conij)lexes  der  Schaar 
identisch.  Diese  Scluiar  muss  also  aus  oo'  speziellen  Komplexen 
bestehen,  da  sonst  die  singulSren  fi^  bezw.  Punkte  der  oo^  Com- 
plexe nicht  den  ganzen  Raum      erfüllen  könnten. 

Die  singulären  jU|  der  oo*  speziellen  Complexe  müssen 
fSemer  eine  Gerade  g  gemein  haben.  Liegt  eine  solche  Gon* 
gruenz  yor,  so  gebt  in  der  That  durch  jeden  Punkt  P  ein 
lineares  Büschel  von  Gongruenzgeraden,  bestehend  aus  den  Ge- 
raden, die  ff  schneiden. 

Da  diireli  eine  f^egebene  Gerade  g  nur  drei  linear  unab- 
hsiugige  //^  hiudurclip  heu,  so  schliessen  wir: 

Ist  ei ne  Congruenz  mehr  als  dreigliedrig,  so  kann 
durch  einen  beliebigen  Punkt  des  höchstens  eine 
Gerade  der  Congruenz  hindurchgehen. 

Soll  also  eine  4-gliedrige  Congruenz  oo  *  Geraden  enthalten, 
SO  erfüllen  diese  eine  ebene  Mannigfaltigkeit  M;  die  oo  *  Com- 
plexe der  Schaar  sind  speziell,  ilfist  ihre  singulare  Ebene  (Nr.  13). 
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Eine  tnelir  als  4-gliednge  Go&gruenz  kann  aus 
höelistens  oo'  Geraden  bestehen. 

20.  Süll  durch  joden  Punkt  des  mindestens  eine  Ge- 
rade der  viergliedrigen  r'ongrueiiz  (a  p  y  d)  hindurchgehen, 
so  schlies.st  man  aus  der  Thatsache,  dass  die  vier  linearen 
Gleichungen 

£    «*»  1?*  1/ «  0 . .    ü  d,k  nkii  =  o 

für  jedes  Wertsystem  17  linear  abh&ngig  sind,  genau  wie  in  der 
vorigen  Nr.,  dass  die  Congruenz  00*  spezielle  Complexe  ent- 
halten nuiss.  Sie  kann  nun  nicht  aus  x  ^  speziellen  Complcxen 
beistehen,  da  in  diesem  Fall  nur  durch  Punkte  li«  r  singulären 
Ebene  (Nr.  18),  nicht  aber  durch  einen  beliebigen  Raumpunkt, 
Congruenzgerade  gingen.  Also  sind  die  aus  den  Elementen 
der  Matrix: 

II  l  Qik  +  i"  ßik  -\-  V  Yik  -\-  Q  (i,  Ä  «  1,  . .  5) 

gebildeten  Pfaff'schen  Aggregate      .  .      (Nr.  14)  entweder: 

a)  proportional,  und  unsere  Congruenz  besteht  aus  allen 
00*  Geraden,  die  den  gemeinsamen  singulären  Punkt  S  der 
Complexe  unserer  Schaar  enthalten,  oder 

b)  die  A,  haben  einen  in  X/irg  linearen  homogenen  Faktor 
L  gemein.  Die  durch  die  Relation  L  =  0  definirte  oo  '-Schaar 
von  speziellen  Complexen  kann  ferner  keine  öinguläre  Ebene 
besitzen,  da  sonst  der  singulare  Punkt  eines  jeden  iu  der  Schaar 
{a  ß  y  ö)  euthalteuen  allgemeinen  Komplexes  nach  Nr.  1^3  iden- 
tisch sein  müsste  mit  dem  gemeinsamen  Schnittpunkt  der 
singulären  Mannigfaltigkeiten  jener  00*  speziellen  Complexe, 
also  wiederum  die  Annahme  a)  vorläge;  die  singulären  fi^ 
unserer  od*  speziellen  Complexe  haben  also  eine  Ge- 
rade g  gemein. 

Umgekehrt,  wählt  man  im  JB^  eine  Gerade  g  beliebig,  so 
gehen  durch  sie  drei  linear  unabhängige  /z^;  die  durch  diese 
bestimmten  speziellen  Com]>lexe  nennen  wir  ß,  7,  d.  Ist  dann 
a  ein  beliebiger  allgemeiner  Complex,  dessen  sinifulärer  l'unkt 
S  nicht  auf  g  liegt,  so  erhält  man  die  allgemeinste  vierghi,-(iri;i-.' 
Congruenz  von  der  Art  b).    Durch  jeden  Punkt  des  li^  geht 


DigitizedJ^  Google 


412       SUMung  der  math.-phys,  dau«  wm  3,  Nwewiber  1900, 

jetzt  in  der  That  eine  und  im  allgemeinen  nur  eine  Gerade 
der  Congruenz  (aßyS)\  die  letztere  besteht  aus  oo*  Geraden, 
die  alle  die  Gerade  g  schneiden. 

21.  Wenn  eine  5-  oder  6-gliedrigc  Congruenz  die 
Kigenschaft  besitzen  soll,  dass  durch  einen  beliebigen 
Baumpunkt  eine  Congruenzgerade  geht,  so  müssen  alle 
ihre  Complexe  den  singulären  Punkt  S,  die  linearen 
Gleichungen  (25)  also  eine  Ldsung  gemein  haben. 

In  der  That,  bezeichnen  wir  die  betrachtete  fünfgliedrige 
Congruenz  mit  (a  ß  y  d  e),  und  gehört  die  viergljedrige  Con- 
gruenz (a  ß  y  d)  zu  dem  vorhin  mit  a)  bezeichneten  Typus,  so 
nniss  der  singulare  Punkt  von  f  mit  dem  gemeinsamen  singu- 
lären Punkt  S  der  Complexe  a,  y,  d  übereinstimmen,  da  ja 
der  Annahme  nach  alle  durch  8  gehenden  Geraden  auch  in  e 
enthalten  sind. 

Ist  aber  die  Congruenz  (aßyS)  yon  der  Art  b)  (Nr.  20), 
und  verstehen  wir  unter  (ßyS)  wie  vorbin  die  aus  oo  '  speziellen 
Complezen  bestehende  Congruenz,  unter  a,  e  allgemeine  Com- 
plexe, so  wird  die  Gerade  r/  der  Nr.  20  von  allen  oo  '  Geraden 
der  (  ongruenz  (a  .  .  c)  geschnitten,  also  niüsfon  durch  jeden 
Punkt  F  von  g  zweifach  uncndlicli  viele  Geraden  der  Coii«rruenz 
{aß  ..  e),  also  auch  der  Congruenz  (a  £)  hindurchgeben,  cL  h.  für 
jeden  auf  g  gelegenen  Punkt  reduciren  sich  die  2  linearen 
Gleichungen 

£  £  ci/ft  1?«    =  0,  SS  etk  >7fc  0 

auf  eine  einzige;  ein  beliebiger  Punkt  P  von  g  ist  also 

entweder 

1)  mit  dem  singulären  Punkt  eines  allgemeinen  Complezes 
a  der  Schaar  (a  e)  identisch,  oder 

2)  auf  der  singulären  Mannigfaltigkeit  eines  in  der  Schaar 
(a  e)  enthaltenen  speziellen  Complexes  e  gelegen. 

Im  Falle  1)  besitzt  die  Congruenz  (a  ß  y  ö)  den  gemein- 
samen singulären  Punkt  P,  und  wir  kommen  auf  den  Fall 
zurück,  der  zu  Anfang  dieser  Nr.  erledigt  wurde.  Da  es 
femer  in  der  Congruenz  (a  e)  nicht  oo  ^  spezielle  Complexe  gibt, 
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so  wäre  unter  der  Voraussetzung  2)  die  ganze  Gerade  auf 
der  emgolfiren  Mannigfaltigkeit  eines  speziellen  Complexes  e 
gelegen;  e  wäre  also  einerseits  in  der  Congruenz  (ß  y  d), 
andererseits  in  der  Congruenz  (a  e)  enthalten,  was  mit  der 
linearen  Unabhängigkeit  unserer  5  Complexe  unverträglich  ist. 

Da  es  ferner  nach  Nr.  18  nicht  mehr  als  6  linear  unab- 
hänfjif]fe  Complexe  mit  gemeinschaftlicliem  sinfruliiren  Punkt 
gebfii  kann,  so  existiren  für  einu  Uit- In-  als  .>,eclisglieilrige 
Congruenz  höchstens  00'  Kaumpunkte,  durch  welche 
Congruenzgeraden  hindurchgehen. 

22.  Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Frage  erörtern,  unter 
welchen  Bedingungen  eine  mehr  als  dreigliedrige  Congruenz 

dreifach  unendlich  viele  Geraden  enthält.  Der  Fall,  dass  diese 
Geraden  den  ganzen  Kaum  Tt^  durchziehen,  wurde  in  den 
beiden  vorhergehenden  Artikehi  erledigt.  Es  bleibt  also  nur 
noch  die  Möglichkeit  zu  diskutiren,  dass  die  oc '  Congruenz- 
geraden eine  dreifach  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit,  d.  h. 
also  eine  »Fläche*  M  erfüllen.  Durch  jeden  Punkt  P  von  M 
geht  nun  der  Annahme  nach  ein  System  von  00 '  Geraden,  die 
auf  M  gelegen  sind  und  ein  lineares  Büschel  bilden,  d.  h.  in 
einer  dureh  P  gehenden  und  aul  3 f.  liegenden  zweifach  au«- 
gedehuteu  ebenen  Mannipffaltigkeit  jt  enthalten  sind. 

Es  sind  nun  mindestens  00  ^  solcher  Mannigfaltigkeiten  n 
vorhanden;  gibt  es  deren  weniger  als  00',  so  müssen  umge- 
kehrt jeder  Mannigfaltigkeit  n  mindestens  00  ^  auf  ihr  liegende 
Punkte  P  zugewiesen  sein,  in  dem  Sinne,  dass  alle  durch  einen 
solchen  Punkt  gehenden  und  auf  n  liegenden  Geraden  unserer 
( ;Ori|L{ru<'n/.  angehören.  Dann  aber  sind  alle  Geraden,  die  in  tz 
liegen,  ( 'du^i  uenzgerade;  mithin  exi>tireu  einlach  unendlich 
viele  Congruenz-/!,,  und  wir  koniuien  auf  die  in  Nr.  16  studirten 
Fülle  ziirikk.  Unter  den  dort  angegebenen  Bedingungen  gibt 
es  in  der  That  einfach  unendlich  viele  Gongruenz-;i„  die  ein 
BQschel  mit  gemeinsamer  Aze  g  bilden  und  in  der  .ausge- 
zeichneten Ebene  Jlf  gelegen  sind,  und  infolge  dessen  auch 
00*  Congruenzgerade,  die  in  M  liegen  und  einen  spezielle^ 
/^-Compiex  mit  der  Direktrix  g  darstellen. 
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n,  so 


'  die  oc-' 
einexx  all* 


jetzt  in  der  That  eine  und  im  allgemeinen  nur  ^ 
der  Congruenz  (a  ß  y  d);  die  letztere  besteht  aus  ' 
die  alle  die  Gerade  g  eclmeidcn. 

21.  Wenn  eine  5-  oder  6-<?liedrige  0 

Eigenschaft  besitzen  soll,  dass  durcli  ei 

Kaumpunkt  eine  Üongruenzgerade  geht  •*^* 

ihre  Complexe  den  sincfulären  Punk^  -  i 

/ii  •  i_  1       •      T »  Gleichung 


Gleichungen  (2&)  also  eine  Lösung  p 


.rrleiohiinc^   und  der 


In  der  That,  bezeichnen  wir  die  be'  •  ß^ü^earfonn  in 
Congruenz  mit  {a  ß  y  6  e),  und  gehört  Linearcombi- 


gruenz  (a  ß  y  d)  zu  dem  vorliin  mit  a' 
nuis.s  der  singuläre  Punkt  von  e  mit 
lären  Punkt  S  der  Complexe  a,  /?,  y 
der  Annahme  nach  alle  durch  S  g 
enthalten  sind. 

Ist  aber  die  Congruenz  (aß-  ^ 
und  verstehen  wir  unter  (ßy  d)v 
Complezen  bestehende  Congrue: 
plexe,  so  wird  die  Gerado     d  , 
der  Congruenz  (a  .  .  e)  gesch 
Punkt  P  von  r;  zweifach  uno 
ifi  ß    £))  also  auch  der  Con 
jeden  auf  g  gelegenen  Fu 
Gleichungen 

£  S  ^ 

auf  eine  einzige;  ein 
entweder 

m 

1)  mit  dem  singul' 
a  der  Schaar  (a  id» 

2)  auf  der  singu- 
(a  e)  enthaltenen  spe-. 

Im  Falle  1)  be- 
samen siügulären  T 
zurück,  der  zu  Ai 
femer  in  der  Congr* 


^    diss  alle  Bilinear- 

^:  alle  Complexe  d«r 
^sfüHlre  Maniug&itig- 
^  zosauunenfassen,  gc- 


'   .jjraenz  aus    drei  färb 
'1'  ohne  dass  durch 

'^jjgf=s4  oder  5  sei, 
'  „ ^rgte  A^.,A^  einen 
; endlich  im  Falle 
Spezielle  Congrueoz 

^rtb^^®^^^'^  Nummern 

^^•^j  Congruenz  kann 
'  u  Geraden  enthalteiit 
..egate  A^,.A^  pro- 


l5- 


jes  beiden  erstes 
in  dem  zuletit 
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'^X'^  ,      -Viy^  ^  ^  ^ 


7  --J^/^*.^ 


•  "r 


1  Ffaff 'sehen  Systeme 
liehen. 

' /^4-Complezes  soll  uns  nun 
yf^  dienen: 

xligen  und  hinreichenden 
iiiu  n  —  5-gliedriges  Pfaff- 
In 

.  .  Xn)  dXi     (Ä  =  1,  ,  .  »  5) 

mit  nur  n — 5 -j- ß  Differential- 


:^^Fi,dfi   (/*  =  !,. .«-5) 


orin  die  Funktionen 


sind? 


■4 


iiitsache,  dass  das  vorgelegte  System  (33)  in  der 
geschrieben  werden  kann,  ist  nach  Nr.  2  meiner 
rbeit  0  niit  der  andern  äquiTaient,  dass  vemidge  der 


1  1 
Mvliche  Biünearformen  der  Schaar: 

ä      5  »1—5 


>)  Diese  Berichte  1900»  pag.  276. 
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Gibt  CS  dreifach  unendlich  yieie  Mannigfaltigkeiten  so 
ieit  die  Fläche  M  offenbar  wiederum  eine  Ebene,  und  die  ao* 
Geraden  der  Gongruenz  bilden  innerhalb  derselben  einen  all- 
gemeinen linearen  1^-Gomplex.   Die  fiilinearformen 

5     5  5     5  5  S 

(32)       y^^a,khrjk,  ßtk^ifik  » -  -  L  Ii  t.ik  C.  tjk 

11  11  11 

reduciren  sich  also,  wenn  die  Ebene  M  durch  die  Gieicluins^ 
U|  =s  0  dargestellt  wird,  vermöge  dieser  (Tleichung  und  dw 
dazu  coiigi  ucnten  u^=^Q  auf  nur  eine  einzige  Biüuearform  in 
4  Variabelnpaaren.  Durch  Bildung  geeigneter  Linearcombi- 
nationen  kann  man  insbesondere  erreichen,  dass  alle  Bilinear- 
formen  (32)  mit  Ausnalime  der  ersten  yermöge  «e »  0,  u^^O 
identiscli  Yerscliwinden.  Dann  sind  aber  alle  Complexe  der 
Schaar  (ß,  *b)  speziell  und  besitzen  die  singulare  MannigAdtig- 
keit  M  (Nr.  18).  Indem  wir  diese  Sätze  zusammenfassen,  ge- 
langen wir  zu  dem  Resultat : 

Damit  eine  r-gliedrige  Congruenz  aus  dreifach 
unendlich  vielen  Geraden  bestehe,  ohne  dass  durch 
jeden  Punkt  des  eine  dieser  Geraden  hindurchgeht, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  r«4  oder  5  sei, 
dass  ferner  dia  Pfaff*sc1ien  Aggregate  Äj.  .A^  einen 
Linearfaktor  L  gemein  haben,  dass  endlich  im  Falle 
r  =  4  die  durch  Zr »  0  definirte  spezielle  Oongrnenz 
eine  singulare  Ebene  besitze. 

Aus  (iicser  und  den  beiden  vorhergehendeu  Nummern 
folgt  femer: 

Eine  vier-  oder  mehrgliedrige  Congruenz  kann 
höchstens  zweifach  unendlich  Tiele  Geraden  enthalten, 
ausser  wenn  die  Pfafrschen  Aggregate  . .  pro- 
portional sind  oder  einen  Linearfaktor  gemein  haben, 

oder  identisch  verschwinden.    In  den  beiden  ersten 

Fällcu  beüteht  die  Congruenz  aus  oc  ^,  in  dem  zuletzt 
genannten  Fall  aus  cc*  Geraden. 
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II.  Bedactiou  der     —  5-gliedrigen  Pfaff'sciien  Systeme 

mit  n  Veränderlichen. 

28.  Die  Theorie  des  linearen  JR^-Complexes  soll  uns  nun 
zur  Beantwortung  folgender  Frage  dienen: 

Welches  flind  die  notwendigen  und  hinreichenden 

Bedingungen  d.-ifür,  dass  ein  n  —  5-gliedriges  Pfaft- 
sches  System  in  n  Variabein 

5 

(33)  dx^k  —  lütaa((xiii€f*'iXfH)äXi  (Ä«l,..n  — 5) 

sich  auf  eine  Form  mit  nur  n  —  5 -|- ^  Differential- 

elemeuteo 

(34)  ä  f..+,  ==  h  F,M  d      (A  =  l,..ii-5) 
bringen  lasse,  worin  die  Funktionen 

unabhängig  sind? 

Die  Thatsache,  dass  da»  Torgelegte  System  (33)  in  der 
Furm  (34)  geschrieben  werden  kaaii,  ist  nach  Nr.  2  meiner 
früheren  Arbeit')  mit  der  andern  äquivalent,  dass  vermöge  der 
Kelationeu 

(35)  h  h  A,U  =  0,      firÄiU  «0    (A; «  1. . . 

1  1 

sftmiiiche  Bilineiuformen  der  Schaar: 

(36)  h  h  ( I>       h)  I,  tiu 

1     1  i 

identisch  verschwinden;  dabei  ist  gesetzt: 


')  Diene  Berichte  1900.  p»g.  276. 
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und  die     . .  iU-s  bedeuten  willkürliche  Parameter. 

Damit  also  eine  Darstellung  (34)  mGglicli  sei»  ist  not- 
wendig und  hinreichend: 

1)  dass  überhaupt  wenigstens  ein  System  von  q  con- 
gruenten  Kelationenpaaren 

existire,  verniöge  deren  die  sämtlichen  Bilinearformen  der  ISchaar 

(36)  identisch  verschwinden; 

2)  dass  sich  unter  den  so  definirten  e-gliedrigen  Belationen- 
systemen 

(37)  uti  dxi  +  «rfs  dXi  -f-  •  •  +  %6      =  0   (i  =  1 . .  e) 

wenigstens  eines  derart  auswählen  lasse,  dass  die  Pfaff^schen 
Gleidiungen  (33)  und  (37)  zusammen  ein  n  —  5  -f  ^-gliedriges 
unbeschränkt  integrables  System  bilden. 

Mit  X  bezeichnen  wir  fortan  immer  den  „Charakter*  des 

Pfafi" sehen  Systems  d.  i.  den  Kaug  der  aus  10  Spalten 

und  n  —  5  Zeilen  bestehenden  Matrix 


(38) 


also  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Gomplexe  in  der 
Schaar  (36);  femer  mit  2o  den  Kang  der  altemirenden  5- 
zeiligen  Matrix 

(39)  IL^^a,»*!  (i»*«l,..5), 

d.  h.  die  Ordnung  der  höchsten  in  dieser  Matrix  enthaltenen 
Hauptunterdeterminanten,  die  nicht  für  jedes  beliebige  Wert- 
system    . .    )  ^1  •  •  ^-5  Terschwinden. 
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Da  für  die  oben  definirte  Zahl  q  nur  die  Weite  1,  2,  3 
in  Beiracht  kommen,  so  imtennclien  wir  znnAebsfe  die  An- 
nalune  p  «  1. 

24.  Damit  das  gegebene  Pfaö  'sche  System  (33)  auf  die  Form: 

(40)  df^i^F.dfi  (Ä=l,..n-5) 

gebracht  werden  könne,  ist  zunächst  notwendig,  dass  2a  =  2^% 
also  alle  Complexp  der  Schaar  (8t))  s])ozi»'ll  seien.  Ist  überdic« 
X  =  1,  so  kann,  wie  ich  i'rilher  gezeigt  hübe*),  das  gerrd mir» 
PJtaü 'sehe  System  immer,  und  zwar  aui*  uneudlich  viele  Arten, 
in  die  Form  (40)  umgesetzt  werden. 

Ist  aber  h^2,  to  ^besitzt  naeh  Kr.  18  die  Oomplexscfaaar 
(86)  eine  singulare  Ebene,  die  dureh  die  Relation 

(41)  t*»^i-f  ..+%^,  =  0 

dargestellt  werde,  und  das  Belationenpaar  i«;  s  0,  n,,  »  0  ist 
das  einzige,  yermöge  dessen  alle  Bilinearformen  der  Schaar 
(86)  identisch  null  sind.  Zur  Existenz  einer  reducirten  Form 
(40)  ist  jetzt  notwendig  und  hinreichend,  dass  das  PfSftff*8che 

System 


(42) 


äx^  ^JjfathdXi  (A  =  1 . . «  —  5) 


(43) 


unbeschränkt  integrabel  sei,  mit  andern  Worten,  daas  in  der 

Matrix: 

fl  0         . .  i#„  f#,  II 
 jj  (uik^AiUt  —  AkUi) 

Ii  t*,  «,  -       0  l 

alle  4-reihigen  Hauptunterdeterminanten  yerschwinden.    Die  «, 

bedeuten  dabei  leicht  zu  bildende  rationale  Funktionen  der 
Grössen  a^**. 

')  Die.se  H.-rirlite  1900.  {.a^r.  275. 
Leipiiger  Berichte  189d,  pag.  207. 
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Ist  a(  BS  3,  80  besitzt  die  Congruenx  (36)  eine  singulare 
Ebene  (41)  oder  nicht,  je  nachdem  die  5  (»  —  5)  linearen 
Gleichungen 

5 

(44)  £*a,A*|*  =  0   (i=l,..5;  Ä=l..»-5) 

1 

eine  einzige  oder  zwei  linear  unabhängige  Lösungen  zulassen, 
je  nachdem  also  die  5  (n  —  5)-spaitige  und  5-zeiIige  Matrix, 
die  dui'ch  Nebeneinandersetzen  der  n  —  5  alteniirenden  fOnf- 
zeiligen  Schemata  }atki  |{ari^8  !,  etc.  entsteht,  den  Bang  4 
oder  den  Rang  3  hat.  Nur  im  enteren  Fall  ist  eine  Darstel- 
lung (40)  möglich,  und  zwar  ist  dazu  weiterhin  notwendig  (und 
liinreichend).  dass  in  der  Matrix  (43)  wiedci  um  alle  vierreihigen 
Hauptunterdeterminanten  Null  sind. 

Im  Falle  x  =  4,  2  a  =^  2  endlich  gibt  es  immer  eine 
singulare  Ebene  (41),  und  man  erhält  für  die  Möglichkeit  einer 
reducirten  Form  (40)  dieselben  Bedingungen  wie  soeben. 

25.  Wir  diskutiren  nunmehr  die  Bedingungen  dafür,  dass 
das  vorgelegte  n  —  5-gliedrige  Pfaff'sche  System  (33)  in  der 
Form 

(45)  dfi^.^Fndfii-  F2udf,   (A  =  l,..«  — 5) 

geschrieben  werden  kann,  und  zwar  werde  zunächst  2a  =  2 
angenommen. 

Unter  der  Voraussetzung  x  s  1  ist  nach  dem  Anfang  der 
Yorigen  Nr.  eine  Darstellung  (45)  immer  in  dem  Sinne  möglich, 
dass  die  Funktion      ganz  beliebig  gewählt  werden  kann. 

Wir  betrachten  nun  zuniichst  die  Annahme  x  ==  ?)  oder  4. 
und  fügen  im  ersten  Fall  noch  ausdrücklich  die  Bedingung 
hinzu,  dass  die  Oongruenz  (36)  eine  singulare  £bene  besitze 
(was  fttr  X  as  4  immer  stattfindet).  Diese  Ebene  werde  durch 
die  Gleichung  (41)  dargestellt  Ist  dann  das  Pfaff^sche  System 
(42)  unbeschränkt  integrabel,  und  bedeutet  eine  willkürliche 
Funktion  von  .  .  x,,,  so  bilden  die  Gleichungen  (42)  zu- 
sammen lüit  df^  =  0  ebenfalls  ein  unbeschränkt  integrables 
» —  3-gliedrigcs  System,  und  man  schliesst,  dass  für  das  vor- 
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gelegte  n  —  5-gliedrige  System  (33)  unbegrenzt  viele  Darstel- 
lungen (45)  existiren,  in  denen  willkürlich  gewählt  werden 
kann,  worauf  die  ttbrigen  Funktionen  ff  auf  eine  und  wesent- 
lich nur  eine  Weise  bestimmt  sind. 

Ist  das  Pfaff*sche  System  (42)  nicht  unbesohribikt  integrabel, 
so  schreiben  wir  es  in  der  Form: 

(46)  dXi^  =  bikdxi  +    +  btkdx^   (A  =  1  ..n  — 4). 
Setzen  wir  dann: 

d  Xi       I         d  X^^ 

b,ht  ^  —      ---  B,  h^i  —  Bk  b,i, 

so  ist  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  bilinearen  Formen 
des  Systems 

(47)  J> 2> ^; (/-i...«-4) 

gleich  eins;  denn  vermöge  der  lielatioii  (41)  und  der  dazu 
congrueiiten  vei^chwinden  nlle  liilinearformen  der  Sehaar  (3Ö) 
identisch.    Also  hat  man  Identitäten  der  Form: 

htt,t  =  &i  hiti   (i «  2, 3, . .  n  —  4), 

und  der  Hang  der  Matrix 

(48)  ]hai:  (i,Ä-l,2,3,4) 

ist  gleich  4  oder  2,  je  nachdem  derjenige  der  Matrix  (43) 
gleich  6  oder  4  ist. 

Soll  nun  für  das  ursprünglich  vorgelegte  n  —  d-gliedrige 
Pfaff'sche  System  eine  Darstellung  (46)  existiren,  so  müssen 
nach  Kr.  23  die  Relationen 

(49)  h       .  1^  =  0;  S'       •  I.  =  0 
1  t 

eine  Gongnienz-;i,  der  Gomplexschaar  (36)  darstellen,  also  mit 
den  congmenten  Relationen  zusammen  alle  Bilinearformen  (36) 
anuUiren.  Da  aber  nach  Nr.  13  jede  Oonginienz-/!,  in  der 
singulären  Ebene  der  Congruenz  (36)  enthalten  ist,  so  muss 
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U|  =  0  eine  Folge  des  Gleichungspaares  (49)  ^in.  Mit  Rück- 
sicht auf  die  yermdge  (33)  bestehende  Identität 

dfi  ^  AJi'dx^-{-        A^ti '  <i  -^i 

miifls  also  auch  das  Pfaff *8che  System  (42)  durch  die  Belattonen 

befriedigt  werden. 

Kann  also  das  ti  —  5-gliedrige  System  (;3.^)  auf  die  Form 

(45)  gebracht,  werden,  so  lässt  sich  das  n  —  4-glieJrige  System 
(42)  in  der  Gestalt: 

(50)  dft^^0kdfi  (A-l,..ii-4) 

schreiben,  und  otTenbar  gilt  auch  die  Uinkehrung  dieses  Satzes. 
Damit  sich  aber  das  System  (42)  auf  die  augegeljtiie  Gestalt 
reduciren  lasse,  ist  nach  meiner  früh-  n  Arbeit^)  notwendig 
und  hinreichend,  dass  der  liang  der  Matrix  (,48)  gleich  2  sei, 
und  es  folgt: 

Ist  2  o  SS  2,  ^  a>  3  und  besitzt  die  Congruens  (86) 
eine  singulare  Ebene,  oder  ist  2o»s2,  x»4,  so  iSsst 
sich  das  gegebene  fi  —  S^gliedrige  Pfaff*sehe  System 

dann  und  nur  dann  auf  n  —  3  Ternie  reduciren,  wenn 
die  6-reihige  alternirende  Determinante  (43)  identisch 
verschwindet;  es  gibt  dann  unbegrenzt  viele  Darstel- 
lungen der  geforderten  Beschaffenheit. 

26.  Um  die  Yorauasetzung  ^  =  2,  2  o  =  2  vollständig  su 
erledigen,  bleiben  nur  noch  die  Annahmen  x  =  2,  x  b  3  zu 
diskutiren,  letztere  für  den  Fall,  dass  keine  singulSre  Ebene 
existirt  In  beiden  Fallen  haben  die  singularen  der  Com* 
plexe  unserer  Schaar  (36)  eine  Gerade  und  mithin  die 
linearen  Gleichun;j;en  (44j  zwei  Lösungen  ^'  gemein,  d.  h.  das 
rfuü'sche  System  ( :;:'»)  gestattet*)  die  beiden  unabhängigen  ai- 
iinitesimalen  Transformationen 

*)  Leipziger  Berichte  16d8,  pag.  207. 
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und  die  Gleichungen  X' /  «  0,  X"  f  =  0  bilden  ein  zwei« 
gliedriges  vollständiges  System  mit  n — 2  Integralen  . .  ^»'-2* 
Führt  man  diese  nebst  zwei  beliebigen  andern  Funktionen  als 
neue  Yaiiabeln  in  das  System  (33)  ein,  so  Terwandelt  sich 
letzteres  in  ein  Pfaff^scbes  System,  das  nur  mehr  die  Variabein 
y  enthält,  also  die  Form 

3 

(51)  dys+A  =  S'  Ca  (^i  •  •  t/H-i)dyi   (Ä  =  1 . .  n  —  5) 

annimmt.  Wir  fügen  diesem  System  zwei  beliebige  Gleichungen 

(52)  .  dp^:dy^:dy^=^0,:^,:0^ 

hinzu,  worin  die  0  irgend  welche  Funktionen  der  if  bedeuten; 
stellen  dann  die  Relationen 

(53)  !Pi (y^ . . y,-8)  =  Const.   (i  =  l,..n--3) 

die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  simultanen  Systems 
(51)  (52)  dar,  so  kann  das  System  (51)  in  der  Form 

d^i^^0l,dWl  +  0udW2  (Ä=l..»-.5) 

geschrieben  werden,  und  man  erhält  fUr  das  ursprüngliche 
System  (33)  eine  Darstellung  mit  n  —  3  Tennen,  indem  man 
in  die  F  statt  der  y  wieder  die  Variabein  x  einführt  und  f/ 
statt  schreibt. 

Im  Falle  y.  =  H  erhält  man  durch  diese  Methode  alle  Über- 
haupt möglichen  Darstellungen  (45).  Denn  ist  (45)  eine  solche 
reducirte  Form,  so  stellen  die  Relationen  (49)  eine  Congruenz- 
/u,  dar;  da  aber  nach  Nr.  13  jede  Congruenz-/i,  durch  die  Ge- 
rade g  geht,  so  muas  man  auch  haben: 

£*>i*/;-^;  =  o,  ij.^/i.^;  =  o  (ä  =  i,2), 

mithin  genügen  und  dem  Tollständigen  System  X^f=sOf 
X"/*=0.    Aus  der  Gleichberechticrinig  der  n  —  3  Funktionen 

fi  folgt  sonach,  dass  alle  diese  FuukLiouen  von  .  .  j^,,-?  allein 
abhängen,  dass  also  die  Gleichungen  fi  =  const.  eine  JSchaar  von 
00      Integralcurven  des  Pfaff 'sehen  Systems  (51)  definiren. 
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Für  H  ^2  aber  existirt  noch  eine  zweite  Kategorie 
reducirter  Foimen  mit  n  —  3  Termen,  entsprechend  der  Th^t- 
sache,  dass  es  in  diesem  Fall  noch  eine  zweite  Art  von  Con- 
gruenz>;i,  gibt,  diejenigen  nämlich,  die  ohne  die  Gerade  g  ta 
enthalten  auf  der  singulären  Ebene  «i  0  der  Oongruenz  ge- 
legen sind.  Man  erkennt  nämlich  leicht,  d<i-^  in»  fi-reihige 
Determinante  (43)  in  diesem  Fall  identisch  verseil wmdet  ^vgL 
die  vorige  Nr.). 

27.  Bei  der  Aufstellimg  der  Bedingungen  dafür,  dass  das 
Pfaff*sche  System  (38)  sich  unter  der  Annahme  2  a  =  4  auf 
eine  reducirte  Form  mit  n  —  3  Differentialdementen  bringen 

lasse,  können  wir  wiederum  den  Fall  :■<  —  1  von  vorneherein 
ausscheiden;  denn  unter  dieser  Voraussetzung  gibt  es  unendlich 
viele  Darstellungen 

die  durch  Integration  simultaner  Systeme  gewöhniiciier  Diffe* 
rentialgleichungen  gefunden  werden^). 

Ist  X  ^  2,  so  existirt  nach  den  Artikeln  8—11  und  14 — 18 
entweder  Uberhaupt  keine  fi^  die  sämtlichen  Complexen  der 
Congmenz  (36)  genügt,  oder  es  findet  einer  der  3  folgenden 
Fälle  statt: 

a)  Es  gibt  eine  und  nur  eine  Congruenz-jW^,  die  durch 
2  Gleichungen  der  Form 

6  5 

(54)  S/u^^^^o.  i;a*;i*  =  o 

repräsentirt  wird,  worin  die  /t'  gewisse  leicht  zu  bilden<k 
rationale  Funktionen  der  n,^i  bedeuten. 

b)  Die  Congruenz  (36)  besitzt  eine  »ausgezeichnete  Ebene*: 

(55)  U^       +  .  .  +  «5^5=  0, 

worin  die  u  rationale  Funktionen  der  Ofki  bedeuten,  nnd  es  gibt 
einfach  unendlich  viele  Ck>ngruenz-jtf,,  die  alle  in  dieser  Ehern 
liegen  und  ein  Bfischel  mit  der  Axe  g  bilden. 


^)  Leipziger  Bencbte  1898,  pag.  217  ff. 
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c)  Die  Coraplexe  der  Schaar  (36)  haben  den  singulären 
Pnnki  P  gemein,  und  die  (für  x  <  4  stets  TOrhandenen)  Oon- 
gruenz-/!,  gehen  alle  durch  P. 

Für  jeden  dieser  3  Fälle  existiren  nach  den  citirten  Artikeln 
mehrere  Alternativen,  deren  jede  durch  ein  System  rationaler 
Bedingungsgleichungen  zwischen  den  fi,ki  charakterisirt  ist. 
Damit  tiir  das  vorg(degte  IMaÖ'sche  System  eine  reducirte  Form 
mit  n  —  3  Tf'iint'ii  existire.  ist  notwendig,  dass  einer  dieser 
3  Fälle  realisirt  s(  i.  Dazu  treteü  die  sogleich  aui'zustellenden 
Infcegrabiiitätsbcdingungen. 

28.  Im  Falle  a)  ist  eine  Darstellung  (45)  dann  und  nur 
dann  möglich,  wenn  das  Pfaff^sche  System  (33)  zusammen  mit 
den  Gleichungen  ^  =  0,  /i^  =  0  ein  n — 3-gliedriges  unbe- 
schränkt integrables  System  bildet. 

Unter  der  Annahme  b)  ist,  wie  man  durch  die  Schluss- 
weise der  Kr.  25  erkennt,  eine  reducirte  l  uriii  (45)  dann  und 
nur  dann  herstellbar,  wenn  das  Pfafi'sche  System 

f  ^ 

(56)  ^^H-i^  ^^a.kdXi   (Ä  ~  1 . .  n  —  5) 

Uj  dx^  -f- . .  +     djc^  =■  0 

auf  die  Form 

(57)  df,^^  =  FHdf,  (Ä=«l,2,..n-4) 

gebradit  werden  kann.  Nun  enthält  die  ausgezeichnete  Ebene 
(55)  dreifach  unendlich  viele  Congruenzgerade,  die  einen 
speziellen  i^j-romplrx  bilden,  und  diese  Thatsache  findet 
darin  ihren  analytischen  Ausdruck,  dass  die  n  —  5  altemiren- 
den  Bilinearformen  in  4  Variabeinpaaren,  die  aus  den  Formen 

(58)  hk^aiukhnu  (Ä=l,.n-5) 
1  I 

entstehen,  indem  man  f  i^g  mittels  der  Relationen 

eliminirt,  einer  unter  ihnen  proportional  sind.  Löst  man  also 
das  fi  —  4-gliedrige  Pt'aff *sche  System  (56)  in.  der  Form 

IMO.  Silsaagib.  4.  malOk.-jfky,  01.  28 
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4 

(60)  dw4^  =  ^bikdX{  (Ä  =  l..n  — 4) 
auf,  und  bildet  wie  in  Nr.  25  die  BiliDearformen 

(61)  hi>bai$inl  (i  =  l..«-4), 

80  ist  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  unter  ihnen  gleich 
zwei  oder  gleich  eins,  letzteres  offenbar  dann  und  nur  dann, 
wenn  in  der  Matrix  (43)  der  Nr.  25  alle  Tierreihigen  Haupt- 

unterdeterminanten  identisch  null  sind.  In  dem  letzteren  Falle 
läsist  sich  das  Pfair.sclie  System  (60)  iiinner  —  und  zwar  auf 
unendlich  viele  Arten  —  in  die  Form  (57)^),  also  das  System 
(38)  auf  die  Gestalt  (45)  bringen.  Im  ersteren  Fall  können 
wir,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  annehmen,  dass  die  Bilinearform 
Ii  nicht  vermöge  (59)  verschwindet,  und  infolge 
dessen  werden  dann  die  beiden  ersten  Bilinearformen  (61)  linear 
unabhängig.  Damit  dann  das  n  —  4-gL*edrige  System  (60)  eine 
Darstellung  (57)  zulasse,  haben  wir  zunächst  auszudrücken*), 
dass  die  4-reihige  Determinante 

;.A6,*,  +  /*6a2,;   (i,  *  =  1, 2, 3, 4), 

oder,  was  dasselbe  besagt,  die  6'reihige  altemirende  Deter- 
minante 

•  •  •  • 

för  beliebige  Werte  identisch  null  sei.  Diese 

letztere  Determinante  ist  das  Quadrat  einer  binären  tjuadrati- 
schen  Form  in  //,  die  offenbar  für  /x  =  0  yerschwiadet,  da 
sich  ja  jede  der  Bilinearformen  (58)  vermöge  U:  =  0,  m,,  =  0 
auf  die  linke  Seite  einer  speziellen  Complexgleichung  des 

»)  Leipziger  Berichte  1898,  pog.  213£. 
3)  Diese  Berichte  1900,  pag.  285. 
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redttcirt.  Wir  erhalten  eonacb  nur  zwei  unabhängige  neue 
Bedingungen,  von  denen  die  eine  das  identische  Verschwinden 
der  Determinante  (43)  ausdrückt. 

Sind  diese  Bedingimgen  erfüllt,  und  deuten  wir  .  .  |i 
als  homogene  Punktcoordinaten  im  jß,,  so  sind  alle  Ä^-Complexe 
der  Schaar; 

4  4 

1  1 

speziell,  und  ihre  Direktricen  bilden  ein  StrahlenbOschel  in 

einer  Ebene: 

worin  die  v  rationale  Funktionen  der  a/uht  Ua  bedeuten.  Die 
Gleichungen  »  Q,  v^*  s=  0  sind  die  einzigen,  Yermöge  derer 
alle  Bilinearformen  (61)  Terachwinden,  und  es  erübrigt  schliess- 
lich noch  auszudrOeken,  dass  die  Pfaff'schen  Gleichungen  (50) 
mit  der  Gleichung 

zusammen  ein  n  —  3-gliedriges  unl)<'??ehränkt  integrables  System 
bilden.  Sind  auch  diese  Bedingungen  erfüllt,  dann  und  nur 
dann  existirt  für  das  vorgelegte  n  —  5-gliedrige  Pfaff 'sehe 
System  (33)  eine  und  offenbar  auch  nur  eine  reducirte  Form 
mit  n  —  B  Differentialelementen,  welch*  letztere  man  durch  In* 
tegration  des  genannten  unbeschrSnkt  integrabeln  Systems 
ermittelt. 

29.  Die  Annahme  c)  der  Nr.  27  erledigt  sich  durch  die 
beiuerkuug,  dass  in  diesem  Falle  die  linearen  Gleichungen 

5 

(62)  l>a«»f*  =  0   (i=l,..5;  Ä«l..«-5) 
1 

eine  und  nur  eine  Lösung  ^'  besitzen,  das  Pfafi'sche  System 
(33)  also^)  die  infinitesimale  Transformation: 

(63)  X'f-$\Aj-{-..-^^;AJ 
^  Leipziger  Berichte  1806,  psg.  209. 

28» 
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gestattet.  Sind  y^,  y„  . .  y«  die  Integrale  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung X'  f  SS  0^  so  ISsst  sich  das  System  auf  die 

Gestalt : 

6 

(64)      dy^^JjfbikiSfi^'thd^yt  (Ä  =  l..n  — 5) 

bringen,  die  nur  mehr  die  Yariabeln  ff  enthalt.  Alis  der  Thai- 
sache, dass  alle  fi^y  die  der  Congruenz  (36)  angehdren,  de» 

Punkt  F  mit  den  Coordinaten  II  . .  I5  enthalten,  schliesst  man 
genau  wie  in  Nr.  26,  dass  die  Funktionen  . .  fn-s  einer  jeden 
überhaupt  möglichf^n  reducirten  Form  mit  n  —  8  Tennen  von 
den  Yariabeln  y^**y»  allein  abhängen.  Demnach  kommt  die 
Herstellung  der  allgemeinsten  reducirten  Form  (45)  darauf 
hinaus,  das  System  (64),  d.  h.  also  ein  n  —  5-gliedrige8  Pfaff* 
sches  System  in  »  —  1  Yariabeln  auf  eine  Form  mit  n  —  3 
Differentialelementen  zu  reduciren,  ein  Problem,  das  ich  10 
meiner  früheren  Abhandlung^)  vollständig  erledigt  habe.  Die 
Bedingungen  für  die  Möglichkeit  einer  solchen  Reduction  er- 
scheinen dabei  zunächst  in  der  Form  rationaler  lielatioDen 
zwischen  den  Coefficicnten  btk  und  ihren  Ableitungen;  es  ist 
aber  leicht,  diese  Gleichungen  in  solche  umzusetzen,  die  niir 
die      und  ihre  Derivirten  enthalten*). 

30.  Der  Fall  ^  =  3,  d.  h,  die  Frage  nach  den  notwendigai 
und  hinreichenden  Bedin<riingen  dafür,  <hi.ss  das  vorgelebte 
71  —  5-gliednge  Pfaü'sche  System  auf  eine  Form  mit  n  —  2 
Termen : 

(r.r,)  dfi^k^Fiudf,-^F2kdf,  +  Fskdf^  (Ä  =  l..n-5) 

gebracht  werden  kann,  führt  auf  eine  überaus  grosse  Zahl  ver- 
schiedener Möglichkeiten.  Wir  begnügen  uns  daher,  den  Gang 
der  Untersuchung  zu  skizziren;  aucb  wollen  wir  nur  sokbe 


1)  IHeM  Berichte  190n,  pag.  2-8  ff. 

^  Am  einfachsten  mittels  der  Benerknng,  daas  ide&tueh: 

wenn  die  y  die  HaQptintegrale  der  Gleichung  X'f^O  hinaichiUcb 
bedeuten. 
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Fftlle  behandelD,  in  denen  eine  Reduction  auf  weniger  uls 
fi  —  2  Differentialelemente  nicht  möglich  ist. 

Nehmen  wir  daher  zunächst  wieder  die  Zahl  2  0  =  2  an, 
so  haben  wir  nur  die  Fälle  x  =  H  und  x  =  i  unter  der  Vor- 
aussetzung zu  betrachten,  dass  die  spezielle  Cougrueuz 

5      6  N-5 

(66)  (L"atkkiik)iiVk 

1     1  i 

eine  singulare  Ebene  =  0  besitzt.  Unter  dieser  Annahme  aber 
lässt  sich  das  n  —  4-gliedrige  Pfaff 'sehe  System  (56),  dessen  bi- 
lineare  Oovarianien  sich  auf  eine  einzige  reduciren,  immer  auf 
eine  Form  mit  n— 2  Differentialelementen  bringen  0,  und  dasselbe 
g^lt  sonach  auch  für  das  gegebene  System  (33).  Auch  erh&lt 
manf  wenn  x  =*  4j  solcherweise  alle  möglichen  Darstellungen 
(65),  da  ja  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  alle  Geraden 
der  CongruL'iiz  (()6)  in  der  singuläicn  Ebene  Ui  ==  0  gelegen 
sind  (Nr.  13  und  19).  Im  Falle  h  =  3  dagegen  existirt  noch 
eine  zweite  Kategorie  von  Darstellungen  (65);  denn  die  drei- 
gliedrige Congruenz  (66)  setzt  sich  jetzt  aus  zweierlei  Arten 
Ton  Geraden  zusammen:  aus  denjenigen,  die  in  der  singulären 
Ebene  liegen,  und  aus  denjenigen,  die  durch  den  gemeinsamen 
Schnittpunkt  P  der  singulären  Mannigfaltigkeiten  unserer  oo* 
speziellen  Oompleze  hindurchgehen.  Hat  P  die  Coordinaten  I', 
so  haben  die  Gleieliungt  ii  (62)  die  Lösung  gemein,  und  das 
vorgelegte  I'fatT'scLe  System  gestattet  die  infiiiitt'simalc  l'ians- 
turmation  X'/'  der  Nr.  29,  kann  also  in  ein  n  —  Ti-rrii adriges 
System  mit  n —  1  Variabein  verwandelt  werden;  reducirt  man 
das  letztere  irgendwie  auf  n  —  2  Terme^),  so  erhält  man  für 
das  erstere  die  allgemeinste  Darstellung  (65)  der  zweiten  Art. 

31.  Indem  wir  uns  nunmehr  der  Betrachtung  des  Falles 

^  Ä  ,S.  2  0  =  4  zuwenden,  fessen  wir  zunächst  diejenigen  Falle 

X  >  i  ins  Auge,  in  denen  dureh  einen  beliebigen  Punkt  des 
eine  und  nur  eine  Gerade  der  (Jongrueuz  (^66;  hindurchgeht 


»)  Leipziger  Bericbte  1898,  pag.  213  f. 
Vgl.  die  analoge  Betrachtung  der  Mr.  26. 
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(Kr.  19,  20).  In  meiner  frUiieren  Abhandlung')  habe  ich  die 
Frage  nach  der  Möglichkeit  einer  Darstellung  (65)  zurDckge- 
ftthrt  auf  die  Untersuchung  des  Differentialsystema 


(68)  £.I>a,,*|^^-0  (Ä*l..»-.5). 

Infolge  der  gemachten  Annahmen  redueiren  sich  die  Gleich- 


d  X 
1  •*& 


UDgen  (68),  wean  man  darin       . .  -~  als  lineare  homogene 

Variable  betrachtet,  auf  nur  drei  Gleichungen,  die  linear  unab- 

hängig  sind,  solange  die       nicht  gewisse  Bedingfungsgleich- 

ungen  erlullen  (Nr.  2(>  und  21).  Wir  dürfen  (Linn,  um  die 
Ideen  zu  fixiren  auuehmen,  dass  die  Gleichungen  (ö7)  (68) 
nach  den  Grössen 

^  a?54-*      ^  ^.i-f  A  ^^5 

a«  '    dv  '  dv'   dv'  dv 

aufgelöst  seien;  und  dieses  System  ist  offenbar  passir'),  da  ja 

die  beiden  Ausdrücke  für  r — die  sich  durch  Derivatioo  der 

du  cv 

Gleichungen  (67)  ergeben,  wegen  der  FAm  des  Differential- 
systems  (>i7)  (G^^)  identisch  ausfallen. 

AVie  in  Nr.  14  meiner  früheren  Arbeit')  schliessen  wir 
jetzt,  dass  durch  eine  beliebige  Integralcurre 

=     W    (i     1, . .  ») 

des  vorgelegten  i'laü'schtii  ^Systems  (33)  eine  und  nur  eine 
zweifach  ausgedehnte  Integralmannigfaitigkeit 

Xi^yfi(u,v)  (i  =  l,  ..n) 


')  Diese  Berichte  lUOO,  pag.  276  ff. 
^  a.  a.  0.,  pa^.  278  ff. 
>)  a.  a.  0.,  i>ag.  288. 
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des  SjBtems  hindurchgeht.  Wählt  man  also  eine  Schaar  von 
00**-^  Integralcunren  beliebig,  und  ermittelt  die  bezw.  durch 
sie  hindurchgehenden  2-fReh  ausgedehnten  Integralmannig- 

fiiltigkeiten,  so  kann  (iiT  Inbegritl'  der  letzteren  nach  Elimi- 
nation der  Parameter  w,  v  durch  Gleichungen  der  Gestalt 

ft{x^x^,.Xn)^ei   (i  =!  1 . . it  —  2) 

delinirt  werden,  womit  eine  Darstellung  (65j  des  vorgelo«^tt  ii 
Pfaff 'scheu  Systems  gefunden  ist.   Mithin  haben  wir  den  Satz; 

G^estattet  ein  n  —  5*gliedriges  Pfafrsches  System 
in  nVariabeln  eine  infinitesimale  Transformation  der 
Schaar  (63),  (d.  h.  haben  die  Complexe  (66)  den  singu- 
lären  Punkt  gemein),  oder  ist  x  =  X  und  der  Fiill  b)  der 
Nr.  20  realiüirt,  oder  ist  ;<  =  ;5,  so  lüsst  sich  das  vorge- 
legte System  stets  auf  unbegrenzt  viele  Arten  in  einer 
Form  mit  nur  »  —  2  Differentialelementen  schreiben. 

Dasselbe  gilt  a  fortiori  für  x  »  2  oder  1 ;  in  diesen  Fällen 
gibt  es  durch  jede  Integralcurve  qo*°  zweifach  ausgedehnte 

Integralmannigfaltigkeiten. 

Wenn  das  gegebene  System  eine  infinitesimale  Transfor- 
matifjn  der  Form  (63)  zulässt,  so  erhält  man  die  allgemeinste 
Darstellung  (65)  am  einfachsten  durch  'He  Methodp,  die  am 
Schluss  der  Nr.  30  angegeben  wurde.  In  den  beiden  übrigen 
der  oben  genannten  Fälle  erfordert  die  Herstellung  der  redu- 
cirten  Form  die  Integration  des  Differentialsystems  (67)  (68), 
ein  Problem,  das  mit  der  Integration  einer  partiellen  Differential* 
gleichung  dritter  Ordnung  mit  einer  Unbekannten  und  zwei 
ludependeuteu  zahlreiche  Analogien  aufweist 

32.  In  allen  denjenigen  Fällen  x  ^  4,  die  keiner  der  so- 
eben behandelten  Kategorien  aogehdren,  und  in  denen  die  Con- 
gruenz  (66)  aus  dreifach  unendlich  yielen  Geraden  besteht, 
existirt  nach  Nr.  22  im  Raum      immer  eine  «ausgezeichnete* 

Ebene  Ut  =  0,  auf  der  die  co*  Congruenzgcraden  liegen  und 


h  Die  letztere  TliMorlf  ifit  in  flrr  er^^teren  als  Spezialfall  enthalten; 
vgl.  diese  Berichte  IdOO,  pag.  290,  Zeile  3—8. 
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einen  allgemeinen  oder  speziellen  i^g-Coinj^lex  bilden;  die  u 
sind  rationale  Funktionen  der  anm.  Die  JBrmittelung  der  all- 
gemeinsten reducirten  Form  mit  n  —  2  Tennen  kommt  jetzt 
darauf  hinaus,  das  in  Nr.  28  angegebene  n  —  4-gliedrige 
Pfarsche  System  (50)  auf  die  Gestalt 

df2^k=^ikdf^'{'  0iHdf,  (Ä=«l,.«-4) 

zu  bringen,  und  diese  Darstellung  ist  nach  Nr.  14  meiner 

früheren  Arbeit^)  immer  möglich,  da  sich  die  Bilinearformen 
(66)  vermöge  =  0.  w,;  =  0  auf  eine  einzige  reduciren,  iin'l 
das  Pfaff'sche  Systeni  (•"><»)  sonacli  eine  oder  zwei  linear  unab- 
hängige bilineare  Covarianten  besitzt,  je  nachdem  der  Rang 
der  Matrix  (43)  gleich  2  oder  grösser  abi  2  ist.  Mithin  können 
wir  die  Resultate  dieser  und  der  vorigen  Nr.  dahin  resumiren, 
dass  eine  reducirte  Form  mit  n  —  2  Termen  immer 
dann  (und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten)  hergestellt 
werden  kann,  wenn  die  Oongruenz  (66)  aus  dreifach 
unendlich  vielen  Geraden  besteht. 

88.  In  allen  bisher  nicht  genannten  Fällen,  fUr  die  x  ^  4 
ist,  kann  die  r'ongruenz  (66)  nach  Nr.  22  aus  höchstens  zwei- 
fach unendlich  vielen  Geraden  bestehen.  Nehmen  wir  also  an, 
dass  die  Gongruenz  (66)  mehr  als  dreigliedrig  sei  und  oo  *  Ge- 
raden enthalte,  so  werden  die  letzteren  durch  ein  oder  mehrere 
Gleichungstripel  der  Form: 

5 

i>/^.*$*  =  0  (i=l,2,3) 

definirt  sein,  worin  Jie  jii,fi  1  aiJ^tionen  von  .  .  i'u  bedeuten, 
die  ausserdem  noch  von  zwei  willkürlichen  Parametern  Tj.  Tj 
rational  abhängen.  .  Jedes  dieser  Tripel  liefert,  wenn,  man  es 
zu  dem  vorgelegten  l'tatF'schen  System  (3J^)  hinzufügt,  je  ein 
n  —  2-gliedriges  Pfaff'sches  System,  und  die  so  erhaltenen 
Systeme  wollen  wir  bezw.  mit  S,  8\  S" . .  bezeichnen.  Existirt 
nun  fttr  das  vorgelegte  System  (33)  eine  reducirte  Form  mit 


^)  Diese  Berichte  1900,  pag.  288  f. 
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n  —  2  Terraen,  und  sind  df^^ . .  df^-i  die  darin  auftretenden 
Differenüalelemente,  so  lassen  sich  die  Grössen  r,,  als  Funk* 
ttonen  der  x  derart  bestimmen,  dass  eines  der  PfaflTsdien 
Systeme  8^  S\  . wenn  man  durcb  ihre  Auedrfleke  er- 
setzt, unbeschHinkt  integrabel  wird  und  die  Funktionen  f\,  .  .fn-t 
zu  Integralen  hat.  Um  also  die  allgemeinste  reducirte  Form 
mit  n  —  2  Tornieu  zu  firuh  ii,  haben  wir  und  in  ulige- 
meinster \\  ei^«»'  so  zu  bestimmen,  dass  eines  der  Systeme  S^*^ 
unbeschränkt  integrabel  wird. 

Zu  diesem  Zwecke  fassen  wir  eines  dieser  Systeme,  etwa 
St  ins  Auge,  betrachten  es  als  »  —  2-gliedriges  Pfaff'sches 
System  in  n  +  2  unabhängigen  Variabein : 

(69)  .  •     T|,  Tj, 

und  untersuchen,  ob  es  sich  auf  eine  Form  mit  n  Differential- 
elemeuten 

(70)  rf/*(3c,  ..af.„T„T,) 

reduciren  lässt,  derart,  dass  unter  den  ßelationen  /,  =  (\ 
wenigstens  zwei  existiren,  die  nacli  t,  und  auflösbar  sind. 
Da  der  Unterschied  zwischen  der  Anzahl  der  Variabein  und 
der  Anzahl  der  Gleichungen  des  Systems  8  gleich  vier  ist, 
so  lasst  sich  dies  Problem  nach  den  Methoden  behandeln,  die 
ich  in  meiner  früheren  Arbeit')  entwickelt  habe.  Man  hat 
darnach  die  Gleichungen  S  etwa  nach  dx^ydx^^^dXn  aufzu- 
lösen und  die  zugeliörigeü  alternireuden  Bilinearformen  in  den 
4  Variabelnpaarcn: 

dx^t  dx^;  dx^y  ^x^\  (fr,,  6x^\  dt^y  dr, 

aufzustellen;  diese  Formen  reduciren  sich  offenbar  auf  höchstens 
drei  linear  unabhängige.  Sodann  hat  man  das  allgemeinste 
Kelationenpaar 

Dieae  Berichte  1900,  pag.  288-298. 
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SU  suchen,  welches  mit  dem  congruenten,  in  dx^  dt  geschrie- 
benen zusammen  die  genannten  Bilinearformen  anuUirt,  und 
im  Verein  mit  8  ein  n-gliedriges  unbeschr&nkt  integrables 
System  in  den  «  +  2  Yariabeln  (69)  darstellt  Nach  den 
citirten  Untersuchungen  ergeben  sich  dabei  yerschiedene  Fälle, 
in  denen  die  genannte  Reduction  yon  S  möglich  ist;  jeder 
einzelne  dieser  Fälle  ist  durch  je  ein  System  von  Bedingungs- 
gl('i(  Illingen  zwischen  den  (i nassen  a.fc,,  und  ihren  par- 
ticlhii  Ableitungen  nach  den  ./'  und  t  clmraktiTisirt.  Wir 
wollen  diese  verschiedeuen  Kelationensjätawe  mit  Xit*  *  *  * 
bezeichnen. 

Ist  eines  der  Systeme  identisch,  also  für  beliebige 
Werte  der  n  -}-  2  Variabein  (69)  erfüllt,  dann  und  nur  dann 
erhält  man  für  S,  also  auch  ftlr  das  Torgelegte  n  —  5- 

gliedrige  Pfatt"sche  Systtui  (33)  eine  reducirte  Form  uiit  n 
Tennen  (7nj.  Wenn  man  also  r,  und  aus  zweien  der 
Gleiclmiigeii  f,  =  const.  als  Funktionen  von  .i\  .  .  ./  „  berechnet 
und  in  die  genannte  reducirte  Form  substituirt,  so  ergibt  sich 
eine  Darstellung  mit  n  —  2  Difierentialelementen. 

Ist  keines  der  Systeme  identisch  befriedigt,  so  ist  die 
Reduction  Ton  8  nicht  möglich;  man  erkennt  aber  leicht,  dass 
jedes  Paar  von  Funktionen  t,  t,  der  Variabein  a?,  welches  in 

S  eingesetzt  dies  System  iinlieschriiukt  int*'i;rabel  macht,  wenig- 
stens eines  der  Ob  ichungssysteme       eriüUeu  muss. 

Lassen  sich  also  aus  jedem  der  Systeme  ü,  durch  Elimi- 
nation der  Variabein  r,,  t,  Relationen  in  den  x  aliein  ableiten, 
so  kann  man  mittels  des  gerade  betrachteten  Systems  S  Ober- 
haupt zu  keiner  reducirten  Form  des  Pfaff *8chen  Systems  (33) 
gelangen. 

Kedut  irt  sich  eines  der  Sy>.t(  ni»'  auf  zwei  unabhängige 
Gleichungen,  die  r,  und  als  Funktionen  der  zu  bestimmen 
gestatten,  so  ist  noch  zu  untersuchen,  ob  diöse  Funktionen  das 
System  S  unbeschränkt  integrabel  machen,  und  man  erhält 
dann  fttr  die  Gleichungen  (83)  eine  ganz  bestimmte  Darstel* 
lung  mit  n  —  2  Termen. 


Digitized  by  Google 


E.  V.  Weber:  Linieneampleae  im  S^, 


433 


Bestellt  endlich  eines  der  Systeme  aus  nur  einer  Re- 
lation, die  nach  einer  der  GrOssen  t^,  auflösbar  ist,  etwa  in 
der  Form: 

so  verwandelt  sich  5,  wonn  man  durch  <p  ersetzt,  in  ein 
n  —  2-gliedrige8  Pfaff'sches  System  8  mit  n  1  Variabein, 
welches  jetzt  in  analoger  Weise  zu  behandeln  ist  wie  vorhin  S, 

Man  bat  zmiichst  zu  untersuchen^),  ob  sich  S  auf  eine 

Form  luit  n  —  1  Teruieii 

ä  q>i  (t„  a?j . .  X»)  (i  SB  1 . . »  —  1) 

bringen  lässt,  derart,  dass  wenigstens  eine  der  Gleichungen 
ipi  BS  const.  nach  auflösbar  ist,  und  erhält  wieder  gewisse 
Systeme  von  Bedingiingsgleichungen  i,,  .  .,  deren  jedes, 
falls  es  identisch  erfüllt  ist,  einen  der  Fälle  charakterisirt,  in 
denen  die  genannte  Heduction  möglich  ist. 

Gibt  es  für  Ä  eine  solche  reducirte  Form,  so  findet  man 

uiiuz  ;  Imlich  wie  oben  durch  Kliiiunation  von  Tj  mittels  einer 
der  üK-u.liunn:(^n  7^,  =  const.  für  daa  vorgelegte  n  —  .'-oflipdiige 
System  eine  Diir^teilung  mit  n  —  2  Termen.  Eine  süi(  iie  er- 
hält man  auch,  wenn  eines  dei'  Systeme  sich  auf  eine  ein- 
zige Gleichung  der  Form 

reducirt,  und  wenn  die  so  definirte  Funktion  t,  das  System  S 
unbeschr&nkt  integrabel  macht  Ist  keine  dieser  beiden  Tor- 
aussetzungen  erfüllt,  so  liefert  S  überhaupt  kerne  reducirte  Form 

des  gegebenen  Pfaff'schen  Systems. 

Führt  man  die  vorstehende  Kechnung  für  jedes  der  Systeme 
jS,  iS', ..  durch,  so  gelangt  man  in  allen  Fällen  entweder 
zu  der  Gesamtheit  der  Uberhaupt  möglichen  redu- 
cirten  Formen,  oder  zu  dem  Kachweis  der  Unmöglich- 
keit einer  solchen  Barstellung. 


»)  Diese  Berichte  1900,  p.  283— 2dö. 


Di 


484      Süjnmg  der  maik,*pkif9,  dam  vom  3.  Nbomnber 

Der  Fall,  dass  die  Congruenz  (66)  nur  aus  einfach  unend- 
lich vielen  Geraden  oder  aus  einer  endlichen  Zahl  von  Geraden 
besteht,  ist  durch  die  Entwickeiungen  dieser  Nr.  miterledigt 

34.  Als  wichtigstes  Ergebnis  der  Torliegenden  Unter- 
suchung wollen  wir  zum  Schluss  noch  constatiren: 

Die  Keduction  eines  IM'aff'sclieu  Systems,  für  das 
die  Zahl  der  Variabeln  um  fünf  grösser  ist  als  die 
Zahl  der  Gleichungen,  lässt  sich  immer  auf  die  Re^ 
duction  solcher  Pfaffscher  Systeme  zurückführen, 
für  die  der  genannte  Unterschied  kleiner  als  fünf  ist, 
mit  einziger  Ausnahme  zweier  in  Nr.  31  behandelter  FSlle. 


Ii  t' r  i  ch  t i  gu n  fi.  Zu  dem  Schluassatz  der  Nr.  25  i^t  eriraiizt'iid 
nachzutraj^en,  dass  in  (Irin  ersten  der  beiden  tren;uinfen  Falle  die  DcL-r- 
minante  (43)  stets  identi.sch  verschwindet,  die  Keduction  auf  ti  —  3  Terme 
also  immer  möglich  ist. 

In  meiner  früheren  AHieit  fiHe^e  Berichte  Bd.  30  (UHX)),  j».  800, 
Zeile  1  V,  0.  ist  zu  lesen;  „in  /*  Vunabeln"  statt  ,iu  ui  Variabeln*. 
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Periodische  Seespiegelschwankungen  (Seiches), 

beobachtet  am  Starnberger  See.*) 
Ton  H.  BIwrt. 

ISingilau/m  10.  D0Mtmb*r.) 

Am  Genfer  See  wurde  bekannilieh  zuerst  eine  Erscliei- 

mihff  beobachtet,  deren  allgemeinere  Bedeutung  für  die  Binnen- 
seen überhaupt  man  erst  alimählich  erkannte.  Man  land.  dass 
sich  am  Rhoneausfluss  bei  Genf  der  Wa.ssers])ieg:el  rhytniisch 
in  regelmässigen  Perioden  hebt  und  senkt  und  zwar  um  Be- 
träge, die  daselbst  gelegentlich  mehr  als  Meterhöhe  erreichen 
können.  Diese  auch  fttr  den  Wasserabfluss  aus  dem  See,  der 
in  Genf  grosse  Turbinenwerke  speist,  wichtige  Erscheinung 
nennt  man  nach  einer  Lokalbezeicbnung  »Seiches*,  ein  Name, 
der  für  analoge  Phänomene  an  anderen  Seen  allgemein  ange- 
nommen wurde. 

Eine  einfache  Vermehrung  oder  Verminderung  der  ge- 
samniten  Wai>bermasf?e  in  Folge  periodisch  gesteigerten  oder 
geschwächten  Wasserzutlu.sses  konnte  diese  Seiches  nicht  er- 
zeugen; denn  ihre  Periode  beträgt  am  Genfer  See  73  Minuten 
und  es  war  von  Tomherein  unwahrscheinlich,  dass  innerhalb 
so  kurzer  Zeitintervalle  sich  die  Wasserführung  der  Speise- 
w&sser  um  so  erhebliche  Beträge  ändern  sollte;  Tor  allem  wäre 
die  vollständig  regelmässige  Wiederkehr  des  Anwachsens  und 

1)  Die  vorliegende  UnterBiichiuig  wurde  enndglidit  durch  eine  von 
dem  Prisidium  der  kgl.  bayerischen  Akademie  der  Wiasenschaften  ge> 
währte  Geldnnterstützung  aus  den  Renten  der  Mfin ebener  Bürger- 
Stiftung  für  das  Jahr  1900. 
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Sinkens  des  Seespiegels  nach  je  73  Minuten  Tollständig  unver* 
standUch  geblieben.  F.  A.  Forel,  der  sich  zuerst  eingehender 
mit  dem  Seichesproblem  beschäftigte,  fand  yielmehr,  daas  die 
gesammte  Waasermasse  des  Sees  bei  fast  unveränderter  Ge- 

sammtmenge  regelmässige  Pendelscbwingungen  ausfahrt, 
derart,  dass  diese  Wassermasse  periodisch  bald  gegen  das  west- 
liche, Genfer  Seeeiide  andrängt  und  dort  den  Wasserspiegel 
hebt,  bald  gegen  das  Ostendc,  also  gegen  den  Rhoneeinfluss 
zurückflutet,  und  zwar  imierhaib  73  Minuten  diisselbe  Spiel 
fast  das  n-anze  Jahr  unausgesetzt  wiederholend;  denn  feinere 
Beobachtungsinstrumente  Hessen  bald  erkennen,  dass  das  Seiches- 
phänomen beinahe  niemals  erlischt,  sondern  zu  jeder  Tages- 
und  Jahreszeit  vorhanden  ist,  wenn  so  grosse  SeespiegeU 
Schwankungen,  wie  die  oben  genannten,  auch  nur  ausnahms- 
weise zu  Stande  kommen.  Um  näher  in  die  feineren  Einzel- 
heiten dieser  überraschenden  Erycheinuug  einzudringen,  con- 
struirte  Forel  einen  seibstregistrirenden  Pegel,  sein  „Linn 
meter",  welches  von  Plantamour  und  namentlich  von  Ed. 
Sarasin  verbessert  wurde.  Letzterer  richtete  das  Instrument 
so  ein,  dass  es  verhältnismässig  leicht  transportabel  wurde  und 
der  Reihe  nach  an  verschiedenen  Funkten  des  Seeufers  auf- 
gestellt werden  konnte  (»Limnimetre  enregistieur  transportable'). 
Als  er  seinen  Apparat  in  La  Tour  de  Peilz  bei  Veve^r  in  der 
Nähe  des  Ostendes  des  Sees  schreiben  Hess,  während  gleich- 
zeitig der  Apparat  von  IMantamour  in  Secheron  bei  Genf, 
also  am  Westende,  der  von  Forel  in  Morges  nalie  der  Mitt^ 
des  langgestreckten  kSeebeckens  arbeitete,  wurde  durch  den 
Vergleich  der  mit  genauen  Zeitmarken  versehenen  Kegistrir- 
Curven  unzweifelhaft  festgestellt,  was  Forel  bereits  früher 
wahrscheinlich  gemacht  hatte,  dass  man  in  den  Seiches  eine 
stehende  Pendelschwingung  vor  sich  habe.  Wenn  der  See- 
spiegel bei  Vevey  sich  hob,  senkte  er  sich  in  der  gleichen  Zeit 
bei  Genf  und  umgekehrt.  Dagegen  blieben  die  Amplituden 
der  Seespiegelschwankung  bei  Morges  fast  die  «ranze  Zeit  über 
nahezu  gleich  Xull.  Hier  in  der  ^^ähe  ging  also  eine  sog. 
„Knotenliuie''  quer  über  den  See.    Solche  Schwingungen  mit 
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einem  Enoien  in  der  Mitte,  sog.  SchwingungsbSuclien  an  den 
Enden,  nennt  man  «nninodale*  Schwingungen.  Sie  ent- 
sprechen ToUkommen  den  Schwingungszuständen  bei  den  stehen-;- 
den  Seilwellen  oder  den  Schwingungen  in  der  Mitte  festge- 
klemmter Stäbe,  oder  den  durch  einen  Steg  zur  Bildunü;  eines 
Knotens  j?ezwungenen  Saitenschwingungen  in  der  Akustik. 
An-^er  dieser  uninodalen  Grund-  und  Hauptschwmgung  wurde 
noch  eine  Oberschwingung  von  der  kürzeren  Periode  von 
35  Minuten  entdeckt,  die  sich  der  ersteren  überlagert. 
Diese  yeranlasste  ein  gleichzeitiges  Ansteigen  der  Wassermassen 
an  den  beiden  Enden  des  Sees,  ein  Herabgehen  des  Spiegels 
nahe  der  Mitte  in  der  einen  Phase  der  stehenden  Schwingung, 
dagegen  ein  Sinken  an  den  Enden,  ein  Anschwellen  der  Wasser- 
masse in  der  Mitte  der  LSngserstreckung  des  Sees  in  der  ent- 
gegengesetzten Phase  der  Seliwinfrimg.  Hier  müssen  sich  zu 
beiden  Seiten  der  Mitte  zwei  Zonen  tinden,  in  denen  der  See- 
apiegel  relativ  ruhig  ist.  Es  ist  dies  daher  eine  zweiknotige, 
«binodale''  Schwingung. 

Wie  man  sieht  stehen  die  Schein gungszeiten  beider  Systeme 
nicht  in  einem  einfachen  harmonischen  Verhältnisse  zu  einander. 
Zu  Zeiten,  in  denen  beide  Schwii^ungen  deutlich  ausgeprägt 
sind,  tritt  nun  ein  eigentümliches  Ineinandergreifen  der  von 
ihnen  an  einem  Orte  erzeugten  periodischen  Bewegungen  ein, 
wie  wir  es  bei  der  Durchkrevizung  zweier  Wellens} steine  zu 
studiren  Gelegenheit  haben.  Man  nennt  diese  Erscheinung 
in  der  VVeilenlehre  Interferenz;  bei  deu  Seichesschwin^aingen 
hat  Forel  für  diesen  Fall  des  Ineinandergreifens  von  ürund- 
nnd  Oberschwingung  die  Bezeichnung:  dikrote  Schwing«- 
ungsform  eingefUhrt. 

Durch  die  Arbeiten  der  genannten  Forscher  sind  die 
Schwingungsrerhfiltnisse  am  Genfer  See  im  Laufe  der  Jahre 
▼ollkommen  klar  gestellt  worden.  Doch  muss  es  bezttglich 
der  Erklärung  des  SeichesphUnomens  im  höchsten  Grade  er- 
wünscht ersclieineu,  vorerst  auch  andere  Seen  genau  auf  diese 
Erscheinung  hin  zu  studiren.  Denn  von  der  früher  wühl  ge- 
legentlich geäusserten  Vermutung,  dass  diese  periodischen  See- 
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s])if'<f('lscliwanlvuutj;:('ii  der  Binnenseen  durch  diesL'lben  allge- 
meinen kosmischen  Kräfte  der  Mond-  und  Süniirnan/.it-hiing 
veranlasst  würden,  wie  die  (u'z*  iten  der  oceanischen  W  asser- 
ansanimlungeo,  kam  man  bald  zurück.  Auch  das  Heranziehen 
von  Erdbeben,  sei  es  lokaler,  sei  es  entfernter,  und  in  ihren 
Wirkungen  sich  weit  verbreiteDder  seismischer  Störungen  als 
Ursache  der  Seiches  musste  als  aussichtslos  fallen  gelassen 
werden.  Vielmehr  Wt  man  im  Laufe  der  Zeit  immer  mehr  die 
Ueberzeugung  gewonnen,  dase  es  meteorologische  Faktoren  sind, 
Windverhältnisse,  ungleiche  Luftdruckverteilongf  welche  die 
hier  in  Kede  stehenden  Pendelschwingungen  anregen.  Sind 
dieselben  einmal  geweckt,  so  vollziehen  sie  sich  nach  Gei>et>^eu, 
welche  durch  die  Grösse,  Gestalt  und  das  Tiefenrelief  des  bp- 
treftenden  Öeebeckens  ein  für  alle  Mal  eindeutig  beslimuit  .-sind. 
Die  limnimetrische  Forschung  hat  daher  für  jeden  See  auch 
nach  dieser  Richtung  hin  eine  individuelle  Bedeutung  und  erst 
wenn  viele  in  ihrer  Ausgestaltung,  Lage,  geographischen  Be- 
ziehung zur  Umgebung  mdglichst  verschiedene  Binnenseen 
genau  auf  Seiches  hin  untersucht  sind,  lassen  sich  allgemeinere 
Gesichtspunkte  erwarten.  Darum  unternahm  es  schon  Ed. 
Sarasin  selbst  mit  seinem  transportablen  Limnimeter  die  See- 
spiegelstellungen auch  anderer  Schweizer  Seen  genau  zu  regi- 
strieren. Züricher  und  Nj  ucliateler  See  lieferten  wenig  klare 
Schwill nim^^sljjlder;  unre<_:(  l massige  Gestaltnn«^^  des  Unterj^rundes 
Hess  hier  otieubar  regelmässige  Pendelschwingungen  der  Wasser- 
masse von  grÖ.sserer  Dauer  nicht  zu  Stande  kommen.  Da- 
gegen zeigten  sich  in  dem  östlichen  Teile  des  VierwaldstlUter 
Sees  ausserordentlich  regelmässig  verlaufende  Seiches,  die  in 
dem  bei  Fluelen  stationirfcen  Instrumente  klare  und  regel« 
massige  Aufzeichnungen  ergaben.  Auch  der  Bodensee  zeigt 
das  Phänomen.  Ausserhalb  des  Schweizergebietes  sind  Seiches» 
forschungen  in  Oesterreich,  England  und  Amerika  im  Gange.') 


nczilj;li(  h  der  Litterator  verweise  icli  auf  das  ninfasHende  Hand- 
l»uth  der  Geoi>hy>(ik  von  S  Gürfhor.  2,  Aufl..  II.  Bd..  1699.  Sechste 
Abteilungt  Kapitel  IV,  §  7,  p.  4j>6  &.   Die  Entwickeiung  der  Seichet' 
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Auffallend  zurück  stand  in  dieser  Beziehung  seither  noch 
Deutschland;  ausser  am  Bodensee  hat  meines  Wissens  noch  an 
keinem  der  deutschen  Binnenseen  die  eigentliche  Seichesfor- 
schung eingesetzt.  Wenn  auch  der  Wasserstand  der  Seen,  — 
wie  hier  in  Bayern  durch  das  hydrotechnische  Bureau  als  einer 
Abteiluug  der  Obersten  BaubeliördL'  im  kgl.  Staid.-,iiiiuiijtL'iiLmi 
des  Innern,  —  oiner  unauügebetzteri  Controle  unterworfen,  und 
von  dieser  Behörde  in  dankenswertester  Weise  schätzbarstes 
Material  an  regelmässigen  Pegelablesungen,  an  einigen  Orten 
sogar  mit  Hilfe  selbstregistrierender  Pegelapparate,  geliefert 
wird,  so  haben  diese  Bestimmungen  doch  ihrer  ganzen  Natur 
nach  einen  anderen  Zweck  Tor  Augen;  es  soU  in  erster  Linie 
der  absolute  Seespiegelstand  unter  Anschluss  an  genau  mit  dem 
Netze  der  Landesvermessung  in  Beziehung  gesetzte  Fixpunkte 
in  der  Umgebung'-  filr  jeden  Tag  festgesetzt  und  die  \\'ass(T- 
führung  im  Allgemeinen  unter  (Jontrole  gehalten  werden.  Die 
Seichesmessungen  dagegen  haben  zunächst  nur  Kelativbestim«» 
mungen  des  Spiegelstandes  zum  Ziele,  sollen  dagegen  vor 
allem  den  schnellen,  sich  innerhalb  weniger  Minuten 
▼ollziehenden  kleinen  Seespiegelschwankungen  mög- 
lichst bis  in  alle  Einzelheiten  hinein  folgen.  Ange- 
siclits  des  herrlichen  ßeenmaterial«  s,  welches  die  Natur  gerade 
unserem  Bayernlande  zur  Verfügung  gestellt  hat,  musste  es 
daher  im  höchsten  Grade  erwünscht  erscheinen,  diese  Messungen 
auch  hier  in  Angriff  zu  nehmen  und  zwar  womöglich  mit 
Hil&mitteln,  welche  den  bei  den  Schweizer  Seen  angewendeten 
in  jeder  Hinsicht  entsprechend  sind,  damit  die  erhaltenen  Re- 
sultate möglichst  direkt  mit  denen  der  Schweizer  Seenfor- 
schuiig  vergleichbar  werden.  Ks  ist  daher  als  überaus  dankens- 
wert zu  be<^räs.sen,  dass  diu»  Hohe  Präsidiinn  der  kgl.  bajeri- 
schen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  München  bereitwilligst 

forschuug  findet  man  in  Foifls  Mniio*:ia|>hie  ,Le  lac  Lt'man*.  Bd.  II, 
p.  39—213,  Lausaiiiu'  1H'.)5.  Ueber  die  auf  örliweizeriachem  (jebiet«?  <^e- 
ninclitfn  Fortschritte  ^ncltt  fler  dem  intematioiuilen  Congress  für  Pan8 
180U  von  lien  Herren  F.  A.  Forel  und  Ed.  Öarasin  erstattete  Beriebt 
eine  treßliche  üebersieht. 

190&  Sitznngxb.  d.  maib.-phys.  Ol.  29 
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die  Mittel  zur  Anschaffung  zweier  Limnimetre  enregistreur 

transportal)le,  System  Sarasin,  zur  Verfügung  stellte,  und  ich 
niöclito  niclit  verfclilen  auch  (iireiitlich  meinen  ergebensten  Dank 
für  diese  Förderung  auszusprechen. 

Die  Apparate  wurden  bei  der  Sociefce  g^nevoise  pour  la 
construction  d'instmments  de  physique  bestellt.  Herr  Ed. 
Sarasin  hatte  sich  in  liebenswürdigster  Weise  bereit  erklärt 
die  Anfertigung  und  Justierung  der  Instrumente  selbst  su 
Uberwachen  und  alle  seine  bei  seiner  langjährigen  Thätigkeit 
auf  dieseiii  Gebiete  gesammelten  reichen  Erfahrungen  den  neuen 
beiden  Apparaten  zu  Gute  kumnieii  zu  lassen.  Auch  iliui 
möchte  ich  für  seine  rastlosen  Bemühungen  und  zahlreichen 
Ratschläge  uad  Winke  bei  dieser  Untersuchung  meinen  herz- 
lichsten Dank  aussprechen. 

Hervorzuheben  ist  noch  der  Umstand,  dass  zu  gleicher 
Zeit  ein  gleicher  Apparat  auch  von  der  italienischen  Regierung 
bestellt  wurde  und  von  Italien  aus  mit  diesem  die  Erforschung 
der  südalpinen  Seen  in  Augritl'  genommen  werden  wird;  es  ist 
klar,  dass  gleichz^Mtio;»'  Tlntersueliunj^m  der  sÜd-  und  nord- 
alpinen  Seen  mit  Instrumenten,  die  an  Empfindlichkeit,  ton- 
struction,  Handhabung  u.  s.  w.  einander  vollkommen  gleichen 
und  direkt  yergleichbare  Angaben  liefern,  interessante  Auf* 
Schlüsse  über  den  etwaigen  Einfluss  weitgreifender  meteoro- 
logischer Faktoren,  wie  z.  B.  Fdhnbewegungen  u.  dergL,  auf 
die  Seicheserre<ru Ilgen  in  Aussicht  stellen.  Ein  Zusammen* 
gehen  mit  dem  italienischen  Forscher  auf  diesem  Gebiete  ist 
in  Aussieht  genommen. 

Einer  der  Apparate  traf  im  Juli  dieses  Jahres  hier  ein 
\md  wurde  zunächst  einer  weitgehenden  Prüfung  unterworfen, 
die  ihn  nach  einigen  kleinen  Abänderungen  als  ausserordent- 
lich zuverlässiges  Instrument  erwies. 

Eine  ausführliche  Beschreibung  des  Instrumentes  unterlastt 
ich  an  dieser  Stelle  und  verweise  auf  die  kurzen  Angaben,  die 
Herr  iSarasiu  über  sein  älteres  Modell  macht. ^)    Ich  möchte 


£d.  Sarasin ,  Arcb.  des  acienc.  phya.  et  nai.  (8).  2.  Nr.  Id.  Dec  187^. 
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bezüglich  unseres  Apparates  nur  nocli  folgendes  bemerken: 

Der  aus  Zinkblech  gefertigte,  als  Schwimmer  dienende  Hohl- 
körper hat  26  cm  Durchmesser  und  14  cm  Höhe,  also  7,4  Liter 
Deplacement  hei  völligem  Eintauchen,  einem  Auftriebe  von 
7,4  k«^  entsprechend.  Beim  ll«'hen  uml  Senken  des  Wasser- 
Spiegels  wird  er  also  mit  grosser  Sicherheit  mitgcnomnien. 
Der  Scbwinimer  ist  unten  an  einer  Stahlstange  befestigt,  welche 
oben  durch  eine  Führung  hindurchgeht.  Seitlich  an  derselben 
ist  ein  nach  oben  gehendes  Kupferband  befestigt,  welches  ttber 
eine  mit  Rand  versehene  Messingscheibe  geht  und  am  anderen 
Ende  durch  ein  Bleigewicht  gespannt  ist.  Beim  Auf-  und 
Abgehen  des  Schwimmers  wird  dadurch  die  Messingscheibe 
mitgenommen  und  die  Vertikalbewegung  des  Seespu  gels  in 
eine  Drehbewcjrung  umgesetzt.  Diese  wird  durch  eine  mit  zwei 
Universalgclenkeu  versehene  Stange  in  das  Innere  des  eigent- 
lichen Re<,n.sUR'rapparntfs  übertragen.  Die  Stansife  dreht  eine 
mit  Zähnen  versehene  Scheibe,  in  welclie  eine  darüber  liegende 
und  durch  eine  zweite  Messingscheibe  horizontal  getragene 
Zahnstange  eingreift,  die  den  in  einer  Hülse  vertikal  beweg- 
lichen Schreibstift  führt.  Wenn  der  Seespiegel  auf  und  nieder- 
schwankt, wird  der  Stift  um  gleiche  Betrage  horizontal  hin 
und  her  geführt  Dabei  gleitet  er  quer  Ober  einen  Papier- 
atveifcn  ohne  Ende  von  25  cm  Breite,  der  yon  einem  Walzen- 
paare, das  von  einem  sehr  kraftigen  Genfer  Pederuhrwerke 
betrielien  wird,  seiner  Länge  nach  unter  dem  Stifte  durchge- 
zogen wird.  Der  Stift  schreibt  in  dieser  Weise  Curven  auf, 
deren  Ordinaten  die  i>ee.s])i«_'f4t'isclnvaiikun»(<'n  .sell)st  sind,  rih-ich- 
zeitig  zeichnet  ein  zweiter  an  einem  ruhenden  Arm  in  einer 
vertikalen  Hülse  leicht  auf  und  ab  beweglicher  Schreibstift 
eine  der  LUngskante  des  Papierstreifens  parallel  verlaufende 
gerade  Linie,  welche  zur  Markierung  des  mittleren  P^elstandes 
dient.  Durch  das  Uhrwerk  wird  der  Arm  nach  jeder  Stunde 
ein  wenig  abgelenkt;  auf  der  Geraden  entsteht  dadurch  eine 
Zeitmarke.  Diese  Zeitmarkierungen  gestatten  den  zu  jedem 
Spiegelstand  gehörigen  Moment  zu  bestimmen;  jedesmal  beim 
Aufziehen  des  \\  erkes,  was  nur  alle  zwei  Tage  zu  geschehen 
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braucht,  wird  ausserdem  zur  Controle  die  Zeit  an  die  gerade 
unter  den  Schreibstiften  befindlichen  Stellen  des  Papierstreifens 
geächrit'ben. 

Da  die  Streifenbreite  mir  25  cm  ])etriigt,  der  Seespiegel 
im  Laufe  der  Jahreszeiten  ini  allgemeinen  aber  um  grösser© 
Beträge  sinkt  oder  steigt,  so  muss  von  Zeit  zu  Zeit  das  In- 
strument wieder  neu  eingestellt  werden.  Dies  geschieht  da- 
durch, dass  man  die  Verbindung  der  den  Schwimmer  unten 
tragenden  Stahlstange  mit  der  Führung  derselben  löst  und  die 
Stange  weiter  durch  die  FOhrung,  an  der  das  Kupferband  be- 
festigt ist,  nach  unten  durchschiebt  oder  nach  oben  emporzieht 
und  dann  Stange  und  Führung  wieder  mit  einander  in  einer 
solchen  gegenseitigen  Stellung  Yersclir;iubt,  dass  der  Schreib- 
stift etwa  in  der  Mitte  des  Papierstreifens  spielt.  — 

Älai  erstes  Objpkt  für  die  bayerischen  Seiches-Untersuch- 
mij^en  wurde  der  Starnberger  See  in's  Auge  gefasst.  Er 
empfiehlt  sich  in  erster  Linie  durch  seine  einfache  Gestalt, 
Als  langgestreckte  schmale  Kinne  Ton  19,6  km  Länge  und 
4,7  km  maximaler  Breite,  erstreckt  er  sich  mit  seiner  Längs- 
achse ziemlich  genau  Yon  Sfiden  nach  Norden  mit  einer 
schwachen  Ertimmung,  deren  conca^e  Seite  nach  Osten  gekehrt 
ist.  Seine  Tiefenverhältnisse  sind  von  Dr.  Alois  Qeistb eck') 
genauer  festgestellt  worden.  Bei  mittlerem  Stande  Hegt  der 
Set'spiegel  586  m  über  dem  Meere;  er  bedeckt  ein  Arefil  von 
55,9  Quadratkilometer.  Seine  Maximaltiefc  wurde  von  Geist- 
beck zu  114  m  bestimmt,  die  mittlere  J H  tt  des  Gesatidbeckens 
zu  52  m  berechnet.  Der  See  fasst  2ül2UU0U00  Oubikmeter 
Wasser  und  sein  Tiefenrelief  hat  einen  mittleren  Böschungs- 
winkel von  3,5  Grad,  nach  der  von  Herrn  Professor  F inster- 
walder  eingeführten  präcisen  Bestinmiung  dieses  ffir  die 
Oroplastik  so  wichtigen  Begriffes.*)  Wenn  die  Geistbeck^schen 

*)  Alois  Geistbeck,  Die  Seen  der  Deut.-^cin-n  Alpen.  Herausge- 
geben von  dem  Verein  für  Erdkunde  zu  Leipzig.  1865. 

S.  Finster  walder,  Ueber  den  mittleren  Btochnngswinkel  und 
da»  wahre  Areal  einer  topographischen  Fläche.  (Sitsongsber.  Hlinchener 
Akademie.  Math.<pbj8.  Cl.  20.  1.  p.  85,  1890).  Die  Zahlen  stammen  aus 
Penck,  Morphologie  der  Erdoberflache,  Bd.  2.  p.  828.  Stuttgart  1894. 
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Messungsergebnisse  nach  den  oeueeien  Forschungen  des  ver- 
dienten Limnologen  Prof.  W.  Ule  in  Halle  auch  im  Einzelnen 
Tielfach  der  Verbesserung  bedürfen,  so  stellen  sie  doch  das 
allgemeine  Tieienrelief  des  Sees  für  unsere  Zwecke  genau  genug 
dar,  so  dass  wir  uns  an  seine  Zahlen  halten  köniK  n,  bis  die 
Ule'schen  genaueren  Werte  in  extenso  publicicrt  bein  werden. 
Danach  besteht  tler  Starnberger  See  aus  einer  schmaleren  und 
tieferen  Nordrinne,  in  deren  Mitte  Tiefen  bis  zu  114  m  gelotet 
werden  und  eiaem  breitereu  und  flacheren  Südbeckeu.  Dort, 
wo  auch  schon  an  der  äusseren  Umrandung  des  Seespiegels 
selbst  am  Westufer  eine  Art  Abr:rrrnzimg  bemerkbar  wird,  in 
der  Verlängerung  des  zwischen  Unter-Zaismering  und  Betnried 
am  sog.  Karpfenwinkel  herroriretenden  Üferroisprungs,  läuft 
eine  sanft  ansteigende  Bodenscbnelle  quer  unter  dem  See  nach 
dem  östlichen  XJfer  hinüber.  Dieselbe  trennt  das  Seebecken 
in  7wei  Teile,  deren  Längen  sich  ungeföhr  wie  1  zu  2  ver- 
halten, so  dass  das  längere  nördliclic  Becken  etwa  ^/a  von 
der  Gesamtlänge  des  ganzen  Sct-s  nniGujst. 

Die  Längsaclir^e  des  Sees  iugt  nngcnrihi  rt  parallel  der 
Streichrichtung  der  die  niinlliche  Kalk.il penkette  an  dieser 
Stelle  durchbrechenden  Querthüler,  der  Senke  des  Kesselberg- 
joches zwischen  W'alchen-  und  Kochelsee  einerseite,  des  von 
Partenkirchen-Garmisch  über  Mumai^  herabkommenden  Loisach- 
thales  andererseits.  Es  konnte  von  vornherein  keinem  Zweifel 
unterliegen,  dass,  wenn  der  Starnberger  See  Oberhaupt  das 
Seichesphäaomen  zeigt,  derselbe  längs  seiner  nord-sttdlichen 
Hauptachse  tn  Pendelschwingungen  von  einigermassen  nach- 
weisbarer Ainplitade  erregt  werden  würde. 

Forel  weist  auf  eine  Forniel  hin,  die  schon  1828  von 
R.  Merian')  für  die  Feriodendauer  der  stehenden  Pendel- 
schwingungen abgeleitet  wurtle,  welche  Wasserniassen  in  flurlicn 
Gefässen  von  bestimmten  einfachen  Profilen  vollführen,  wenn 
sie  längs  eines  Schnittes  durch  diese  Gefasse  in  Bewegung  ge- 


R.  Merian.  Ueber  die  Bewegung  tropfbarer  Flüssigkeiten  in 
Gefftssen.  Basel  1828. 
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setzt  werden.  Bedeutet  1  die  Länge  der  Spiegellinie  des  Pro- 
files, h  seine  mittlere  Tiefe,  so  ist  die  Dauer  einer  einfachen 
Schwingung 

«  =  JL 

WO  (j  die  Beschleunigung  durch  die  Erdschwere  (9,81  ni/sec*) 
bedeutet.  £ine  ganze  aus  Ein-  und  Hergang  bestehende 
Schwingung,  wie  wir  sie  hier  in  Deutschland  im  Gegensatz 
zur  fTanz(ifli8cben  Zählung  bei  oscillatorischen  Vorgängen  zu 
zählen  pflegen,  wird  also  in  der  Zeit 

Vgh 

ausgeführt. 

Geistbeck  hat  auf  Tafel  YII  des  zu  seinem  Werke  ge- 
hörigen Atlas  daa  Längenprofil  des  Starnberger  Sees  im  Mass- 
stab 1 : 50000  für  die  Horizontalerstreckungen,  1:10000  fOr 
die  Tiefen  construiert.  Hieraus  liess  sich  die  zu  erwartende 
Periode  ftir  die  Längsschwingung  des  Sees,  die  zugleich  seine 
Haupt-  und  Grundschwingung  sein  musste,  auf  Grund  der 
Mel  i  an  sehen  Formel  berechnen,  wenn  man  die  mittlere  Profil- 
tit't'»'  A  nacli  dem  Geistbec k 's(  heu  Diagramm  ermittelte.  Dazu 
wurde  in  folgender  Weise  verfahren; 

Das  Profil  wurde  :mf  oinen  starken  Carton  abgezeichnet, 
aber  mit  Verzehnfachung  aller  Tiefen  werte,  und  das  so  ver- 
grOsserte  Längsprofil  des  Sees  ausgeschnitten.  Aus  demselben 
Carton  wurde  ein  Rechteck  Yon  200  cm*  Fläche  geschnitten 
und  darauf  beide  FlächenstUcke  gewogen.  Als  Gewichte  er- 
gaben sieh  7,395  bezw.  4,925  gr,  so  dass  die  Profilfläche 
300,2  cm*  umfasste,  was  mit  Rücksicht  auf  den  Mjussstab  der 
Zticlinujig  einen  Mittelwert  für  die  Profiltiefe  von  75,7  ui 
ergiebt. 

ie  man  bemerkt  ist  dieser  Wert  nicht  unerheblich 
grösser,  als  die  mittlere  Seetiefe.  Dies  ist  nicht  zu  verwun- 
dern; denn  unser  Wert  giebt  an,  wie  breit  ein  Fliichenstreifen 
sein  muss,  welcher  bei  einer  Länge  gleich  der  Seelänge  von 
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19,6  km  dieselbe  Fläche  wie  das  LSngenprofil  des  Sees  hat;  der 
oben  angegebene  Mittelwert  Ton  52  m  dagegen  stellt  die  Tiefe 
dar,  welche  ein  üV)erall  gleich  tiefes  Becken  von  der  Grösse 
des  Sees  haben  niübste,  das  dieselbe  VVas^senuassie  wie  dieser 
selbst  fasst;  namentlich  die  breiten  und  flachen  Partieen  des 
Südendes  verkleinern  diesen  Tiefen  wert  gegenüber  dem  von  uns 
bestimmten  mittleren  Tiefenwert  der  Längsrinne. 

In  unsere  Formel  haben  wir  die  Tiefe  des  Schnittes  ein- 
zuführen, längs  dessen  die  zu  nntersuchende  Schwingung  «tutt- 
iiiidet.  Aus  dem  gefundenen  Wert  für  h  ergiebt  sich  T  zu 
rund  24  Minuten. 

Wie  wir  später  sehen  werden,  stimmt  der  so  berechnete 
Wert  so  genau  mit  dem  wirklich  fOr  diese  Schwingung  gefun- 
denen Wert  (25  Minuten)  überein,  als  man  nur  erwarten  kann. 
Denn  einmal  ist  es  ja  von  vorn  herein  gar  nicht  sii  hor,  ob  der 
von  Geistbeck  gezeichnete  Schnitt  wirklich  genau  mit  der 
Fläche  zusammenfäUt,  längs  deren  sich  die  Wasserteilchen  bei 
der  longituilinalen  Grundschwingung  bewegen;  ferner  aber 
hängt,  wie  nicht  anders  zu  erwarten,  die  Periodendauer  von 
der  GesamtwasserfUhrung  des  Sees  ab,  so  dass  bei  anderer 
Pegelstellung  etwas  andere  Schwingungsdauem  resultieren. 
Genaue  Uchereinstinunung  kann  cndlicli  bei  der  Angenahert- 
heit  des  ganzen  Verfahrens  überhaupt  nicht  erwartet  werden. 

Daher  liefern  die  erhaltenen  Zahlen  immerhin  eine  schöne 
Bestätigung  der  Fore loschen  Theorie  des  Seichesphänomens, 
welche  sich  auf  die  Meria  nasche  Formel  stützt. 

Bei  der  Auswahl  des  Punlvtes,  nn  welchem  das  Limnimeter 
zunächst  aufgestellt  werden  sollte,  war  der  Gesichtspunkt  leitend, 
dass  es  sich  ja  vor  der  Hand  in  erster  Linie  darum  handelte, 
den  Nachweis  zu  fuhren,  ob  ein  so  kleines  Seebecken,  wie  das 
in  Bede  stehende,  überhaupt  im  Stande  sei,  Seiches  Ton 
merklichem  Betrage  zu  zeigen.  Aus  diesem  Grunde  musste 
dem  Nordende  für  die  Aufstellung  der  Vorzug  gegeben  werden. 
Denn  wenn  die  Wasserniassen  im  See  von  Norden  nach  Süden 
uud  umgekehrt  hin-  und  herrsch wauken,  m  mutöte  sich  die 
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Flut  in  dem  engeren,  tiefem  Starnberger  Nordende  höher  za- 
sammen  stauen,  als  in  dem  breiteren  und  flacheren  Seeshaupter 
Sfldende.  In  Starnberg  selbst  oder  in  der  unmittelbaren  Kach- 
baroehaft  den  Apparat  zu  montieren«  empfahl  sich  nicht,  weil 

er  hier  erheblichen  Störungen  durch  Badende,  Rudernde  und 
vor  allem  durch  den  starken  Dampfschiflfverkehr  ausgesetzt 
gevvej>en  wäre.  Ihn  nm  XordciKle  stlbst,  am  Ausflugs  der 
Würm  oder  bei  Perclia  aufzusteUen,  schien  gU'irhfulI>.  nicht 
günstig,  da  der  See  hier  in  eine  sehr  seichte,  von  tJchiÜ  dicht 
bewachsene  Untiefe  ausläuft  und  es  nicht  unwahrscheinlich  ist, 
dass  die  periodischen  Bewegungen  des  Tiofenwassers  sehr  stark 
gedämpft  werden,  wenn  sie  auf  solches  Flachterrain  auslaufen. 
Am  geeignetsten  erschien  ein  Platz  am  Nordostufer  unterhalb 
des  Dorfes  Kempfenhausen,  dort,  wo  das  steilere  Hdhenufer 
wieder  dicht  an  den  See  herantritt  und  schon  in  geringer 
Entfernung  vom  Ufer  beträchtliche  Tiefen  sich  finden. 

Auch  legen  hier  die  Dampfer  nicht  an,  sondern  sie  fahren 
weit  vom  Ufer  entfernt  direkt  von  Starnberg  nach  Berg  hin- 
ül)t  r,  so  dass  die  durch  sie  verursachten  VVasserbewegungen, 
wie  direkte  Vorversuche  zeigten,  nur  wenig  merklich  sind. 

Hier  steht  ein  neugebautes,  sehr  solid  fundiertes  Badehaus, 
dessen  Eigentümer,  Herr  Lehrer  Hartl maier  in  Wangen  bei 
Starnberg  in  freundlichster  Weise  gestattete,  dass  das  Limni- 
meter  an  der  Aussen-Oallerie  seines  Badehauses  montiert  werde. 
Ein  56  m  langer  Steg  fuhrt  Tom  Ufer  zu  dieser  Gallerie  hinaus; 
am  Orte,  wo  der  Apparat  befestigt  wurde,  fand  sich  im  Juli 
über  2  m  VVa.ssertiefe.  Noch  war  es  nötig  den  Schwimmer  vor 
den  ge\M.li]iliVhen  Wellen  der  Wasseroberfläche  so  zu  schützen, 
dass  er  gh  icliwohl  den  B<'W(Mruii^r,.ii  der  gesaramten  Wasser- 
massen  leicht  und  schnell  folgen  konnte.  Wir  haben  zu  dem 
Zwecke  eine  oben  offene  gros>.  llolzkiste  zur  unteren  Hälfte 
im  Wasser  so  unterhalb  des  iT>  mers  befestigt,  dass  selbst 
hohe  Wellen  nicht  Ton  oben  her  in  das  Innere,  das  immer 
einen  ruhigen  Spiegel  zeigte,  hineinschlagen  konnten;  in  den 
Boden  der  Kiste  war  eine  Anzahl  2  cm  weiter  Löcher  gebohrt, 
durch  die  das  Innere  mit  dem  See  communicierte.  Dadurch 
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war  der  in  das  Wasser  tauchende  Apparat  zngleicli  gegen  das 
Anfohren  von  Booten  genügend  geschützt. 

Herr  Ingt  uieur  und  Bezirkstechniker  für  das  kgl.  Bezirks- 
amt München  II,  Franz  H.  Haertinji^er,  hatte  die  Güte,  den 

von  mir  gt-wahlten  Aiitstellungspunkl  l nizuaivellieren  und  an 
die  Hölieiicotcn  der  Laiidesveriueshiuug  aiizuschliessen.  Gkich- 
zeitig  wurde  an  dem  Badehaus  selbst  ein  Punkt  genau  markiert, 
der  gegen  einen,  durch  einen  grossen,  am  Ufer  eingegrabenen 
Stein  versicherten  Höhen punkt  einnivelliert  wurde.  Hierdurch 
war  es  tndglich,  jederzeit  zu  kontrollieren,  ob  nicht  etwa 
eine  Senkung  dee  Aufstellungsterrains  stattgefunden  hatte  und 
zweitens  war  ein  direktes  Beziehen  der  Limnimeterangaben  zu 
den  Würmseepegelablesungen  dadurch  ermöglicht,  dass  der 
genannte  Punkt  gegen  den  Nullpunkt  dieses  l'egels  ein- 
nivelliert  wurde. 

Der  Ap{i;irat  bedurfte  namentlich  im  Anfange  einer  regel- 
mässigen Ueberwachung  und  da  das  Uhrwerk  alle  zwei  Tage 
aufgezogen  werden  musste,  so  war  ausser  der  natürlich  öfter 
wiederholten,  von  München  aus  untemoiumenen  Kontrole,  die 
Inanspruchnahme  anderweitiger  freundlicher  Unterstützung  not- 
wendig. Der  genannten  Mühewaltung  haben  sich  Herr  und 
Frau  Kaufmann  Hartlmaier  ans  München,  sowie  Herr  stud. 
Söitz  aus  München  unterzoc^m ;  ich  möchte  allen  Genannten 
für  ihre  Mühe  auch  öfleutlitdi  hierdurch  meinen  besten  Dank 
aussprechen,  sowie  vor  alh/m  Herrn  T/ehrer  Hartlmaier 
auch  dafür,  dass  er  den  Apparat  noch  über  die  ursprünr^lich 
in  Aussicht  genommene  Zeit  auf  seinem  Besitze  beherbergt 
und  uns  die  Fortsetzung  der  Messungen  an  dem  genannten 
Orte,  der  sich  als  überaus  günstig  erwiesen  hat,  in  zuvor- 
kommendster Weise  gestattet  hat.  Endlich  gebührt  auch  dem 
kgl.  Bezirksamte  München  II,  sowie  den  Behörden,  Bürger- 
meistereien wie  Gendarmerien  Dank,  welche  das  Instrument 
unter  ihren  Schutz  nahmen. 

Der  Apparat  ist  seit  d« m  7.  -luli  am  genannten  Orte  in 
Thütigkeit,  allerdings  nicht  ununterbrochen,  da  eine  grössere 
Heparatur  und  einige  kleine  Abänderungen  eine  Pause  zwischen 
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19.  Juli  und  1.  August  nötig  machten.  Vom  7.  — 19.  Juli 
arbeitete  er  mit  langsamem  Streifengang  (P  ^  2  cm),  da  Tor- 
erst  festgestellt  werden  sollte,  ob  das  Seiebesphänomen  über- 
haupt vorbanden  ist. 

Schon  als  der  Apparat  zu  schreiben  bejjann,  zeichnete 
der  Selireibbtitt  unzweifelhafte  Seicheskurven,  niiie  Siiius- 
scliw  ino;ungen  von  ca.  25  Minuten  Periodendaiu  r  und  mehreren 
Centimeturn  Amplitude  auf,  d.  h.  am  Nordende  des  Starnberger 
Sees  hebt  sich  die  gesammte  Wassermasse  während  12^»  Mi- 
nuten um  einige  Centimeter  über  die  mittlere  Höhe,  um  in 
den  darauffolgenden  12  ^/a  Minuten  um  ebenso  viel  wieder  zu 
sinken.  Diese  periodische  Bewegung  stellt  sich  ebenso  gut  in 
der  Nacht  wie  am  Tage  und  zu  jeder  Stunde  ein,  sie  kann 
daher  nicht  etwa  von  den  Dampferbewegungen,  wechselndem 
Zu-  oder  Abfluss  oder  sonstigen  Störungen  herrühren.  Selbst- 
verstiindlich  verl)in<lf^t  sich  diese  pendelnde  Bewegung,  die 
einer  Atombeweguii^^  des  Sees  gleicht,  mit  dem  Steirren  de« 
Wassers  bei  Regengüssen,  ebenso  wie  mit  dem  Sinken  bei 
anhaltender  Tror1<t  nli»  it,  dem  sie  sich  überlagert. 

Nachdem  der  Beweis  erbracht  war,  dass  auch  im 
Starnberger  See  das  Seichesphänomen  heimisch  ist 
und  sich  mit  dem  verwendeten  Hilfsmittel  trefflich 
studieren  lässt,  wurde  vom  1.  August  an  zu  rascher  Streifen- 
bewegung übergegangen  (1^  =  6  cm,  1  mm  =  1  Minute),  wo- 
durch die  Zacken,  welche  der  Apparat  schrieb,  länger  aus- 
gezogen wurden,  dass  /.a  hl  reiche  interessante  Einzelheiten 
im  zeitliehrn  ViTlaufc  drT  Erscheinung  zu  Tat]re  traten. 

Im  Folgenden  soll  nur  das  Jieobachtungsniaterial  diskutiert 
werden,  welches  in  den  ersten  beiden  Monaten  (7.  Juli  bis 
10.  September)  am  Apparate  erhalten  wurde.  So  kurz  diese 
Zeitspanne  auch  ist,  so  lassen  sich  doch  schon  die  wesent- 
lichsten Züge  des  Phänomens,  wie  es  unserem  See  eigentümlich 
ist,  unzweifelhaft  erkennen.  Späteren  Arbeiten  soll  die  Diskussion 
längerer  Beobachtungsreihen  überlassen  bleiben,  welche  wichtige 
Ergänzungen  und  neue  Einzelheiten  in  Aussicht  .stellen.  — 

Beim  Üurch.scheu  der  erhaltenen  liegibtrierkurven  ergiebt 
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sich  als  erstes  Resultat,  dass  der  Zustand  regelmässiger 
pendelnder  Bewegung  für  die  C^esamtwassArmasse  des  Starn- 
berger Sees  die  Regel  bildet;  der  Zustand  vollkommener 
Ruhe  hat  in  der  genannten  Zeit  nur  w&hrend  weniger 
Stunden  angehalten,  und  auch  hier  kann  man  fragen,  ob 
das  Fehlen  jeglicher  Bewegung  in  der  erhaltenen  Kurve  wirklich 
einem  iihsoluten  Fehlen  der  Seichesbewegung  zuzusclneiben  ist, 
oder  nicht  vielmehr  einer  gewissen  vorübergehenden  Trägheit 
de»  Schwimmers,  die  ihn  verhinrlerte,  den  feinsten  Bewegungen 
der  Wjissermasse  nachzugehen.  Die  überaus  zahlreichen  "periodi- 
schen Bewegungen,  die  bald  nur  eben  angedeutet  sind,  bald  See- 
spiegelschwankungen bis  zu  8  cm  NiTeäudifferenz  anzeigen, 
lassen  nun  unzweifelhaft  erkennen: 

I)  eine  Haupt-  oder  Grundschwingung  der  Wasser- 
massen.   Die  Periode  derselben  stimmt  fjrenaii  ^^»  nug  mit  der 
üben  nach  der  Mcrian-Forerscheii  Formel  S.  I  I.')  zu  24  Minuten 
berechneten  überein,  *la,ss  es  keinem  Zweiiel  unterliet^eii  kaim, 
dass  wir  hier  die  lon^^^n tudinale  Hauptschwingung  vor 
uns  haben,   an  der  die  Gewässer  des  Sees  als  Ganzes  Teil 
nehmen,  und  welche  dem  Längsschnitt  des  Beckens  entlang 
▼on  Korden  nach  Süden  hin  und  umgekehrt  erfolgt.   Da  es 
die  uninodale  Schwingung  in  dem  Seite  437  angegebenen 
Sinne  ist,  so  wird  der  Seespiegel  durch  dieselbe  am  Starn- 
berger Ende  gehoben  in  demselben  Augenblicke,  wo  er  sich 
am  Seeshaupter  Kiide  senkt;    nach  ludber  Schwingungsdauer 
hudt't   das  Umgekehrte   statt:   die  Wassermassen   fluten  vom 
Nordende  zurück  und  stauen  sich  nach  Süden  immer  höher 
und  li(>her  an.    Dazwischen  liegt,  etwa  in  der  Mitte  des  Sees, 
Tielleicht  zwischen  Tutzing  und  Ammerland  eine  Zone,  wo  sieh 
der  Seespiegel  unter  dem  Einflüsse  dieser  Schwingung  weder 
hebt  noch  senkt,  die  «Enotenlinie*  der  Schwingung*  Daraus 
dürfen  wir  freilich  nicht  schliessen,  dass  sich  hier  die  Wasser- 
massen  selbst  etwa  in  Ruhe  befinden;  im  Gegenteil:  der  Trans- 
port so  gewaltiger  Wussermiissen,  wie  sie  einem  Steigen  des 
Sees  an  einem  Ende  um  mehrere  Zentimeter  ents))reciicii  und 
die  UiDlugeruug  dieser  Massen  iu  der  Zeit  von  wenigen  Miouten, 
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muRs  sehr  starke  Strömungen,  und  da  nach  der  Theorie  die 
gesamte  Wassermasse  bis  zum  Boden  hin  in  diese  Pendelimg 
hineingezogen  wird,  vor  allem  starke  Unterströmun^en  in 
dem  im  Vergleich  zu  seiner  L&nge  schmalen  Seebecken  berrcnr- 
rufen.  Hdchsi  wahrscheinlich  hängt  hiermit  die  seit  langem 
bekannte  ünd  gefürchtete  Erscheinung  des  sog.  ,,Rinne&s* 
unseres  Sees  zusammen^  das  heftige  Strömen  der  Wassermassen 
und  das  Auftreten  grosser  Verschiedenheiten  in  der  Strömungs- 
geschwindigkeit der  übereinander  liegenden  Sc  liichten  selbst  Wi 
ganz  ruhigem  Wetter,  lIh.^  so  lieftifr  werden  kann,  dai^  den 
Fischern  die  Netze  fortgerissen  werden.  Aus  Zu-  und  Abfluss 
am  Seebeckeii  lässt  sieh  diese  Erscheinung  keineswegs  erklären, 
sie  dürfte  durch  das  Studium  der  Seiches  so  vollkommen  auf- 
geklärt werden  können,  dass  man  die  Periode  dieser  Miniatur- 
gezeiten  des  Sees  für  die  einzelnen  Monate  wird  yorans  be- 
rechnen können. 

Um  die  Periodendauer  der  Hauptschwingung  iiir)trlicli-t 
genau  zu  bestmimen,  wurde  aus  den  häufig  auf  den  ^?treilVu 
notierten  Zeitmarken  (S.  442)  zunächst  der  wahre  Ötreifen- 
gang  ermittelt.  £r  ergab  sich  bei  der  kleinen  Ueber- 
setzung  zu 

1  Millimeter  =  3,042  Zeitminuten, 
bei  der  grossen  und  dem  rascheren  Streifengange  zu 
1  Millimeter  =  1,019  Zeitminuten. 

Wurde  dann  die  Gesamtlänge  einer  bestimmten  Anzahl  Ton 

Wellenbergen  in  dem  Diagramm  gemessen,  so  ergab  sich  durch 
Division  durch  die  Anzahl  der  einzelnen  Sjäegelschwankuntr'^n 
ein  Mittelwert  für  die  Periodendauer.  Aus  den  Aufzeichnungen 
wurden  verschiedenen  Zeiten  entsprechend  Gruppen  einer  grös- 
seren oder  kleineren  Anzahl  deutlich  ausgeprägter  aufeinander 
folgender  Hauptschwingungen  herausgegriffen  und  in  dieser 
Weise  zur  Ableitung  einer  mittleren  Schwingungsdauer  für 
das  benutzte  Zeitintervall  yerwendet.  In  der  folgenden  Tabelle 
ist  das  so  erhaltene  Zahlenmaterial  zusammengestellt.  In  der- 
selben bedeuten  die  Zahlen  der  letzten  Colonne  die  für  die 
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genannten  Zeiten  geltenden  Mittel  werte  de  r  Differenzen  aus  höch- 
stem und  tiefstem  Spiegelstande.  Sie  geben  also  ein  nngeffihres 
Mass  der  Amplituden  der  Pendelschwingungen,  wenn  dieselben 
auch  im  allgemeinen  für  ein  solches  Zeitinterrall,  welches  durch 
besonders  gut  ausgeprägte  Schwingungen  ausgezeichnet  ist, 
durchaus  nicht  für  jede  Schwingung  gleich  gross  sind.  (Die 
mitgeteilten  Werte  stellen  also  das  Doppelte  von  dem  dar,  was 
der  Physiker  als  Amplitude  in  den  mathematischen  Ausdruck 
für  litt  Scliwingung  einfüliren  würde.)  Die  Horizontalstriclie 
bcgi  t  iizeii  die  Beobachtunffpn  einer,  auf  je  einem  Streifen  ent- 
haltenen Beobachtungsreihe. 


Periodendauer  der  Hauptschwingung. 


Zahl  der 

Mittlere 

Tag 

i-'äiUer  J.  in 

ILM  «       H  «  r  *^ 

gemeasenen 

Seer^piegel- 

Aiinuiien 

Schwingungen 

achwankimg 

7.  Juli 

24,79 

1  10 

" —   — 

18  mm. 

8. 

25,00 

9 

10 

9. 

34,82 

18 

12 

10. 

84.79 

16 

10 

10. 

10 

10 

11.-12.  * 

24,91 

44 

10 

18. 

24,61 

6 

7 

IL 

24,79 

18 

6 

17. 

24,94 

87 

11 

19. 

24,97 

18 

5 

2.  Augnat 

26,00 

II  ' 

20 

6. 

84,84 

10 

14 

6. 

86,24 

4 

82 

6. 

24,96 

8 

8.-9. 

25.37 

10 

9.— 10. 

25,00 

60 

10.— 11. 

25,38 

8 

13. 

25.04 

6 

U 

13—14. 

26,11 

43 

14.— 16. 

25,15 

109 

10 

18.-19. 

2^,76 

90 

6 

19. 

24,96 

14 

10 

ao.— 21. 

26^ 

87 

22 
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Dauer  T  in 
Minuten 

Zftlil  der 

f^pti  winifnnflMM 

Mittlere 

21—23.  Aug. 

24,90 

68 

50 — 90  nun 

24.-26. 

25.09 

100 

40 

26. 

25,32 

18 

20 

27. 

25,19 

10 

50 

2i.  —  2o. 

25,19 

67 

28 

2.  September 

25,22 

20 

16 

4.-6. 

25,04 

98 

90 

6. 

26,09 

13 

28 

6.-7. 

26,08 

6$ 

18 

7. 

24,68 

12 

16 

Mau  <  ik< mit,  dass  die  Periodeiidauer  T  zwar  sehr  uahe 
bei  dem  Weite  von  25  Minuten  liegt,  dass  sich  aber  zu  deu 
verschiedenen  Zeiten  kleinere  Abweichungen  in  dem  einen  oder 
anderen  Sinne  benierklich  machen.  Eine  Beziehung  zur  Am- 
plitude tritt  nicht  hervor;  es  gehören  die  längeren  Perioden- 
dauern  durchaus  nicht  zu  den  grösseren  Amplituden  und  um- 
gekehrt. Wir  constatieren  daher  Unabhängigkeit  der 
Scbwingungsdauer  yon  der  Amplitude.  In  dieser  Be- 
ziehung verhalt  sich  also  die  schwingende  Wassermasse  wie  ein 
mathematisches  oder  physisches  Pendel,  bei  U* m  nvi  kleinen 
Excui-sioiK.'ii  ilif  Dauer  einer  Schwingung  eht  ufalls  iinabliängig 
von  der  Grösse  der  Excursion  aus  der  Gleichgewichtjiiage  ist: 
Isochronismus  der  Pendelschwingungen. 

Dagegen  bemerkt  man  ganz  deutlich  einen  Gang  in  den 
Zahlen  für  T  in  so  fem,  als  die  Scbwingungsdauer  in  den 
späteren  Beobachtungsreiben  grosser  wurde  als  sie  aus  den 

ersten  sich  ergeben  hatte.  Um  dies  noch  deutlicher  erkennen 
zu  lassen,  stelle  ich  hier  die  Mittelwerte  von  T  aus  den  vier 
Kciht  n  zugleich  mit  der  Aiiiiahl  der  abgezählten  Einzelschvviug- 
ungen,  aus  denen  dieselben  berechnet  wurden,  gesondert  unter- 
einander. 


r 
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7.-11.  JuU  1900  T  =  24,89  (62) 

IL— 19.JuU  24,84  (III) 

1.— 21.  August  25,07  (329) 

21.  August  — 10.  September  25,10  (444) 

Vom  Beginne  der  Beobachtungen  bis  zum  Kmle  (lerseiben 
hat  sich  also  die  Dauer  der  Grundschwingung  um  etwa 
0.2  .Minuten  oder  12  Secunden  ▼erlängert,  d.  h.  um  ca.  a  =  0,08 
der  Periodendftuer  selbst,  wenn  wir  als  mittlere  Schwingungs- 
dauer  25  Ifinuten  annehmen.  In  dieser  Zeit  hat  aber  auch 
ein  fortdauerndes  Sinken  des  Wasserspiegels  stattgefunden.  So 
war  am  21.  August  der  mittlere  Spiegel  schon  um  ca.  10  cm 
unter  den  anyisierten  Punkt  (S.  447)  gesunken,  Mitte  Sep- 
tember um  etwa  30  cm.  In  qualitativtr  Beziehung  entspricht 
die  Verliui^o^riing  von  T  der  Seiehesforrael  S.  444;  denn  wenn 
der  Secspie«^'-»'!  sinkt,  so  iiininit  h  ab  und  daher  bei  gleich- 
bleibender beelänge  /  die  Schwingungsdauer  T  zu.  Doc-h  i^^t 
in  quantitativer  Beziehung  diese  V^erlängerung  von  T  durch 
die  Verminderung  von  h  allein  nicht  erklärlich,*)  es  müssen 
noch  andere  weiter  aufzuklärende  Faktoren  in's  Spiel  treten. 

Als  Hittelwert  aus  allen  946  Einzelmessungen  ergiebt  sich 
fOr  die  Zeit  vom  7.  Juli  bis  10.  September  1900  fQr  den  Starn- 
berger See  eine  Dauer  der  Hauptschwingung  von 

T  =  24,98  Minuten  oder  24  Minuten  59  Secunden. 

Bei  der  zur  Beobachtuiig>/eit  herrschenden  Wasserfilhrung 
verhielt  sich  also  die  Wassermasse  des  Starnberger  Sees  wie  ein 
grosses,  sehr  lan^'sam  s<  liwiugendes  Pendel  von  1499  Secunden 
Schwingungsdauer;  dies  entspricht  einer  reducierten  Pentlellange 
von  559  km;  d.  h.  ein  einfaches  Fadenpeudel,  dessen  Länge  die 
Seelänge  um  das  28  fache  übertrifft,  würde  über  dem  Starnberger 
See  aufgehängt  ebenso  langsam  schwingen  wie  die  in  diesem 
enthaltene  Wassermasse  selbst.  Da  wir  ea  mit  einer  stehenden 


Da  a  ~  A  T/  T=  —  A  h  /2h  ist,  so  wünie,  wenn  die  Aundciuiig 
von  /*  allein  maaagcbcud  wäre,  einem  a  =  0,08  eine  Abnahme  der  mitt- 
leren  Tiefe  vm  12  m  enteprecben,  waa  augeueeheiiiUeh  zu  viel  ist 
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Pendelschwingung  zu  thun  Haben,  wird  die  Seelänge  gerade 
von  einer  halben  Wellenlänge  ausgeÄUt  Die  Lange  der 
studierten  Welle  betragt  also  ca.  89  km.  | 

Diese  (  iruudschwingung  fehlt  fast  nie.   Oft  ist  sie  in  un- 
iinterliroLlieiu^m  7av^v  me  hrere  Tage  lang  herrschend.  So  reihen 
sich  die  ihr  entsprechenden  Maxima  und  Minima  der  Spiegel- 
höhe vom  U.  August  Ahends  7  Uhr  an  bis  zum  16.  August 
Nachmittags  4  Uhr,  also  während  beinahe  48  Stunden  ohne 
Unterbrechung  aneinander,  über  100  einzelne  Perioden  voll 
zum  Ausdruck  bringend!   Selbst  wenn  der  Seespiegel  ganz 
ruhig  liegt  und  die  Limnimetercurve  fast  eine  gerade  Linie  dar- 
steUt,  ist  die  Hauptperiode  durch  ^.kleine  Zacken  angedeutet 
Wenn  sie  allein  und  ungestört  ausgebOäctr  iätj^^*  ^'^^ 
unten),  so  ij^t  der  t'urvLii verlauf  ein  rein  sinoidal?&^ii^J^ 
tritt  nicht  etwa  ein  langsinnes  Ansteigen  und  dann  schnell? 
Fallen  oder  umgekehrt  ein,  sumlorn  diu  Schwingung   ist  rein 
harmonisch,  wie  man  sich  in  der  Akustik  ausdrücken  würde, 
die  entsprechende  Seichescurve  vollkommen  symmetrisch  nach 
beiden  Seiten  hin.  — 

Ausser  dieser  langsamen  Grundschwingung  tritt  aber  sehr 
häufig  noch 

II)  eine  Oberscliwingung  von  kürzert  r  l'eriode  auf, 
welche  als  eine  Teil-  oder  l'urtialscliwingung  aufgefasst  werdoii 
muss.  Die  Amplitude  dieser  Stliwingung  ist  meist  kleiner  als 
die  der  Hauptschwingung.  Oft  ist  sie  ganz  allein  ausgebildet 
und  dann  beherrscht  sie  augenscheinlich  das  ganze  Seebecken. 
Auch  hier  handelt  es  sich  nicht  um  ein  gelegentliches  Auf- 
treten einzelner  Zacken;  ist  diese  Schwingungsform  einmal  zur 
Herrschaft  gelangt,  so  kann  sie  viele  Stunden  lang  ununter- 
brochen andauern;  so  wurde  sie  am  23.  August  von  frUh  6  Uhr 
bis  abends  10  Uhr,  also  wahrend  16  Stnnden  ununterbrochen 
vom  Schwimmerstift  registriert.  Die  genauere  l'eriodendauer 
ersieht  man  aus  der  beifolgenden  Tabelle: 
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A  Ebeii:  Pmodiu^  Seespiegthehwankungm. 

Periodendauer  der  Oberschwingung. 


Dauer 
in  Minuten 


Zahl  der 


Mittlere 
Seespiegel- 
schwankung 


Tag 


gemesseuen 
Schwingungen 


12.  JoU 


15,78 


80 


8  mm 


8.  Angiut 


16,42 
16,87 

15,90 
15,97 
15,93 


15 
60 
10 
6 
6 


14. 
30. 

20. 
21. 


8 
8 
4 


28.  August 

8.  September 
9. 


15,88 
15,91 
15,60 


49 

21 

20 


20 
24 
8 


Eine  Abhängigkeit  der  Bchwingungsdauer  Ton  der  Ampli- 
tude ist  auch  bei  dieser  Schwingung  nicht  vorhanden.  Eine 
Zunahme  der   Scbwingungsdauer  mit  der   Zeit  ist  nicht 

bemerklich.  Als  Mittelwert  aus  den  219  Einzelmessungen, 
welche  zur  Ableitung  der  Periodendauer  verwendet  wurden, 
ergiebt  sich 

Ji  s  16,78  Minuten  oder  15  Minuten  47  Sekunden. 

Die  Dauer  ist  also  wesentlich  kürzer,  die  Schwingung 
selbst  daher  höher  in  der  Sprache  der  Tonlehre  als  die 
Grundschwingung,  und  zwar  verhalten  sich  die  Schwingungs- 
zahlen wie  1,00  zu  1,58.  Das  musikalisch  harmonische  Ver- 
hältnis von  Grundtou  zu  Quinte  (C :  G)  weist  ein  Schwingungs- 
zahlenverhältnis  von  2 : 3  oder  1,00 : 1,50,  das  des  Grund- 
tones zur  Sezt  (G :  A)  von  3 : 5  oder  1,00 : 1,67  auf.  Unsere 
Oberschwingung  liegt  also  zwischen  den  Intervallen  der  Quinte 
und  Sezt  und  würde  etwa  dem  musikalischen  schon  weniger 
einfachen  Intervall  C  :  Gis  oder  C  :  As  der  übermässigen  Quinte 
oder  kleinen  Sext  entsprechen.  Wir  sehen,  dass  liriind- 
schwingung  und  erste  Obersch  win<ru  n  g  des  Starn- 
berger Sees  nicht  in  einem  einfachen,  musikalisch 
reinen  Intervallenverhältnisse  zu  einander  stehen, 
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die  Oberschwingung  ist  etwas  höker  als  die  Quinte, 
etwas  niedriger  als  die  Sext. 

Wir  können  nickt  daran  zweifeln,  dass  wir  die  bi nodale 
Schwingung  S.  487  des  Sees  vor  uns  haben.  Dementsprechend 
wQrde  sich  der  Seespiegel  gleichzeitig  am  Nord-  und  am  SOd- 
ende  heben,  in  der  Mitte  senken  und  umgekehrt,  wenn  diese 
Oberschwingung  den  See  beherrscht.  Dazwischen  würden  wir 
zwei  Knotenlinien  haben.  Der  Schwiiiguiigsilauer  von  947  Se- 
cunden  entspricht  eine  reducierte  Pendellän^e  von  22;i  km  und 
eine  Wellenlänge  von  25  km;  12,4  kni  würde  der  Abstand  der 
beiden  Knotenlinien  von  einander  betragen  und  wir  können 
daher  dieselben  einerseits  etwa  zwischen  Possenhofen  und  Leoni, 
andererseits  zwischen  der  nach  Osten  vorspringenden  Halbinsel 
südlich  von  Bemried  und  Schallenkamm  auf  der  gegenflber* 
liegenden  Uferhdhe  annehmen.  Wir  dürften  nicht  irren,  wenn 
wir  annehmen,  dass  die  S.  443  erwähnte  unter  dem  Seespiegel 
bei  Ünter-Zaisniering  querfiber  laufende  Bodensehwelle,  welche 
das  Seebecken  gewissermassen  in  zwei  ungleich  lange  Rinnen 
unterteilt,  die  Ursache  für  die  erwähnte  Schwin^ungsunter- 
teilung  des  ganzen  Sees  bilde.  Der  See  wird  dadurch  wie  eine 
schwingende  Saite  durch  einen  Steg  nntc  rteilt  und  wir  hätten 
in  der  Oberschwingung  von  der  Periode  1\  —  15,8,  welches 
ungefähr  gleich  */»  T  tJ==25,0;  '/a  T=  16,7  Minuten],  dem- 
nach  die  Eigenschwingung  des  durch  den  unterseeischen  Kücken 
abgegrenzten  nördlichen  Beckens  vor  uns.  — 

Im  Allgemeinen  sind  nun  immer  beide  Schwingungen 
gleichzeitig  ausgebildet  und  dadurch  entsteht  mitunter  ein 
ziemlich  verwickeltes  Curvenbild.  Dasselbe  wird  indessen  leicht 
entzifipert,  wenn  man  die  Perioden  der  beiden  zusammentr^nden 
Schwingungssystenie  bereits  kennt  und  auf  sie  die  Gesetze  der 
physikalischen  Interferenz  periodischer  Bewegungen  in 
Anwendung  l)riügt.  Dabei  ei'giebt  sich  zunäehst  Folgendes: 
Auch  bei  den  überaus  langsamen  Schwingungen,  denen  Wellen- 
längen von  vielen  Kilometern  entsprechen,  gilt  das  in  der 
Physik  der  Erklärung  der  Interferenzerscheinungeu  zu  Gründe 
gelegte  Princip  der  Goezistenz  der  Schwingungsbe* 
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wegungen:    Bei  dem  Zusammentreten  behalten  die 

Eiuzelschwingungen  ihre  Perioden  bei;  die  resul- 
tierende SeespiegeUchwankung  i.st  einl'iicli  ^deich  der 
Summe  der  von  jeder  einzelnen  Schwingung  herbei- 
geführten Spiegelverl  egung.  Gewöhnlich  ist  zunächst  die 
Grundschwingttng  ausgebildet;  das  Hinzutreten  der  Oberschwing- 
nng  stört  dann  die  Dauer  der  Grundschwingung  nicht.  Aber 
freilich  werden  nun  je  nach  der  Phasendifferenz  in  der  Aus- 
bildungf  mit  der  die  beiden  harmonischen  Schwingungen  zu- 
saninientrett'en  und  je  nach  (h-m  Aniplitudenverhältnisse  beider 
die  nianniclifachsten  Abänderungen  der  llauptcurve  resultieren. 
Sind  die  Amplituden  der  Oberschwingung  gegenüber  denjenigen 
der  Hauptschwingung  klein,  so  bemerkt  man  das  Auftreten 
der  ersteren  zunächst  nur  an  beginnenden  Asymmetrien  der 
Hauptcurve;  die  Maxima  folgen  sich  nicht  mehr  Squidistant, 
in  regelmässiger  Folge  zeigen  sie  sich  in  ihrer  Höhe  vermindert 
und  an  anderen  Stellen  entsprechend  fiberhöht.  Wird  die 
Oberschwingung  krill'tiger,  so  Hackt  sie  die  Maxima  der  Haupt- 
curve  ab  dort  wo  Maxima  der  ersten  Curve  mit  Miiiiniis  der 
anderen  zusammentreft'en;  dort  wo  Maxima  auf  Maxima  trctien 
ist  die  resultierende  Curvenhöhe  die  Summe  beider  Amplituden. 
Dazwischen  erscheinen  die  Ourrenzacken  einseitig  ausgebaucht, 
ähnlich  wie  im  Profilbilde  einer  Bergkette,  wenn  einem  Haupt- 
gipfel ein  Kebengipfel  vorgelagert  ist.  Es  sind  dies  die 
»dikroten*  Schwingungen  Poreis  vgl.  S.  487.  Aber  immer 
verni.ig  man  in  der  grcjssen  Maiüiigfaltigkeit  von  Curvenbildern 
mit  HiUe  des  lntert'ereir/princi|H'.s  die  beiden  einlachen  Schwing- 
ungen, deren  Betraclitung  wir  vorangestellt  haben,  wieder 
zuerkennen.  Man  kann  das  Verhältnis  ihrer  Schwingungsdauem 
natürlich  auch  aus  dem  Interferenzbilde,  also  aus  Aufzeichnungen, 
bei  denen  sie  beide  beteiligt  sind,  ableiten.  Da  dieses  Verhältnis 
aber,  wie  wir  sahen,  kein  einfaches  harmonisches  ist,  so  ist 
dies  nicht  so  leicht.  Die  Aufgabe  ist  streng  nur  durchftlhrbar 
durch  eine  sog.  harmonisc  he  Aiialjsr,  welche  den  periodischen 
Vorgang  dann  (hircli  eine  Fou rier'sche  Reihe,  die  nach  Sinus 

und  Cosinus  der  gauzzabligen  Vielfachen  eines  bestimmten 
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Bogens  fortschreitet,  diirstellen  luast.  Diese  Entwiekehin^  liefert 
auch  die  Phasen versc Ii icbunjr  und  das  Aiu]>liludenverhiiltuis 
der  mit  einander  interferierenden  periodischen  BeweguDgen  und 
lässt  durch  die  höheren  Qlieder  derselben  auch  erkennen,  ob 
eventuell  noch  höhere  Oberackwingungen  bei  dem  Processe  be- 
teiligt sind.  Das  mathematische  Seminar  der  kgl.  technischen 
Hochschule  besitzt  einen  sog.  mechanischen  Analysator 
neuester  Construction,  der  die  angedeutete  nicht  ganz  unerheb- 
liche rechnerische  Arbeit  diircli  einen  rein  mechanischen  In- 
tegration s-Process  zu  ersetzen  gestattet.  Mit  (lem.sell^en  .sollen 
demnächst  Analysen  besonders  charakteristischer  Ourveostücke 
vorgenommen  werden.  — 

Zum  Schlüsse  noch  einige  Bemerkungen  über  meteoro- 
logische Einflüsse  auf  die  Seicheserregungen:  Ilm  eventuelle 
Beziehungen  zu  plötzUchen  Luftdruckänderungen  genauer  ver- 
folgen zu  können,  wurde  in  dem  Badehaus,  auf  dessen  Aussen- 
gallerie  das  Limnimeter  montiert  Wcar,  ein  selbstregistrierendes 
Aneroi(l-B;ironipter.  das  Herr  Rnron  von  und  zu  Aufses 
gütigst  zur  ^'erfiigung  stellte,  in  Betrieb  gesetzt.  Wenn  das- 
selbe auch  keine  sehr  grosse  Empfindlichkeit  hatte»  so  zeigte 
es  doch  z.  B.  die  vor  einem  Gewitter  eintretenden,  so  flheraus 
charakteristischen,  als  sog.  »Gewittemasen*  bekannten  Loft- 
drucl^nderungen  deutlich  an. 

Dadurch  liess  sich  nun  konstatieren,  da.ss,  wenn  der  See 
fuöt  vollkommen  rnVi^  war,  plötzlich  eintretende  LnftdriK  k- 
änderungen  das  Eintreten  kräftiger  Seichesbewegungeri  sehr 
häufig  im  Gefolge  hatten.  Ein  ganz  besonders  charakteristischer 
derartiger  Fall  ereignete  sich  am  21.  August  Am  21.  und  22. 
zeigen  die  Wetterkarten  ein  engb^renztes,  lokales  Luftdruck- 
mazimum  Uber  der  Münchener  Gegend.  Der  Tag  war  schwül 
und  klar.  Plötzlich,  gegen  Abend  zeigt  das  Registrierbarometer 
ein  allmähliches  llerabgeh*^n ,  dann  ein  schnelleres  Ansteisren 
des  Druckes  an,  das  von  einigen  kleinen  Zacken  gelV)lgt  wirti. 
verzeichnet  also  eine  typische  Gewitternasi .  Die  Limnimeter- 
kurve  war  noch  am  Nachmittag  des  21.  August  sehr  ruhig: 
die  Hauptschwingung  war  schwach  angedeutet.  Plötzlich  10  Uhr 
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abends  fungt  der  Seespiegel  an  um  24  mm  za  sinken,  ausser- 
ordentliche Spiegelsehwankungen  um  daa  mittlere  Niveau  setzen 
ein,  welche  schon  um  10  7»  Uhr  Amplituden  von  üher  80  mm 
erreichen.  Li  der  Nacht  entlud  sich  ein  heftiges  Gewitter. 
Die  Seiches  dauerten  noch  den  nächsten  ganzen  Tag  an  im  I 
klangen  erst  am  23.  aus.  Während  anfangs  nur  die  Haupt- 
schwingung vorhanden  war.  trat,  am  22.  früh  8^  die  Ober- 
schwingung hinzu.  Es  folgte  eine  lange  Ikilie  deuthch  mar- 
kierter Interferenzen,  bis  am  23.  frUh  i>  Uhr  die  Oberschwing- 
uDg  die  Oberhand  gewann,  die  dann  allein  noch  bis  zum  Abend 
dieses  Tages  den  See  beherrschte.  — 

Die  Oberschwingung  klingt  schneller  ab  als  die  Grund- 
sebwingung.  Die  Dämpfungen,  welche  die  Schwingungon  er- 
fahren, müssen  mit  den  hN-ibungskräften,  die  sich  den  l'endel- 
bewegungen  entgegen  steilen,  auf's  innigste  zusammenhängen. 
Diese  wieder  sind  bedingt  ausser  durch  die  Züliigkeit  des  sich 
bewegenden  Mediums  von  dem  Untergründe,  der  Gestalt  des 
Seebeckens  und  seiner  Gesamtfläche.  Bei  einer  grossen  Reihe 
von  Schwingungen,  welche  augenscheinlich  einem  einmaligen 
Bewegungsimpulse  ihr  Entstehen  verdanken,  ist  auf  den  er- 
haltenen Curvenstreifen  eine  deutliche  und  sehr  regelmässige 
Abnahme  der  aufeinaiideilolgenden  Amplituden  zu  erkennen, 
so  dass  sich  hier  ein  r)iini})fungsverhältnis  und  damit  ein 
logaritlimiselies  Decrenient  wie  bei  einer  gedämpft  schwingenden 
Magnetnadel  für  die  Seicbesschwingungen  bestimmen  Hesse. 

Hierdurch  würde  eine  neue,  vielleicht  nicht  unwichtige 
charakteristische  Oonstante  f&r  eine  in  einem  Peebecken  ange- 
sammelte Wassermasse  gewonnen.   Indessen  erachte  ich  es  noch 

für  verfrüht  auf  die  Art  und  die  Ursachen  der  Erregungen, 
welche  die  Seichesbewegungen  im  voi liegenden  Falle  auslösen, 
sowie  die  Gesetze,  nach  denen  dieselben  wieder  abklingen  und 
auf  die  Faktoren,  welche  ihre  allmähliche  Dämpfung  bedingen, 
schon  jetzt  näher  einzugehen. 

Dagegen  möchte  ich  als  bereits  festgestellte  Ergebnisse 

dieser  L  ntersuchung  die  folgenden  bezeichnen: 
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1)  Das  Seichesphänomen  ist  am  Starnberger  See  in  un- 
zweifelhafter Weise  und  in  durchaus  typischer  Form  aus- 
geprägt. 

2)  Die  Scliw  iiigungen.  welche  (iie  gesamte  Wassermasse 
fast  ununterbroclien  ausführt,  sind  reine  d.  h.  einem  8inus- 
gesetzo  folgende,  harmonische  Pendelst- Ii wingnn gen  und  swar 
stehende  Schwingungen  im  Sinne  der  Forel 'sehen  Theorie. 

3)  Vorhanden  ist  zunächst  eine  Haupt-  oder  G^rund- 

Schwingung  von  rund  25  Minuten  voller  Periodendauer  (Hin- 
Uüd  Hergang).  Es  ist  die  Lüngsschwingung  des  ganzen  Sees: 
sie  ist  einknotig,  uninodal  und  erzeugt  immer  entgfgeiigesetzte 
Schwingungsphasen  an  den  beiden  Seeenden.  Die  Knotenlinie 
dürfte  etwa  bei  Tutzing  quer  Über  den  See  laufen. 

4)  Die  aus  dem  Längsprofil  mit  Zugrundelegung  der 
Merian'schen  Formel  berechnete  Schwingungsdauer  (24  Mi- 
nuten) stimmt  so  genau  mit  der  wirklich  gefundenen  übt  r«  in, 
dass  die  Forc  Tsche  Theorie  durch  die  voi'stehende  Unter- 
suchung eine  neue  Bestätigung  erhält. 

5)  Das  , Binnen"  des  Starnberger  Sees,  welches  sich  be- 
sonders durch  eine  auffallend  starke  CTnterstrSroung  in  beiden 
Richtungen  geltend  macht,  scheint  mit  dem  grossen  Deplace- 
ment erheblicher  Wassermassen  bei  der  Seicheshewegung  im 
engsten  Zusammenhange  zu  stehen. 

6)  Ausser  der  Grundschwingung  ist  noch  eine  Oberschwing- 
ung Ton  etwas  weniger  als  2/3  Schwingungsdauer  der  GruncU 
Schwingung  vorhanden;  die  genaue  Periodendauer  beträgt 
15'/4  Minuten.  Das  Intervall  beider  Schwingungen  ist  dem* 
nach  kein  einfaches  harmonisches,  sondern  liegt  zwischen 
Quinte  und  Sext. 

7)  Bei  beiden  Schwingungen  ist  die  Schwingungsdauer 
unahhiingig  von  der  Amplitude;  das  Gesetz  des  Isochronismos 
der  Pendelschwingungen  gilt  also  auch  hier. 

8)  Beide  Schwingungssysteme  machen  sich  meist  gleieh- 

zeiti-  -vltend,  freilich  mit  sehr  wechsvhidcn  Aniiditudenver- 
hälinisseu  und  den  mannigfachsten  Phaseuverschiebungen.  Es 
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entstehen  «dikrote  Schwingungen"  der  yerschiedensten  Art 

Sie  sind  aber  immer  in  ihre  beiden  Conipononten  auflüshar  und 
zeigen  dann,  dass  das  Priricip  der  Coexistenz  elementarer 
Öchwingungsbcwegungen  auch  noch  bei  der  Interferenz  dieser 
39  bezw.  26  km  groesen  Wellenlängen  gilt. 

9)  Von  meteorologischen  Einflüssen,  welche  unmittelbar 
kräftige  Seicbesschwingungen  erregen  können,  sind  bisher  be- 
sonders plötzlich  eintreu  lale  Luftdruckänderungen  (z.  B.  Ge- 
witteruasen)  hervorgetreten. 


Es  wird  sowohl  in  geophysikalischer,  wie  rein  physikali- 
scher, geographischer,  geologischer,  meteorolot^n'scher  und  viel- 
leicht auch  tecliiiischer  Hinsicht  von  Wichtigkeit  sein,  die 
Seichesforechung  an  den  bayerischen  Seen  weiter  zu  führen. 
Zunächst  ])ietet  sich  am  Starnberger  ^ee  selbst  noch  eine  FUUe 
weiterer  Fragen.  Vor  allem  wird  die  genauere  Fixierung  der 
Knotenlinien  und  damit  die  gesamte  Oonfiguration  des  ganzen 
Schwingungssjstems  festzustellen  sein,  wozu  gleichzeitig  mit 
zwei  an  verschiedenen  Punkten  des  Sees  registrierenden  Limni- 
metern  gearbeitet  werden  muss. 

Femer  sind  die  Beziehungen  der  absoluten  Spiegelstände 
seihet,  also  der  wirklichen  WasserfQhrung  zu  den  Seiches 
näher  zu  studieren.  Weiter  wird  ein  Studium  darüber,  wie 
sich  verschiedene  meteorologische  Erscheinungen  in  der  Er* 

reguiig  der  Wassermasse  zu  Pendelschwingungen  wiederspiegeln, 
sehr  fruchtbar  sein.  Da.ss  es  in  hygienischer  Hinsicht  für  das 
organische  Leben  im  und  am  See  von  grösster  Wichtigkeit  ist, 
dass  die  gesamte  Wassermasse  nicht  stagniert,  sondern  bis  zum 
Grunde  hin  in  fortwährender  lebendiger  Bewegung  erhalten 
wird,  ist  ein  neuer  Gesichtspunkt,  welcher  die  Seichesforschung 
von  ganz  anderer  Seite  her  empfiehlt.  Beobachtungen  über  die 
im  See  auftretenden,  oft  sehr  heftigen  Strömungen  und  Unter- 
strrmiungen  werden,  wenn  sie  mit  <len  regelmässig  erfolgenden 
Aui'zeichnungen  des  Limnimeters  verglichen  werden,  über  die 
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Mechanik  dieser  Bewegungen  Neues  und  Interessantes  lehren. 
Eudlich  kann  es  kaum  einem  Zweifel  unterliegen,  dass  sich 
die  Seiciiesbewegungen  bis  zu  einem  gewissen  Grade  iu  den 
Grundwasserstiinden  der  umliegenden  Ortschaften,  namentlich 
an  den  beiden  Enden  des  Sees,  sowie  in  den  Abtlussmengen 
der  Würm  wiederspiegein  werden.  Sollte  dies  der  Fall  sein, 
80  würde  den  Aufzeichnungen  des  Apparates  auch  «n  unmittel- 
bar praktisch-technisches  Interesse  beizumessen  sein. 
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Ueber  die  Convergenz  periodisclier  llettenbrüclie. 

Von  AHM  PrloKSlielm. 

Allgemeine  Kriterien  zur  Beurtheilung  der  Convergenz 
und  DiTergenz  periodischer  KeitenbrQche  mit  beliebigen 
complexen  Gliedern  sind  zuerst  Ton  Herrn  0.  Stolz  ange- 
geben worden.')  Später  hat  Herr* 6.  Landsberg^)  den  Fall, 
dass  eSnmitlSehe  TheilzShler  und  Theilnenner  reell  und 
rational  sind,  mit  Hülfe  einer  besonders  einfachen  und  sinn- 
reichen Metliude  beliandelt,  welclio  zugleich  auch  den  Zu- 
sammenhang zwischen  dem  betreü'enden  Kettenbniche  und  einem 
anderen,  durch  geeignete  Inversion  der  Periode  daraus  hervor- 
gehenden unmittelbar  erkennen  l&sst  und  auf  diese  Weise  die 
Verallgemeinerung  eines  bekannten,  von  Galois*)  zunächst 
nur  ftir  sog.  regelmässige  Kettenbrfiche  bewiesenen  Satzes 
liefert.  Da  Herr  Landsberg  seinen  Untersuchungen  eine 
etwas  andere  und  zwar,  wir  die  I )urclifUhrun2r  der  Reclinun<i^ 
lehrt,  weniger  zweckmässige  Kettenbruchform  zu  Grunde  legt,*) 
als  Herr  Stolz,  so  erscheint  die  Vergleichung  der  beider- 


^)  lüBsbrucker  Ber.  17.  Febr.  1886.  Die  Beweise  der  daaelbst  mit- 
getheilten  Sätze  findet  man  in  den  Torlesangen  Aber  allg.  Arith- 
metik, Bd.  II  (1866),  p.  299  ff.  Ein  dort  noch  nicht  anfpef&hrtes  Di- 
vergens-Kriterinm  giebt  Stols:  Innsbr.  Ber.  1887^  p.  1.  8. 

S)  Jonm.  ffir  Math.  Bd.  109  (1892),  p. 281-287.  Vgl  auch:  E.  Netto . 
ebendas.  Bd.  110  (1892),  p.  349. 

3)  Gergonne  Annale»,  T.  19  (1828—1829),  p.  294. 

*)  S*  weiter  unten  p.  465,  Fuasnote  2). 
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seitigen  Endresultate  eintgermaassen  erschwert,  üebertragl 
man  aber  die  Landsberg*sche  Methode,  die  überdies  in  einigen 
Einzelheiten  eine  noch  etwas  elementarere  und  durchsichtigere 

Darstellung  ^^stattet,  auf  Kettenbrüche  mit  beliebigen  com- 
plexen  (Tliedera  in  der  von  Herrn  Stolz  benützten  Form,  so 
kann  man  in  der  That  mit  den  denkbar  einfachsten  Hülfs- 
mitteln  zu  einer  äusserst  einfachen  und  übersichtlichen  Formu- 
lirung  der  Stolz'schen  Convergenz-  und  Divergenz-Kriterien 
gelangen.  Zugleich  ergiebt  sich  dann  auch  die  oben  erwähnte 
Verallgemeinerung  des  Galois 'sehen  Satzes  für  EettenbrQche 
mit  ganz  beliebigen  Theilzählem  und  Theilnennem. 

Die  Durchführung  dieses  Gedankens  bildet  den  Inhalt  der 
folgenden  Mittheilung, 


§  1.   Nothwendige  und  hinreichende  Bedingongen  für  die 
Convergenz  eines  rein  periodiBchen  Settenbrnches. 

Ich  bezeichne  den  Kettenbnich: 

^o+^'i  


•  +  o. 

durch  eins  der  Symbole: 

(b  '  ""A  oder-  \b  •  ^T°" 

seinen  auf  Grund  der  bekannten  Beziehungen: 

[Apf=^hyAy-l-\-    tty  Ay^%        Br  =  hy  By^\  4"  ^^•'-2        (>'  ^  2) 

Ay 

formal  gebildeten        Näherungsbruch  mit  ^  oder  und 

setze : 
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(2) 


gleichgültig,  ob  der  Kettonbruch  als  solcher  einen  be- 
stimmten Sinn  besitzt,')  sofern  nur  Ky  selbst  eine  bestimmte 
Zahl  vorstellt,  d.  h.  Ii,  von  Kuli  verschieden  ist 
Im  Falle  b^=^0  schreibe  ich  statt: 


kfirzer: 


Bedeuten  dann  (i,  ,  {v  ~  1,  2,  3,  .  . .)  irgendwelche  com- 
plexe  Zahlen  (mit  Kinschluss  der  reellen  uutl  für  die  hy 
auch  der  Null,  während  durchw^:  |  |  >  0),  welche  den 
Bedingungen  genügen: 

(3)  /1=1,2,3, ...  in  infA 

80  soll  der  unendliche  Kettenbruch: 
(4) 


Oy 

als  ein  rein  periodischer*)  und  zwar  mit  der  j)-gliedrigen 
Periode: 


M  Vgl.  Stolz,  Allg.  Arithm.  H,  p. 
h  Darnach  gilt  der  Kettenbmch: 


andern  geacbrieben : 

schon  als  uurt'in  imti  od  i  <ch.  Es  ist  dies  di'-jini;,'!'  K<irtn.  wr-lrli»'  Horr 
Landsberg  zum  Ausgangspunkte  seiner  Untersuchungen  gewühlt  hat. 
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bf^eichnet  werden,  wobei  noch  angenommen  wird,  dass  p  die 
kleinste  Zahl  bedeutet,  f&r  weiche  die  beid^  Beziehmigea 
(3)  erfüllt  and. 

Wenn  mm  der  Kettenbiuch  (4)  überhaupt  cosTergiri, 
80  mos  sein  Werth  x  der  Relation  genügen: 

sodass  also  x  eine  beötimmte  Wurzel  der  quadratischen 
Gleichung  sem  mu^: 

(I)  Jt^,a^-r  (5p— J,.,)ir  — u<,=  0, 

sofern  nicht  etwa  gerade  ^  0  ist.  In  dicaem  Specialfalle 
reducirt  sich  diese  Gleichung  auf  eine  lineare,  und  de  wird 
überdies  ganaJich  hinfällig,  wenn  aoeh  noch  — Äp^\^(i 
ist.   Wir  betrachten  zunächst  den  allgemeinen  Fall: 

1.  >0. 

Die  beiden  Wurzeln  ./  der  Gleichung  (I)  werden  dann 
durch  den  Ausdruck  dargestellt: 

wo  D  die  Discriminante  von  (1)  bedeutet^  also: 

(7 a>     JJ  -  (.i,.,  -  B,y  -j-  4  A,  B,.x 

oder  auch: 

(7b)  i>  =  >J>*  — 4P, 

wenn  man  beachtet,  dass: 

und  sodann  die  Abkürzungen  einführt: 

(9)  A^i->rB,^.S,  n(~ar)^P. 
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Um  die  Couvergenz  oder  Divergenz  von  ,  d.h. schliess- 
lich die  Beziehung  von  lim       zu  einer  der  beiden  Zahlen  x 

festzustellen,  untersuchen  wir  allgemein  einen  Ausdruck  von 
der  Form  H — wo: 

also  zunächst: 

Da  aber  aus  Gl.  (I)  folgt: 
(U)  Ä^^B,x^^  {Äf^i  —  J?p,i  x) .  X, 

so  hat  man: 

(12)  ^_.«^-A^J^-.|.(*_,). 

Für  die  weitere  Untersuchung  ist  nun  zu  unterscheitlen, 
ob  Gl.  (1)  zwei  verschiedene  Wurzeln  besitzt  oder  nicht, 
d.h.  ob  |i>|>0  oder  I>«0. 


I*.  |D1>0. 

Werden  alsdann  die  beiden  verschiedenen  Wurzeln  von 
Gl.  (I)  mit  Xyy  x^  bezeichnet,  so  kann  man  dieselben  nach 
Ql.  (6)  definiren  durch  die  Beziehungen: 

^^^^  j  2if,.ia:,=J,.,-^+e.l/5^ 

wo  Yt>  den  Hauptwerth  der  betrefiPenden  Quadratwurzel  be- 
deutet und  e  SB  1  oder  —  1  in  der  Weise  fixirt  werden  soll, 
dass  der  Kettenbruch,  falls  er  Überhaupt  con?ergirt,  ge-* 
rade  den  Grenzwerth  x^  besitzt.  Setzt  man  dann  in  Gl.  (12) 
X  —  x^  bezw.  X  =  x^y  so  folgt  durch  Division  der  resultireudeu 
Gleichungen: 
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wo: 

(15)  A,,,^B,,^x,  _  S -  . 0/5  0 

Man  bat  nun  für    >  j>  in  Folge  der  Periodicitöfc  der  ff„  h^i 

(16)  •••6,t\".";)' 

d.  h.  es  wird:  JS'^      fUr:  h  =•  K,-f  und  daher  nach  QL  (14): 

(17)  ^^-^'=M.§^-^. 

Substituirt  man  hier  der  Keihe  nach  y=i)  +  /<t  Sp  +  A^t 
. . .  Ajp  4"  ^iii^  beliebige  Zahl  aus  der  Reihe  1, 2, . .  .|»), 

so  folgt  durch  Multiplication  der  resultirenden  Beziehungen: 

(18)  ^'^+'^-^1  ^JIp.^ZZ^^Mi.^f'-^j'''» 
d.  h. 

.       ^  (u^^  —     x^)  —  Jf^ .    (^^  —  B^x^) 

= x,+jf».(«,-«,)-^-^^^^j_j(^,;'^j;^  . 

Damit  also  lim  iC;tH-^        verde  (fQr:  ^  =  1, 2, . . .  ji)  ist 


nothwendig  und  hinreichend,  das»: 
(20)   lim      .  (a;,  -  «,)  •  .-^  W^^F^'tpA  -77—   =  0 . 


Da  aber  (;c, — x^)  von  Null  verschieden  und  auch 
{Aft  —  Bn x^)  zum  mindesten  nicht  für  jedes  /i  =  1, 2, . .  .p 


*j  Wegen: 

kann  man  ^1/  auch  in  die  Form  setzen: 
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yerschwinden  kann*),  ^  findet  die  Beziehung  allemal  dann 
und  nur  dann  statt,  wenn: 

(a)  limitf^=*0   d.li.  |Jlf|<l, 


und  ausserdem  der  Nenner  des  Ausdruckes  (20)  für  A  =  oo 
nicht  Tersehwindet,  d.  h.  wenn: 

(b)  \A,,  —  Bf,x^\>0    für     =  1,  2, . . 

Die  Bedingung  (a)  verlangt  aber  genau  folgendes:  es  muss 
e  SS  + 1  80  fizirt  werden,  dass  (s.  61.  (15)): 


(21) 


<1, 


S+e-VD 

und  dies  kann  offenbar  allemal  und  zwar  bei  vollkommen 
eindeutiger  Bestinuubarkeit  von  e  erzielt  werden,  sofern 
nicht  gerade: 

S-\-  E'  Vi) 


(22) 


in  welchem  Falle  dann  e  willkürlich  ^  +  1  angenommen 
werden  kann.   Setzt  man  nun  etwa: 


(23) 


S 

Vi) 


80  geht  die  Bedingung  (22)  in  die  folgende  fiber: 

a-^e  —  ßi 

d.h.  (a-e)*  +  /^»=(a-t-£)^-i-^S 

also  schliesslich: 

oder,  wenn  man  allgemein  den  reellen  Theil  einer  complexen 
Zahl  a  mit  ^(^)  bezeichnet: 

')  Dies  gilt  offenbar  auch  im  Falle  p=l. 
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Hiernach  ist  also  die  Bedingung  (a)  bei  geeigneter 
Normirung  Ton  e  stets  erfüllbar,  wenn: 

Dass  im  entgegengesetzten  FaUe,  also  für  j  Jf  j  —  l  wirk- 
lich Divergenz  stattfindet,  erkennt  man  unmittelbar  aus 
GL  (19),  wenn  man  berücksichtigt,  dass  für  |Jlf  (  =  1  —  da 
die  Möglichkeit  Jf  =  1  hier  definitiv  ausgeschlossen  erscheint^) 

—  stets  3/  ÄS  —  1  oder  31  eine  nicht-reelle  Zahl  mit  dem  ab- 
soluten Btjtiage  1  sein  niuss.  und  da^is  daher  3P  für  ^  =  1,2,3,... 
eine  unbe^enzte  Fol^re  periodisch  wiederkehrender  oder 
durchweg  von  einander  versciiiedeuer  VVerthe  annimmt 
(letzteres,  wenn  M  keine  Einheitswurzel). 

Im  übrigen  lasst  sich  die  Divergenz-Bedingung  (21) 
noch  in  folgender  Weise  umformen.   Da  dieselbe  genau  soviel 


')  !>enu  aua  M  —  1  wind»»  folgen *Z>  =  0,  was  unter  den  weiterhin 

2a  behandelnden  Fall  1^  gehört. 

Ist     »  —  1,  d.  b.  <S  ^  0,  SO  folgt  aus  Gl.  (19)  für  gerade  x: 
lim  Kip^ft  =  K»p+ft  =  K/t 


AS« 


dag^n  für  ungerade  l: 

tz^" = -  ^  - 

Da  nftmlich  allgemein: 

Ap 


ßp-l 

und,  wegen  5^0,  d.  h.  Ap-i  ^  —  Bp,  specidl  sich  ergiebt: 

 B—i 

so  hndet  man  in  der  That: 

{Xj  -j-  x.^)  •!{„_—  2XiX2  _Ap-\  Kf,  -\-  Ap  _  , 
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8      .  . 

besagt,  dass  reiu  imaginär  oder  Null,  also  wesent- 
lich negativ  oder  Null,  so  kann  man  sie  zunächst  durch 
die  folgende  ersetzen: 

oder,  wegen:  i>  =  5*  —  4  P,  auch; 

Da  hier       -  =  ^  filr  0<.o<cxi  jeden  Werth  des  In- 

Q  - 

terralles  0<^<1  annimmt,  rice  rersa  —  so  gewinBfc  man 

schliesslich  statt  der  Bcdiiigiiiig  (24)  die  folgende: 

(24»)  /S»=4d.P  (0^d<l), 

anders  geschrieben: 

i>==iS*— 4P«  — 4(1  — ^).P 

und,  wenn  man  noch  1  —  ^  s  17  setzt: 

(24*»)  D  =  — 4i?.P  (Ü<»?<1). 

In  Bezug  auf  die  GonTergenz-Bedingung  (b)  ist  noch 
zu  bemerken,  dass  dieselbe  für  /i  —  1  und  —  i>  allemal 
eo  ipso  erfÜUt  ist.    Da  nämlich  (nach  Ol.  (11)  ftlr  x^x^x 

(25)  Af—B,x^  =  —  (Af^t  —  B,-i  «1)  •  1 

so  würde  zunächst  aus: 

A^t  —  Sp-i  af, «  0 

jedesmal  folgen,  dass  auch: 

Äf  —  BpX^^O 

und  —  sofern  nur  ^  a;,  |  >  0  augenonmieu  wird  —  auch  um- 
gekehrt.   Alsdann  hätte  man  aber: 

-^-^  =  4^  (nämlich  ==  x,), 

190a  SltxQogab.  d.  iiuUi.-ph7«.  CL  81 
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was  in  Folge  der  Voraiusetzung  |ar|>0  uninö glich  ist. 
Schliesst  man  also  den  Fall^,  ^0  Torläufig  aus,  so 
genügt  die  Existenz  der  Bedingung  (b)  schon  in  dem  folgenden 
Umfange : 

(B)        1^^  — Ji«a^|>0   für /*  =  l,2,...(|>--2), 

sodass  dieselbe  biernach  überbaupt  erst  für  in  Betracbt 

kommt. 

Angenommen  nun,  man  habe  (falls  p^^)  für  ein  oder 
mehrere  specielle  ^  « i» : 

(26)  A^  —  J8^x^^0   d.  h.  iC«  =  a;„ 
so  folgt  aus  Gl.  (19),  dass  allgemein: 

(27)  Jrxp+«»jp,,    also  auch:  lim  jSi|,4.4n«;e,, 

während  für  alle  Ton  m  Terschiedenen  ju  die  Beziehung  Terbleibt: 

(28)  lim  Kip^^  —  a:,. 

Hat  also  irgend  einer  der  ersten  (p  —  2)  Nälierungsbrüche 
den  Wert  x^.  so  gilt  das  gleiche  von  allen  denjenigen  K^, 
deren  Index  um  ein  Multiplum  von  j)  grösser  ist,  während  die 
Folge  der  übrigen  nach  x^  conrergirt 

Was  den  oben  zunächst  ausgeschlossenen  Fall  x^  —  O  be- 
trifft, so  bemerke  man,  dass  derselbe  nach  Gl.  (25)  nur  dann 
eintreten  kann,  wenn: 

(29)  ^p=0. 

Nun  nimmt  aber  für  =  0  die  Gleichung  (1)  die  fol- 
gende Form  an: 

(30)  Bp^i +  (ü;.  —  Äp^j)  a; «  0, 

und  zwar  bat  man  (wegen:  Ap^i  JJp  —  Ap  Bp^\  =  —  4  P  ^  0) 
hierbei  stets: 

und  auch: 

\Bp  -  -V,.>0 
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(da  die  Annahme:  Bp  —  Äp-i  =  0  auf  den  Fall  einer  DoppeU 
wurzel  dp  SS  0  führt,  also  unter  P  gehört).  Sodann  wird: 

(31)  entweder:     =  0,   oder:  a;  =  — -  — ' 
und  daher 

(32)  entweder:  Ap-i  —  Bp^iX  =  Äp^i, 

oder:  Ap-i  —  Bp-i  x  =  Bp, 

Um  jetzt  die  Convergenz-Bedinguug  (a),  nämlich: 


Ap^\  ~~  Bp — 1 
Ap-\  —  Bp-\ 


<1 


(deren  Herleitung  in  keiner  Weise  auf  der  Voraussetzung 
{ >4p  I  >  0  beruhte,  also  auch  für  0  giltig  bleibt)  zu  er- 
füllen hat  man  also  zu  setzen: 


<1, 


(33)  ...  =  0,  wenn:  |^^-^ 
dagegen: 

(34)  x^^^^jY^,  a;,  =  0,  wenn:  | 1  >  1 . 


Im  ersten  Falle  convergirt  also  der  Kettenbruch  nach 
sss  0,  wenn  noch  die  Bedingung  (B)  in  dem  dort  bezeich- 
neten Umfange  besteht  (da  ja  hier  die  Nebenbedingung  |    |  >  0 
erfüllt  ist).   Im  zweiten  Falle  ist  der  Kettenbruch  niemals 
eonvergent,  da  ja,  wegen  Ap  =  0,         0,  stets: 

(35)  Ap  -  BpX^  =  0,  d.  h.  Äi^av*  Ö 

wird,  sodass  also  der  durcli  Gl.  (27),  (28)  charakterisirte  Di- 
Tergeuz-Fail  eintritt;  d.  h.  man  hat: 

(36)  limiCLp==a?,=0,  im  übrigen:  \imKxp^^=x^^-^  *- 

As«  i=»  -Dp-X 

(sofern  nicht  gerade  /i  eine  soklie  Zahl  tn  bedeutet,  für  die 
ebenfalls  noch  Am  —  5«,     =  0  wird). 

Hiemach  ergiebt  sich  also  das  folgende  Gesammtresultat: 

81» 
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l\    Ist:    |Pp_i|>0,    |I>|>0,  |^l>0, 

so  sind  die  Bedingungen  (A)  und  (B)  mthuendUj 
und  kumichvnd  für  die  Convcrgenjs  des  rein  peri- 

odischen  Kettenbruches  I  ^  I     ,  und  zwar  hat  man: 

WO  VD  den  Hauptwerth  bedeutet  und  c  =  4:  1 
vermöge  der  Ungleichung  (21)  eindeutig  be* 
stimmt  ist. 

Im  Falle      =  0  hat  man'): 


wenn: 


während  der  Kettenbruch  üvergirt, 


<1, 


wenn: 


>1. 


Der  Vollständigkeit  halber  sei  noch  erwähnt,  dass  die 
Conyergenz  des  Eettenbruches  nicht  alterirt  wird,  wenn  unter 

den  Näherungsbrücben  K,,  =  1, -  -  ■  P)  t^iner  oder  mehrere 
durch  das  Verschwinden  des  Nenners  B„  sinnlos  werden. 
Angenonimen  nämlich,  es  sei  für  ir*;t  iid  ein  bestininites  ii  ■=  n: 
0  (in  welchem  Falle  dann  allemal:  |  ^  >  0),  so  folgt 
aus  61.  (19): 

(37) 


Ji-ip^H   


')  Beispiel:   Für  den  unendlichen  IsLetteubruch  mit  der  drei- 
gliedrigen Periode: 

U  '  ft.  *    1  / 

bat  man: 

>t  2  =  rti  6a    £j  —  «2  -J-  6|  &g 

^Is  —  0  —  aj. 

Der  Kettenbruch  convergirt  also  nach  Null,  wenn 
d. h.  '  <»» i  —  [ Ol (> 0. 
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sodass  alle  Kip+u  für  A  ^  1  endlich  und  bestimmt  ausfallen 
und  lim         =  wird. 


lät  D  »  0,  80  hat  man : 

(38)  {Ap^i—Bi)*=-'4ApBp^i  andeis  geschrieben:  S^^iP 

(also  si(  li«  r:  .S  j  >  0).  Die  Ix  idm  Wurzeln  der  quadratischen 
Uleichung  (i)  fallen  dann  in  die  eine  zusammen: 

(39)  .  =  l^.-f^=__^^-^^. 
und  es  wird  daher: 

so<lHSi>  (jrl.  (12j  8ich  zunächst  in  die  Form  setzen  läsät: 
(41)  H-x  =  ^±^^.{h-x). 

Subtrahirt  man  auf  beiden  Seiten  (Ä  —  x)^  so  wird: 


Vi 


(M  —  x)'{h^  x)  (nach  Gl.  (41)) 


(42)     =  —      --^^  -      .  (//  -  X)  .  (Ä  —  X)  (nach  GL  (40)). 

HiVraus  findet  man  wieder  für:  h  —  Ky^p,  also:  H—Ky^ 
die  Hecursionsformel : 


(43)         -  iE^p  -  -         (Ä.  -  X)  (jK^p  -  «) , 


aus  welcher  zunächst  hervorgeht,  dass  für:  Ky-p  —  X—  U  auch: 
Kp — x  —  (^  (nämlich:  K,^Kp-.p)  wird  und  umgekehrt. 

Ist  also  K,-f  —  X  von  Null  Terschieden,  so  gilt  das 
gleiche  von  K,  —  x^  und  man  kann  also  in  diesem  Falle 
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Gl.  (4H)  durch  Division  mit  (Ay  —  o;)  •  (Kp-p  —  a:)  in  die  Form 
setzen : 

sodass  sich  durch  Substitution  von  psss  p-\-  ju,2p  /i,  ...kp-^ii 
und  Addition  der  betreffenden  Qleichungen  eigitbt: 

A;i^^,(  —  X      JLfn  —  X 

also  schliesslich: 
und: 

(47)  lim  Kip^ft  =  a;. 

Ist  andererseits  für  ir*reii(l  ein  u  —  m:  jr„,  —  .r,  so  folgt 
auf  Grund  der  oben  t^eniuchteu  Bemerkung,  dass  .luch:  A^^,^.^  =  a?, 
sodann:  Agp^-m  =  x  u.  s.  f.,  d.  h.  man  hat  in  diesem  Falle: 

(48)  lim  Kip^m  =         «  X, 

lila« 

Wird  femer  für  irgend  ein  fi^n:  Kh  sinnlos,  also  0 
(wobei  dann  sicher  |  ^„  l  >  0),  so  folgt  aus  Gl.  (46): 

(49)  JEÄp+„  =  X     ^  - ,  also  ebenfalls:  lim  A^p+n  x. 

Betrachtet  man  schliesslich  noch  den  speciellen  Fall : 
Ap=^{)  (wobei  dann:  \Ap-i'>0,  7?pj>0),  so  wird  hier 
nach  Gl.  (38)  auch:  Ap^i  —  j&p  =  0  (also:  S=2  Ii,,),  d.  h.  die 
quadratische  Gleichung  (I)  reducirt  sich  auf  die  folgende: 

(50)  i?p_,a;»  =  0 

mit  der  Dojjpelwurzel  x  ~  0.  Die  zuvor  an<restellten  Betrach- 
tungen behalten  dann  durchweg  ihre  Gültigkeit,  man  hat 
lediglich  in  Gl.  (42)  —  (  fO)  a;  «s  0  zu  setzen  und  findet  in 
jedem  der  betreffenden  Fälle: 

(51)  lmiA^,,  =  0. 

As« 
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Hiernach  ergiebt  äch  also  der  Sats: 

l\    Ist:        IJ9p  .,  .>0,  2>  =  0 

in  jedem  Falle  gegen  den 

Werth: 

und  man  hat  specieli: 

a?=0,  falls;  ^  =  0, 

E»  bleibt  jetzt  noch  <!•  r  Fall  zu  betrachten: 

IL  Bf-x^O, 

Aus:  .'Ip  Z^p -1  —  Ap-\  -Bj,  =  —  P,  wo:  |  P ,  >  0,  folgt  dann, 
dass  allemal: 

(52)  M,-.ii>0,  ii^j>0. 

Der  Werth  x  des  Kettenbruches,  falls  derselbe  Oberhaupt 
convergiri,  hätte  hier  der  Relation  zu  genUgen: 

(53)  t>  =  äi±^lzi£ 

Up 

sodass  an  die  Stelle  der  quadratischen  Gleichung  (I)  die 
folgende  lineare  tritt: 

Für  die  weitere  Untersuchung  sind  nun  folgende  Unterfälle 
zu  unterscheiden: 

II»    \Ap\>0,  iß,-A,.i\>Q, 

Man  hat  also: 

A 

(54)  x=^jz     ^.      d.  h.  endlich  und  Ton  KuU  Terschieden. 
Da  sodanOf  wegen  JB^^i  »  0,  die  Beziehung  besteht: 

''''  if-' 
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so  folgt: 


d.  h. 

(58)  JGT-  a? «  Jlf  •  (Ä  -  «),  wo:  Jf « 

und  hieraus,  analog  wie  im  Falle  I*: 

(57)  K^^^x^M''{Kf,-^x)  0*«1,2,...|»). 

Hieraus  erkennt  man,  dass  der  Kettenbrucli  sicher  diver- 
girt,  wenn  3/1  >  1  (wobei  der  Fall  M  =  1,  d.  h.  Bp  —  Ap^i  =  0 
auf  Grund  der  Voraussetzung  vorliiutig  noch  ausgeschh)sseü  er- 
scheint). Aber  auch  im  Falle  {  Jf  |  <  I  findet  Divergenz 
statt.    Hier  wird  zwar: 

(58)  lim  Kip^ft  =  Xt 

sobald  II  einen  solchen  Index  bedeutet,  ffir  welchen  eine 
bestimmte  Zahl  vorstellt.  Dagegen  wird  iC^i^.^  für  jedes  X 
gleichzeitig  mit  iC^  sinnlos,  und  da  dies,  wegen  l^p-i  =  0, 
für  fi^  p  —  1  sicher  (eventuell  auch  noch  für  andere  Werthe 
von  fi)  der  Fall  ist,  so  enihiüt  die  Folge  der  Näherungsbrfiche 
Kjip^ft  allemal  unbegrenzt  yiele  sinnlose*),  sodass  also 
der  unendliche  Kettenbruch  als  divergent  bezeichnet  werden 
muss*). 


M  Dit.<  wurde  von  Herrn  Landsbeig  (a.  a.  0.  p.  237)  übersehen, 
süilasd  i'r  in  d*'in  betrefl'i'mlcn  Falle  Convergenz  deducirt. 

^)  Beispiel:  Der  Kettenbruch  mit  der  Sgliedrigeu  Periode: 


Man  hat: 
und  allgeineiii: 
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Da  hier  Ap^i  =  JJp^  so  lässst  sich  Gl.  (54)  in  die  Form 
setzen: 

(59)  Äp  +  Bph  ^  ^  ^  A 

Jfp  Mp 

sodass  sich  ergiebt: 

(60)  Ei,+,  =      +  X  .  ^, 

d.  h.  der  Eettesbrudi  dirergirt  nach  os  (mit  dem  Vonceichen 


von 


IK  Ap^O, 
Man  hat  hier  aus  Gl.  (54): 

(61)  ir=      .  h 

und  daher: 

(62)  =  (^^^-'J-Ä,,. 

Der  Kettenbruch  ist  also,  wie  auch  I  —j?^  j  beschaffen  sein 

möge,  schon  ;ius  dem  Grunde  divergent,  weil  die  Heihe  der 
Näherungsbrüche  unendlich  viele  sinnlose  (nämlich  für 
fA=p  —  l)  enthält. 


Da  hieraaeh  der  Kettenbruch  im  Falle  £p-i  0  allemal 
divergirt.  so  kann  man  schliesslich  die  gefundenen  Ergeb- 
nisse in  folgender  Weise  zusammenfassen: 

Für   die  Convergena   des  rein  periodischen 
Kettenbruches  mit  der  ^-gliedrigen  Periode 


'  "  '  ^)       nothwenekg,  dass: 
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[l]  !B,_,|>0.  •) 

Diese   Bedinguii»^^   ist   auch   hinreichend,  wenn: 
I)z=z(Ap-i--Bpy-i-  iApBp-i  =  0  und  man  hat: 

\a.Y='^_Ap-i—Bp 

Ist  dagegen  jD>0,  so  ist  weiter  mthwendig,  dass: 
[2]      !^^(^)!>^   (wo:  6'=        +  ») 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  lässt  sich  e 

(wo  e  "B  +  l  und  YD  den  Hauptwertb  der  Quadrat- 
wurzel bedeutet)  eindeutig  so  fixiren,  dass: 

sodass  also: 

^  __Ap-i  —  Bp-\-e'VD  Ap^i  —  Bp^i  VD 

 2^p-i  "       '    »~  2Bp~r 

dnäeuüff  bestimmte  Zahlen  vorstellen.  Im  Falle 
;  i  >  0  convergirt  alsdann  der  Kettenbruch 
gegen  den  Werth  x^,  sofern  /><2,  wahrend  für 
j?>3  noch  die  folgende  Bedingung  als  nothtcendig 
und  hinreichend  hinzutreten  muss: 

[3J      |^^-S^ar,|>0   Cu  =  1.2,...(j»-2)). 
0  Ist  1>  =  If  80  hat  man  nach  üblicher  Weise  za  aetcen: 

«odaw  also  die  fragliche  Bedingung  hier  stets  eo  ipso  etftUt  ist.  Im 
flbrigen  hat  man  in  diesem  Falle: 

2}  Die  Bedingung  [2]  Iftsst  sich  mit  Rücksicht  anf  Gl.  (34«),  (24 
anch  folgendermaassen  fonnnliren: 

Es  darf  fteifts  Relation  bestehen  von  der  Form: 

Saz-4i>i'  (0<t><l) 
oder  anders  geschrieben: 

i>«-49P  (0<if<l). 
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In  dem  besonderen  Falle  Aps^O  lägst  sich  die 
Bedingung  [2]  durch  die  folgende  ersetzen: 


und  luan  hat  alsdann  x^=-  0  als  Greuzwerth  des 
Kettenbruches. 

Sind  S  und  D  reell,  was  offenbar  insbesondere  stets  der 
Fall  ist,  wenn  die  a„,  h,  durchweg  reell  sind,  so  besteht  offen- 


i)>0  ausschliesslich  dann,  wenniS>=0;  dagegen  im  Falle 
D< 0  für  jedes  8. 

Da  andererseits  im  Falle  i>>0,  {iS'{>0  von  den  beiden 
Werthen  des  Ausdruckes 

6'  +  £  .  y  i)    (wo  jetzt:  VD  >  0) 

derjenige  der  numerisch  grössere  ist,  bei  welchem  f  gleiches 

Vorzeichen  mit  S  besitzt,  also:  e  =  -^r  gesetzt  werden  kann, 


so  gewinnt  man  hier  die  folgende  einfachere  Formuiirung: 

Sind  S,  D  reell  (eventuell  aüch  NiiU),  so  ist  für 


Diese  Bedingungen  sind  auch  hvnreichend  im 

Falle  /)  =  0»)  uud  für  i><2  auch  im  Falle  i>>0, 
und  man  hat: 


^}  Die  hedingnng  |    '  ^  0  ist  in  dieaem  Falle  stets  eo  ipso  er- 
fUlt:  s.  61.  (38),  p.  476. 


bar  die  Divergenz- Bedingung 
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Im  Falle  ist  jedoch  noch  erforderlich, 

dass: 

wo: 

1     f  8  \ 

^  =  2  ^  { ^ " "  iTi  •     )  • 


§  8.  Der  einem  rein  periodisclien  Eettenbmche 
oonjngirte  Eettenbmch. 

Bedeutet  iC einen  uueudiichen  rein  periodischen  Ketten- 
brach  mit  der  |)-gliedrigen  Periode        . . .       so  soll  als  zu 

K  conjugirt  deijenig©  unrein  periodische  Kettenbruch  K' 
bezeichnet  werden,  welcher  besteht  aus  dem  Anfangsgliede  hp 
und  einem  rein  periodischen  Kettenbruche  mit  der  Periode 

(63)  Jr^(6,;g^,...J,^,...). 

Für  den  Fall  «  1»  in  welchem  diese  Definition  keinen 
Sinn  besitzt,  hat  man  zu  setzen: 


(64) 


JT-^^i,;  d.h.  -=h,-VK, 


Wenn  nun  in  dem  zuletzt  bezeichneten  Falle  der  Ketten- 
bruch  K  überhaupt  convergn  t,  so  hat  man*): 

f  ii:,=4(J,+€.l/« +4^1)»  wenn:  |>0, 

(65) 

l  bezw.  K=^x  ^i^j,  wenn:  />i-j-4aj  =  0, 

und  daher: 

(66)  i         ^'=-4(^i-^Ki'j-f  4  a,)  d.h. 

l  bezw.  JT'  =  —  I  ftj  d.  h.  =  —  X. 


Vgl.  p»  480>  Ftumote  l). 
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Um  nachzuweisen,  daes  ein  ganz  analoger  Zusammenliang 
zwischen  K  and  K'  auch  fttr  j?  >  2  stattfindet,  schicken  wir 
zunächst  die  folgende  Hfllfsbetrachtung  yoraus.   Setzt  man: 

SO  folgt:  ^ 

'S 

und  umgekehrt. 
Substituirt  man: 

so  wird: 

und  zuuächst: 


vice  versa. 


Angenomniei],  es  bestehen'  fiir  irgend  ein  bestimmtes  n 
allemal  gleichzeitig  die  beiden  Keiationen: 


(69) 


so  folgt  durch  die  Substitution : 
zunächst : 


und: 
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also  schliesslich: 

Damit  ist  aber  die  Allgemeingülti^eit  der  BexiehuDgen 
(60)  erwiesen,  da  deren  Richtigkeit  filr  »  »  2,  3  bereits  er* 

kannt  wurde. 

Setzt  man  jetzt  in  ül.  ^ti^) 

(70)         n^p>2,   H^^ff,   JS^  =  6,— A', 

so  ergeben  sich  ali>  allemal  gleichzeitig  bestehend  die  Be- 
ziehungen : 


Zugleich  besteht  dann  aber,  falls  D  >  0,  zwischen  h' 
und  if  die  folgende,  aus  Gl.  (10)  und  (14)  für  -  IT, 
As  —  A'  hervorgehende  Relation : 

(72)  *=Jf->fr^  *      wo;  J£  = 

Bezeichnet  man  jetzt  die  Xäherungsbrüche  des  oben  mit 
K'  bezeichneten  unrein  periodischen  Kettenbruches  mit 

j  • 

Kr='^    (v  «  0, 1,  2, .  .  .  .), 

sodass  also  insbesondere: 


(73) 


V^"'  V-i'  ^pJ' 
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80  hat  man  ffir  v^pi 

(74)  ••■v:£-;)' 

aisOf   wie  die   Vergh  icliuug  mit  (71)  zeigt,   h'  =  Ky  für: 
=  JEr^p'    la  Folge  dessen  ergiebt  sich  aber  aus  Gl.  (72): 

und  liieraus,  aualog  wie  in  §  1: 

^76)    |€±a±S^Jl/..JiJ?»    (;x  =  0,l,...(ii-l)), 
also: 

(77)  JC;,+,— 

und  daher,  falls  |  Jif  |  <1: 

(78)  lim  A'i,4.^  =  — a;,, 

sofeni  noch  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

(79)  \  A'f^-\-  B'f^x^\>0^  zunächst  für:  /i  =  0,  1, .  . .     —  1). 

Ks  ISsst  sich  aber  auch  hier  wiederum  zeigen«  dass  diese 

Bedingung  für  die  beiden  letzten  Werthe  =  jp  —  2,  ^  —  1 
nicht  in  Betracht  gezogen  zu  werden  braucht. 

Um  dies  nachzuweisen,  hat  man  nur  iiji,,  B'^  fQr  2, 
p  —  1  durch  entsprechende  A^^  Bft  auszudrücken,  was  auf 
folgende  Weise  geschehen  kann.   Setzt  man: 

 —  Ap^\  It  -\-  Ap 

—  Bf-i  k  -j-  Bf' 

so  folgt  aus  61.  (71): 
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Andererseits  ergiebt  sieh  aus  GL  (80): 

und  daher,  dnreli  Combhiatioii  to>  GL  (,S1),  (%2),  fllr  r  v  0 
besw.  f  =  0: 


U'*'         •••».•  ft,J-B;-, 


Da  aber  aus  den  Beziebungeu: 

resultirt,  da»  Ap^  A^^i  fortDsl  (d.  k  ftr  ganz  beliebige  o», 
den  grössten  gemeinsamen  Tbeüer  a,,  dagegen       und  J^.i 
Überbanpt  keinen  gemeinsamen  Tbeiler  besitzen,  so  folgt  aus 

Gl.  (83): 

toA\  Ap-2  __  ^  '  '  ""^r        Af,-\  Bp 

Da  ferner  x^  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung  (I) 
(p.  4  66),  80  hat  man: 

(85)  (B,-^B,^iX,)'X^^Ap-j-Ap^iX,, 
also  mit  BerOckBichtiguDg  von  Gl.  (84): 

(86)  (ili-,  +  Bi^i  X,) .  X,  «  (^;-,  +        a:,) .  a, . 

Daraus  erkennt  mau  über,  dass  die  Beziehung: 

-H  it.,  ar»  =  0 

allemal  die  folgende: 
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nach  sich  ziehen  wttrde  und,  sofern  nur  |  o^j  {  >  0,  auch  um- 
gekehrt:  man  hätte  dann  also:  -fj7~=      ~«  was  wiederum 

Jjp—\       -/>p— 2 

uiiinüglich  ist.  Da  andererseits  im  Falle  .r,  =  u  nach 
Gl.  (85)  auch  A,,  =  0  sein  muss,  so  ergiebt  sich,  wenn  man 
den  Fall  Aj.  =  0  vorläufig  ausschliesst,  dass  die  Bedinpfung 
(79)  in  der  That  nur  für  /*  —  0,  1,  ...  (p  —  3)  gefordert  zu 
werden  braucht,  sodass  sie  also  überhaupt  nur  fUr  |f  >  8  in 
Betracht  kommt. 

Was  sodann  den  vorlanlig  aus^c  cblossenen  Fall  Ap^O 
betrilit,  so  hat  man  nach  Gl.  {ß'6)  zu  setzen: 

Ap-i 


^  Ap^i  —  Sp 

X.  =  0,  X.  s=  -~=  wenn: 

Jip-i 


Bp 


<1, 


Bp 


und  somit: 

(87)  Ap  -h  Ap  .,  X,  =  0,    a.  h.  A'p^t  -f  ^  0, 

sodass  also  in  diesem  Falle  die  Bedingung  (79)  ftlr  ju  =  j)  —  2 
nicht  erfttUt  ist  und  der  Kettenbruch  K'  daher  divergirt. 

Dagegen  hat  man  nach  Gl.  (34): 

Ap-\  —  Bp  - 

—  —  ^  ,  a;-  =  0 ,   wenn ; 

JtSp-t 

also  J?j>0:  der  Ketteni)riu Ii  K'  conver^irt  also  in  diesem 
Falle  nach  — a;,  =  0,  solern  nur  die  Bedingung  (70)  für 
/*  =  0,  1,  . .  .  (j?  —  3)  erfüllt  ist.  — 

Ist  jetzt  D  =  0,  so  tritt  an  die  Stelle  von  61.  (72),  die 
folgende,  aus  61.  (42)  durch  Substitution 

h  ■=  —  h'  hervorgehende : 

(88)  h  -H-  ^-I!Tzl^h■  +  x)■(J^+^)  (wo:  •^  =  ^^"^_f^, 

sodass  für:  H'  =  K'^-py  also:  //  =  A';  (s.  Gl.  (71)),  sich  ergiebt: 

(89)  K,-K',  .p=  -.V(A';  +  x)\K^p-\-  x)  ^wo:  A'==  -^f') 
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und,  fiü]s  -|-a:,>0  und  somit  auch  |JK;  +  ir  '>0: 

Daraus  folgt  dann,  genau  wie  in  §  1,  I**: 

(9n  —  =  - -  +a2ir 

und: 

(9-)  lim  ÄIrtii=s  — x\ 

las« 

L>t  aber  iür  irgend  ein  u  =  »< :  Ä'.'»  -f  ar  «  0,  so  folgt 
aus   Gl.  (89),    das-    A':^  ,  =       =  —  x,    und  allgemein: 
^ip+m  ^  —  £Ci  alfiu  auch : 
(93)  lim  ÄipHi  =  — 

As« 

Dieses  Resultat  gilt  auch  wiedenim  noch  in  dem  beson- 
deren Falle  Af  »0,  d.  h.  ar »  0.  Die  vorstehenden  Ergebnisse 
lassen  sich  ako  in  folgender  Weise  zusammenfassen: 

Ist  ji>,>0  und  convergirt  der  Kettenbruch 
K  nach  x*,,  so  convergirt  — K'  nach  a:,,  sofern 
ffir  j)>3  noch  die  Bedingung  erfflUt  ist: 

,/i;-hi?;a:ji>o  (/i  =  o,  3)). 

Nur  im  Falle:  /4p  =  0,  .  <  i?,,     in  weicht  m 

K=^0  wird,  ist  K'  (livrijpnf:  während  für:  vlp— 0, 
\Af.x^>\Bp\  2war  K  divergiri,  dagegen  K*  nach 
0  convergirt. 

Ist  !  D  —  Ü  und    Bf-i   >0,  so  hat  iiuiu: 
K  =     K'  =  X  d.  h.  =  -^V^^''- 
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Oeffentliche  Sitzung 

zu  Ehren  Seiner  Königlichen  Hoheit  des  Prinz- 
Regenten 

am  14.  November  1900. 


Der  P^ident  der  Akademie,  Herr  K,  A.  r.  Zittel,  er« 
öffnet  die  Festsitzung  mit  einer  Bede:  „Ziele  und  Aufgaben 
der  Akademien  im  20.  Jahrhundert",  welche  in  den 
Schriften  der  Akademie  erscheinen  wird. 

Sodann  verkündigten  die  Classensekretäro  He  Wahlen  und 
zwar  der  Sekret&c  der  U.  Glasse,  Herr  0.  v.  Voit,  die  der 
mathematiseh-physikiiltschen  Olasse. 

Von  der  niathematisch-j)hjsikalischen  Cla«se  wurden  ge- 
wählt und  von  Seiner  Königlichen  Hoheit  dem  Prinz- Re- 
genten bestätiget: 

1.  zum  ordentlichen  Mitgliede: 

Das  bislierige  ausserordentliche  Mitglied  Dr.  Wilhelm 
Conrad  Röntgen,  k.  Geheimer  Rath  und  Professor  der  Physik 
an  der  Universität  zu  München; 

H.  zum  ausserordentlichen  Mitgliede: 

Dr.  Siegmund  Günther,  Professor  der  Erdkunde  an  der 
techui:>chen  Hochschule  zu  München; 

32* 
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in*  ZU  correspoudirendeu  Mitgliedern: 

1.  Dr.  Otto  Btttschli,  Professor  der  Zoologie  an  der  Uni- 
versität zu  Heidelberg; 

2.  Dr.  Wilhelm  His,  k.  Geheimer  Rath  und  Trotesbor  der 
Anatomie  an  der  Universität  zu  Leipzig; 

3.  Henri  Foineare,  Professor  der  mathematischen  Physik 
an  der  Facult^  des  scienoes  zu  Paris; 

4.  Dr.  Otto  Stolz,  Professor  der  Mathematik  an  der  Uni- 
versität zu  luasbruck; 

5.  Dr.  Hugo  deVrieSf  Professor  der  Botanik  an  der  Uni- 
yersität  zu  Amsterdam. 

Hierauf  hielt  das  ausserordentliche  Mitglied  der  histori- 
sclien  Classe,  Professor  Dr.  TT  ans  Kiggauer,  die  Festrede: 
«Ueber  die  Entwicklung  der  Numismatik  und  der 
numismatischen  Sammlungen  im  19.  Jahrhundert", 
welche  ebenfalls  in  den  Schriften  der  Akademie  Terdffentlicht 
wird. 
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bilzung  vom  1.  Dezember  1900. 

1.  Herr  F.  Lindemann  macht  oinc  Mittheiluug:  »Zur 
Theorie  der  nntomorphen  Funktionen  iL* 

2.  Herr  H.  JBbkbt  hält  einen  Vortrag:  »Ueber  die  Er- 
gebnisse zweier  zum  Zweck  der  Untersuchung  des 
elektrischen  Zerstreuungsrermögens  in  den  oberen 

Schichten  der  Atmosphäre  augeätellten  Luftballon- 
fahrten.* 

3.  Herr  Seb.  Fin8tebwald£B  berichtet  über  eine  Unt=er- 
suchung:  »Ueber  die  innere  Struktur  der  Mittel- 
Moränen.* 

4.  Herr  A.  PamossE»  berichtet:  ,üeber  einen  Funda- 

mentalsatz  aus  der  Theorie  der  doppelperiodischen 
F  unk  tionen." 

5.  Herr  K.  Hertwig  legt  eine  Abhandlung  des  Privat- 
dozenten an  der  hiesigen  Universität  Dr.  Otto  Maas  yot: 
«Ueber  Entstehung  und  Wachsthum  der  Kieselgebildc 
bei  Spongien." 


Digitized  by  Go  ^v,i'- 


493 


Zur  Theorie  der  automorphen  Functionen  IL 

Ton  F.  Lindemann« 

Bei  AbfaSBUng  meines  Aufsateea  über  automorphe  Func- 
tionen (diese  Sitzungsberichte,  1899,  Bd.  39,  Heft  US)  war  mir 
eine  Stelle  in  einem  Aufeatze  von  Ritter  Uber  automorphe 

Functionen  vom  Geschlechte  Null  (Math.  Annaltii  Bd.  41, 
p.  5*)  ttV)  oiitgangtMi,  auf  die  ich  inzwischen  in  dankenswiTtlur 
Weise  aufmerksam  ji^emacht  bin.  Hier  weist  Ritter  nach, 
dass  die  Summe  der  Polygonseiten  (d.  i.  die  buinnie  der  Um- 
fange aller  Fundamentalbereiche)  nicht  convergiren  kann, 
wenn  die  Grenzpunktc  sich  längs  irgend  welcher  Curven  (wie 
z.  B.  am  Hauptkreise  bei  Gruppen  mit  Hauptkreis)  häufen; 
dazu  bemerkt  er,  dass  fQr  diese  Fälle  die  Reihen  £  fl  Qs)  nicht 
convergiren  können.  Herr  College  Fr  icke  war  so  gütig,  mir 
einen  Beweis  für  diese  Bemerkung  mitzutheilen,  der  mit  Hülfe 
der  von  Poincar^  bei  seinem  Beweise  benutzten  Ungleichungen 
leicht  zu  führen  ist  (vgl.  unten  den  iSchluss  der  vorliegenden 
Arbeit). 

Der  an  der  Spitze  meiner  Untersucliungen  steiiend«-  Hesuas 
bezieht  sich  nun  nicht  auf  die  Reihe  /*,'  (z)^  sondern  zu- 
nächst auf  die  Reihe  /7  (^) ;  aus  ihr  hatte  ich  die  Convergenz 
der  Reihe  ^if((js)  —  fd  (j^of)  ^wrch  Integration  erschlossen, 
dabei  dann  allerdings  das  ergänzende  Glied  f{{a^  in  Folge 
eines  Irrthums  weiterhin  fortgelassen,  indem  ich  den  Werth 

-  mit  jT  verwechselte.  Dieses  Fortlassen  lässt  sich  aber  auf 
Ci  dt 

andere  Weise  rechtfertigen. 
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Im  Folgenden  habe  ich  <1on  früheren  Beweis  für  die  Con- 
▼ergenz  der  Keihen  £  f}  {g)  mit  grösserer  AuBfÜbrlicbkeii  und 
unier  Hinzttf&gang  mancher  Ergänzungen  wiederholt,  und  da- 
mit mein  frQheres  Resultat  bestätigt  gefunden.  Am  Schlüsse 
habe  ich  yersucht,  den  hierin  liegenden  Widersprucb  mit  der 
Ritter'schen  Bemerkung  aufzuklären. 

Eine  Substitution  der  gegebenen  Gruppe  bezeichnen  wir 
mit  fi(£)i  setzen  aho 

wobei  i  einen  Ton  0  bis  <x>  laufenden  Index  bezeichnete  £s  sei 
H(e)  eine  rationale  Function  ?on  dann  sei  die  Function 
O(^)  durcb  die  Gleichung 

(2)  0W  =  £W*W)[AWr 

(It'Hiiiit.  wo  nach  INiincaro  die  reelits  stehende  Keihe  für 
m>  1  .stets  absolut  coiivcifjirt,  allein  ausgcnoniiuen  die  Pole 
der  Function  M^^)  und  die  Pole  der  Functionen 

Letztere  konimen  nicht  in  Bctiaclit,  \renn  es  sieb  um  eine 
Öru})pe  mit  Hntiptkr»  is  liandelt,  denn  dann  liegen  sie  alle 
ausserhall»  dit  ses  Hauptkreises.  Die  Poincar^'sch©  Function  O 
genügt  der  (ileichung 

Unsere  Hauptautgabe  soU  es  sein,  die  Ueihe 

(5)         sr.w — 2S(j^7T^ 

zu  unioi. suchen.  Aus  (4)  erhalten  wir  durch  logarithmisches 
Differenziren ; 
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Die  Untersuchung  der  Reihe  (5)  können  wir  daher  auf 
die  Untersuchung  der  beiden  einzehien  Reihen 


über  die  Zahl  m,  als  Qber  die  in  ß  (z)  Torkommende  rationale 

(oder  transscendente )  Function  II  {z)  nocli  in  besonders  gün- 
stipfer  Weise  verfügen  dürfen.  Von  der  Zalil  w  hängt  auch 
die  Function  S  ab;  lassen  wir  also  m  vom  Sumniationsindex  i 
abhängen,  so  können  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
(7)  keine  gemeinsamen  Factoren  vor  das  Sumnienzeichen  ge» 
setst  werden.  Wir  können  eine  solche  Abhängigkeit  zwischen 
den  Zahlen  m  und  i  unbedenklich  einführen,  weil  die  Gleichung 
(6)  eine  Identität  ist. 

Nach  Poincare  ist  die  Reihe 


stets  convergent,  also  sicher  lim  fi  (C)  =  0.    Man  kann  dem- 

nach  eine  Zahl  J  so  bestimmen,  dass  für  alle  Werthe  von  ft, 
welche  grösser  als  j  oder  gleich  j  sind,  die  Ungleichheit 


erfOllt  ist.  Da  die  Reihe  (8)  gkichmässig  convergirt,  ist  die 
so  definirte  Zahl  von  C  nicht  abh&ngig;  sie  kann  so  gew&hlt 

werden,  dass  für  alle  Punkte  ^  eines  endlichen  Bereiches  die- 
selbe Zahl  j  genügt.  Der  Einfachheit  wegen  können  wir  uns 
hierbei  die  Substitutionen  so  geordnet  denken,  dass  dem  grös- 
seren absoluten  Betrage  von  fi  (z)  ein  kleinerer  Index  ent- 
spricht, ausserdem  aber  immer  f^{js)^z  gesetzt  wird.  Es  ist 
nur  2u  beachten,  dass  es  yielleicht  unendlich  viele  Substitutionen 
geben  wird,  denen  derselbe  absolute  Betrag  von  fi  {ss)  zukommt. 
Jede  Substitution  d  nemlich  hängt  von  vier  Constanten  a,>  5„  6*,,  dt 
ab,  die  durch  die  Bedingung  a,  (i,  —  6,  c<  =  1  an  einander  ge- 


(8) 


(9) 


abs  /;  ({)  <  1 
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knüpft  sind,  und  die  ausserdem  durrh  dir*  Hcdingung'Pn  df^r 
(nuj)pe  beschränkt  werden;  in  fl  kommen  aber  nur  zwei  Uon- 
stauten  (c,  und  di)  vor.  Dem  entsprechend  können  wir  jede 
Substitution  f,  auch  durch  zwei  Indices  fi  charakterisiren, 
Yon  denen  sich  X  auf  die  Qröeae  des  absoluten  Betrages  be- 
zieht, /A  aber  eine  irgendwie  festgelegte  Ordnung  bei  gleichem 
absoluten  Betrage  andeutet.   Es  wird  also 

(10)  L  ui      i.  ^'  f/i^  {')]', 

und  hier  ist 

(11)  S[/'v(«)j"'  =  J^.  [/:(-»)]-, 

wo  >^  einen  bestimmten  Index  i  bezt  ichnet  und  die  Anzahl 
derjenigen  Substitutionen  angibt,  denen  dieselben  Werthe  der 
Constanten  und  d,  zukommen.  Da  die  Reihe  (8)  convergirt, 
so  bat  die  rechte  Seite  TOn  (1 1)  für  jeden  Index  x  einen  end- 
lichen Werth;  es  ist  also  auch  Nm  endlich  für  jeden  end- 
lichen Werth  von  9c,  und  es  wird 

lim  =  0. 

MS« 

Die  von  uns  v»  rlaiijLjfte  Anordnuiit,'  der  frlieder  der  Reihe 
wäre  hieniHch  so  herzustellen,  dass  man  /.un.ichst  die  Doppel- 
reibe der  rechten  Seite  von  (lö)  bildet  und  dann  diese  in  eine 
eiulai  he  Reihe  verwandelt*  indem  man  die  auf  einander  fol- 
genden Substitutionen  mit  einem  einzigen,  stets  wach- 
senden Index  i  numerirt. 

Jedenfalls  kann  man  hiemach  den  Index  ^  so  bestimmen,  dass 

(12)  abs  A+t  (ö  <:  abs  /»(C)  <  1  für  /;  >j 
und 

(12«)  abs /••+,  (0  <  abs  /  •  (C). 

Die  zur  Construction  der  in  (2)  gegebenen  (9-Function 
benöthigte  Function  H(z)  bestimmen  wir  durch  die  Gleichung: 

(13)  n  i^)  -     /,  ior   -/,(:) ... .  (™  -  fj  OY  -  «), 

wo  j  den  soeben  durch  (12)  definirten  Index  bedeutet,  und 
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mit  a  eine  von  t  abhängige  Grösse  bezeichnet  wird»  die  der 
Bedingung  H'  (C)  «=  0  entspricht   Sei  also 

g         -  (0)   -  /,  (0) . . . .   -  />  (0), 

so  machen  wir: 

(14)  2  ff  (C)  •  (C  ~  a)  -i-  ff  (n  =  0. 

Hierbei  muss  angenommen  werden,  dass  </' (C)  von  Null 
verschieden  sei.  Wäre  aber  g  (C)  =  0,  so  hätten  wir 

zu  setzen,  und  dann  der  Bedingung 

(16)  [2gr(()-{(-ß)  +  9  (t)]  (f  -  a)  +  (C  -  /J)  i,  (f )  -  0 

ZU  genügen.  Bestimnit-n  wir  di**  (iriiase  ß  snif  ir<^t'nd  tiiie 
Weise  so,  dass  die  eckige  Klammer  der  linken  »Seite  von  Null 
verschieden  ist,  so  kann  auch  a  aus  dieser  Gleichung  berechnet 
werden.  Ist  gleichzeitig  </  (C)  =  0  und  y  (C)  =  0,  so  kann  in 
analoger  Weise  Abhülfe  geschaffen  werden.  Durch  Differentiation 
der  Gleichung  (2)  erhalten  wir 

(16) 

Setzen  wir  nun  ^  »  so  ist  sowohl  H{fk(C))  als  auch 
^'  ifk  (0)  gleich  Null  für  k^j,  ausgenommen  den  Werth  Ä  =  0. 
Es  wird  also 

(17)  e'  (c)  =  i;  m  H  (f,  (0)  i/i  (c)]— >  ß  (0 

Wie  ^jesa*^t.  denken  wir  uns  die  Zahl  m  von  der  Zahl  i 
abhängig,  iiiul  z,\sur  so.  dass  m  mit  i  ins  Unendliche  wächst. 
Wir  wählen  =  i,  und  setzen  dem  entsprechend  den  Index  i 
an  das  Zeichen        eä  ist  also: 


Digitized  by  CiOOgle 


498      SUiUMg  der  wtathrphys.  Olofie  vom  h  Detemher  1900, 


(18)  (C)  =  (ö  +  L  Hif,  (t))  if;  m 

Diese  Function  ist  keine  Poincare'sche  Ö-Function, 

denn  das  ArgunKüt  C  kommt  in  dem  Factor  H(f^{C))  des 
allgemeinen  Gliedes  nicht  nur  im  Argumente  fk{C),  sondern 
nach  (15)  auch  ausserdem  ezpiicite  vor.  Die  Function  Si(jBi) 
wird  nach  Poincar^  für  eine  gewisse  endliche  Anzahl  von 
Punkten  (die  mit  i  wächst)  in  jedem  Bereiche  gleich  Null; 
nnter  diesen  Punkten  ist  aber  C  nicht  enthalteut  denn 
wäre  C  für  alle  Werthe  von  i  ein  Nullpunkt  yon  Oiz),  so 
niüsste  S,(^)  auch  für  i  =  oo  gleich  Null  sein;  es  ist  aber 
nach  (9)  und  (18) 

(19)  lim  e,(0  «  Ä(C), 


und  S(C)  ist  im  Allgemeinen  Ton  Null  verschieden.  Der  Fall 
H(f)  =  0  soll  weiterhin  besprochen  werden. 

Vielleicht  könnte  es  för  ganz  specielle  Lagen  von  C  vor- 

kommen,  dass  (~)  iür  =  C  verschwindet;  aber  jedi  nfalls 
kann  die  Zahl  solcher  Stellen  in  jedem  Bereiche  nur  eine 
endliche  sein,  denn  wäre  sie  für  alle  Worths  unendlich  gross, 
so  müsste  sie  auch  für  i  =  ao  unendlich  gross  bltüx'ii,  was 
nach  (19)  offenbar  nicht  der  Fall  ist.  Diese  Darlegung  hatte 
ich  in  meiner  früheren  Arbeit  in  sehr  knapper  Form  ange* 
deutet,  den  entsprechenden  Satz  dann  später  bei  der  Correctur 
geändert,  in  der  Meinung,  ihn  zu  verbessern;  thatsächlich 
war  aber  dadurch  die  irrige  Bemerkung  hineingekommen,  dass 
die  Anzahl  der  Nullpunkte  der  Function  ßi  (C)  mit  wachsendem 
i  unendlich  gross  werde. 

Der  absolute  Betrag  der  Function  -^rp.  bleibt  hiemach 

für  alle  Werthe  von  i  stets  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  M: 

(20)  ab8^^^j<Jf. 

Wir  machen  nun  auch  in  der  durch  (7)  definirten  Reihe 
V  die  Substitution  m  =  i,  £  =     dann  wird 


« 
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(abs  <  ^  L  7  abs  (6»;  i^Cj  •  / V  (C)) . 


Setzen  wir  noch 


Pf-  S  -ff  (/i(C)) 

«I-  i:  J5r(/i(c)) 

so  sind  die  Reihen  P<  und  Q^,  welche  in  die  Gleichungen  (17) 
'einzuführen  sind,  nach  den  Poincar^^schen  Sätzen  für  alle 
Werihe  yon  i  convergent;  da  femer  nach  der  oben  getroffenen 
Festsetzung  Ober  die  Anordnung  der  Functionen    {s)  stets 

abs (0  <  »be /i  (^)  für  k>j 

ist,  öo  haben  die  beiden  Zahlenreihen 

Ftt   Prf+ii  P^+St  

Qii     Ci+I»  Qt+9i  

die  Eigenschaft«  dass  ihre  absoluten  Beträge  mit  wachsendem  i 
stets  abnehmen,  sich  also  für  i »  oo  endlichen  Grenzen  nähern.  Sei 

Fi  =  abs  P^,        =  abs  Qt, 

80  wird 

(abs  V),^ 

^^^^  <     L  [  P;  abs  (fj  (0)-^  +  \  (^i  abs  {fj  (0)'+'  j  abs  / ,  (C). 

Da  die  K«ihe  L(/i(ö)'+'  in  Folge  der  Forderung  (9) 

t 

sicher  convergirt,  so  folgt,  dass  auch  die  Reihe  Ffür  C 

sicher  convergent,  und  zwar  absolut  convergent  ist. 

Ausgenommen  sind  die  Punkte  ^  »  —  — ,  ffir  welche  die  Func- 

tionen  fi  (C)  unendlich  gross  werden,  welche  indessen  für  Func- 
tionen mit  ITiiuptkreis  (weil  ausserhalb  desselben  liegend)  nicht 
in  Betracht  kommen.  Ausgenommen  sind  auch  zunächst  noch 
die  Nullpunkte  der  Function  JI(C)' 
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Ütwas  umsifindliclier  gestalten  sicli  die  entspreehenden 
TJeberlej^unisren  fiBr  die  Reihe  welche  dürch  die  erste  Gleich- 
ung (7)  dt'üiiirt  war.    Damit  die  Gleichung  (^G)  erfüllt,  d.  h. 

sei,  muss  die  Function  ß  va  ü  ebensOr  wie  in  V  definirt  sein; 
es  muss  also  auch  jetzt  m  =  i  gesetzt  werden.    Wir  haben 

fÖr  J8r=:f 

(22) 

Die  in  ßi(js)  eingehende  Function  M{s)  müsste  wieder 
gemäss  Gleichung  (13)  und  der  Index  j  durch  die  Üngleiehung 
(9)  bestimmt  werden.    Diese  Forderung  bereitet  hier  einige 

Schwierigkeiten,  denn  in  6>,'  (/,  (C))  treten  die  Gr{^n  fi,  (f,  (0) 

an  Stelle  der  Grössen  f'k  (t)  .uil.  Es  niübbte  also  j  so  gewählt 
werden,  dass  für  k  ^  Jy  die  Ungleichung 

(2:^)  abs  n  (fi  (0)  <  1 

erfüllt  ist,  und  dadurch  wird  j  vom  index  i  abhäng^. 
besteht  nemhch  die  Gleichung 

(24)  ^(^(0)  =  ^^^, 

wenn  fu  (0  =  A  (ft  (0)  gesetzt  wird.  Um  die  üngleiehung  (2S) 
zu  befriedigen,  muss  also  j  so  gross  gewählt  werden,  das 

für  Ä  ^  ; 

(25)  abs  f  'u  (0  <  abs  /i  (C)  und  abs        (f)  <  abs  fp  (C) 

wird.  Für  ciKlIiche  Wertho  von  i  wird  man  dieser  Fordeinng 
durch  einen  endlichen  Werth  von  j  stets  genügen  köiuieu; 
mit  unendlich  wachsendem  i  wird  aber  auch  der  zu- 
gehörige Werth  von  j  unbegrenzt  zunehmen.  In  Folgt? 
dessen  wächst  mit  j  auch  die  Anzahl  der  Faetoren  Ton  H{i) 
in*s  Unendliche;  und  H(£)  wird  fVLr  j^co  durch  ein  nnend- 
liches  Product  dargestellt,  das  nicht  nothwendig  couTergent  ist 
Nach  den  bekannten  Sätzen  von  Weierstrass  und  Mittag- 
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Leffler  über  eindeutige  analytische  Functionen  können  wir 

indessen  dies  Frodiict  Juicii  Hinzufügen  vun  Exponentialfunc- 
tionen  zu  den  einzelnen  Factoie«  stets  convergent  machen. 
Wir  ersetzen  daher  die  Gleichung  (13)  durch  die  folgende 


wo  durch  Beisetzen  des  Index  i  daran  erinnert  werden  soll, 
dasB  für  jede  Function  ^«(«)  eine  andere  Function  Si(s)  zu 
bentitsen  ist   Hierbei  aei 


wo  die  ganzen  Functionen  gk  (js)  in  bekannter  Weise  zu  bilden 
sind;  und  zur  Bestimmung  Ton  a  diene  die  Gleichung: 


Nach  diesen  Festsetzungen  behält  auch  für  i  =  OD 

einen  endlichen  Werth. 

Von  den  beiden  Zahlen  welche  einerseits  durch  die 
Forderung  (9),  andererseits  durch  die  Forderung  (23)  bestimmt 
werden,  ist  jedesmal  die  grössere  auszuwählen,  welche  dann 
beiden  Ungleichungen  genützt.    Es  ist  sodann  auch  in  V 

die  frühere  Function  durch   die  jetzige  //,(:)  zu 

crsi  tzen;  im  übrigen  sind  die  i)l)igen  üeberlegungeu  zu  wieder- 
huien,  wodurch  wieder  die  Couvergenz  der  Reihe  (21)  erwiesen 
wird;  denn  die  Grössen  P,  und  Q,  bleiben  auch  jetzt  stets 
endlich,  wie  wir  sogleich  noch  sehen  werden. 

Dieselben  TJeberlegungen  genfigeu  jetzt  aber  auch 
f  flr  die  Function  U(C)'  Wir  definiren  eine  Zahl  j  (die  von  i 
abhängt  und  mit  i  in's  ünendliche  wächst)  durch  die  Un> 

gleichung  (23)  bezw.  (25),  (12)  und  (lii  j,  dann  die  Function 
//,  (-?)  durch  (26),  (27 j  und  (28);  ferner  setzen  wir 


(26) 
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\\m\  difse  Gleichung  soll  jetet  sowohl  fllr  die  Reihe  ü,  als 
für  die  Heihe  V  gelten.  Lassen  wir  s  mit  C  zusammenfallen, 
so  wird 


(29) 

und  in  Folge  vuu  (28) 


Bi  (ü) = H,  (C)  + 1;  u,  (A  (0)  1/;  ({)]' 


(30)  ©KC)-  L^//,(A(C))[/i.u)j'-vuc)+Li/;(/*(C))iyuc)]^^ 

Die  Function  S,  (t)  ist  im  Allgemeinen  von  Null  ver- 
stliH'den.  und  die  An/:ilil  der  Nullpunkte  ist  eine  endliche, 
so  lange  l  endlich  bleibt;  sie  wächst  vielleicht  in's  Unendliche 
mit  wachsendem  i,  bleibt  aber  discret;  denn  wir  haben  hier 

lim  ft(0«£r.(C), 

wo  nun  rechte  nach  (27)  ein  convergentes  unendliches  Product 
steht.    Es  lassen  sich  hieran  dieselben  üeberlegungen  an* 

knüpfen,  wie  oben  an  Gleichung  (19).  Es  gilt  somit  auch 
hier  die  Ungleichung  (20),  wi  tin  aia  Ii  für  M  jetxt  vielleicht 
ein  anderer  Werth  gewählt  werden  musä.    Ferner  ist 

(31)  abs  U{s)<MXt\  abs  L  ^.  (/.  U))  /  i  (0'+']. 
Setzen  wir 

A = S  Ä  (A  ifm)  \r  S  in!]"'«  ffi  (0). 


80  sind  die  Reihen  Ri  und  Si  für  alle  "Werthe  von  i  convergent 
Da  nemlich  die  Functionen  Hf(A(/;(C)))  und  HlifkifiiO)) 
gewisse  endliche  Werthe  nicht  Uberschreiten,  so  genttgt  ea, 

die  Reihe 


•-1 


i/j  (/T(s:j). 

zu  untersuchen.   Wir  betrachten  zunächst  die  Reihe 
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welche  zu  obiger  Fuuction  I*i  iu  derselben  Beziehung  steht, 
wie  Äi  zu  Ei. 

Da  i  >  2  ist,  so  sieht  rechts  eine  stets  absolut  conyergente 
Reihe.  Ersetzen  wir  i  durch  i+l^  so  ist  es  möglich,  dass  j 
denselben  Werth  behält;  und  dann  wäre,  wenn     den  absoluten 

Betrag  von  /;  U)  bezeich ucfc: 

(^32)  abs  L,  <     (^^^    ,    abs  L^,  <  ij  j 

also  auch,  da     <    ist : 

(33)  li+i<Xs, 

wenn  die  rechte  Seite  der  ersten  Ungleichung  (32)  kurz  mit 
Xi  bezeichnet  wird. 

Wächst  aber  j  gleiohzeitig  mit  i  (wie  es  im  Allgemeinen 
zu  erwarten  ist),  so  mUssen  wir  einen  andern  Weg  einschlagen. 

Es  ist 

abs  Li  <  £|  abs     ^^^J  » 
und  die  rechte  Seite  ist  gleich 

denn  die  links  stehende  Reihe  ist  absolut  und  unbedingt  con- 
vergent,  also  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder,  und 

die  jetzt  iTilits  stehende  Reihe  unterscheidet  sich  von  ihr  nur 
durcli  (  ine  L  insti  Ihinpf  der  einzelnen  Glieder.  2sach  Gleichung 
[24:)  ist  aber  diese  rechte  Seite  auch 

(34)  =i;iabs/,(/^(C))r-'. 

1=0 

Da  nun  die  Keihe 

s/;(^)" 

190a  BtlniBg»b.d.uth.'pby«.Cl.  88 


&04      Sittmtg  dtr  maih.'phff$.  Cfitsfe  vom  1.  DeBember  1900, 

f&r  m  >  I  stets  convergirt,  wenn  jg  einen  Pankt  im  Innen»  des 
Hauptkreises  bedeutet,  so  ist  anch  die  Reihe  (34)  fttr  jeden 
endlichen  Werth  von  j  convergent,  und  somit  bleiben  die 
Grössen  L,-  endlich  bei  wachsendem  »,  so  lange  j  endlich  bleibt. 

Wirf!  ^.\h^'v  j  mit  i  iint  ndliili  gross,  so  rückt  der  Punkt 
fj(^)  dem  Kaude  dos  Tlauptkreises  bei  waclisendem  i  beWehifr 
nahe.    Demselben  Kunde  nähern  sich  von  aussen  die  Punkte 
d 

 *-  bei  wachsendem  Index  i.  In  der  Reihe  (34)  kommen  daher 

Ci 

Terme  Tor,  die  über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen ;  und  dadurch 
wird  die  Convergenz  der  Reihe  (34)  für  Punkte  des  Randes 
gestört  (vgl.  Poincar^  a.  a.  0. 198).  Nun  ist  aber  nach  der 
Definition 

L,=  t  (Jf  [tj)'"'  =  £  Ifi  ifi  (0)J'-' 

eine  Summe,  in  der  alle  Terme  wegen  der  Bedingung  (23) 
kleiner  als  Eins  sind;  die  Summe  enthält  in  Folge  der  über  ^' 
getroffenen  Festsetzungen  Ton  selbst  diejenigen  Terme  der 
Reihe  (34)  nicht,  welche  die  Conrergenz  der  letztem  stören. 
Folglich  behält  auch  in  diesem  Falle  die  Reihe  Lt  einen  end- 
lichen Werth  auch  bei  unbegrenzt  wachsendem  Index  i;  und 
dasselbe  gilt  für  die  in  (21)  vorkommende  Fuiution  7* :  auch 
letztere  bleibt  für  alle  Worthe  von  i  stets  endlich. 

Was  nun  die  Grössen  Ai  anbetrifft,  so  ist  nach  Analogie 
zu  (34) 

(35)  Ai^  h  [fi{fj(fimV  \ 

wenn  der  Index  /  bei  der  SummatiOn  so  gewählt  wird,  dass 
die  Gesammtheit  der  vorkommenden  Functionen  /i(/}(0)  iden- 
tisch ist  mit  der  Gesammtheit  der  Functionen  /i  (C),  die  ur- 
prünglich  in  At  auftreten.  Die  Grösse  At  entsteht  also  aus 
indem  man  C  durch  />(C)  ersetzt;  auf  Ag  lassen  sich  daher  die- 
selben Ueberlegungen  anwenden,  wie  sie  soeben  für  Li  durch- 
geführt wurden,  denn  nach  (23)  ist  der  Index  j  so  bestimmt, 
dass  auch  hier  die  absoluten  Beträge  aller  Glieder  auf  der 
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rechten  Seite  von  (35)  kleiner  als  Eins  sind,  so  dass  die  Con- 

vergenz  nicht  gestört  wird,  wenn  der  Punkt  /}  (/',  f^))  mit  \\  lu  h- 
sendeni  i  der  Peri})lierie  des  Hauptkreises  lieliehi*,^  nahe  konimt. 
Auch  die  Zahlen  yl/,  und  d.amit  die  absoluten  Beträge 
li'i  und  S't  der  Grössen  Bi  und  iif  bleiben  daher  stets 
unterhalb  endlicher  Grenzen. 

Somit  folgt  aus  (30)  und  (31): 

ahs  U{0  <  ^  S  [i^;  ^1^-^  {fj  Ui  (Cj)}'-» 

H-  j  ä;  abs  \fi  {fi  (0)}*+«]  abs  n  (0'+^. 

Da  lim  /*,  (^)aO  ist  für  issoo,  und  da  wegen  der  Un- 
gleichung (23) 

ab»/J(A(0)<l 

ist,  so  steht  aiit  Hvr  rechten  Seite  eine  convergente  Reihe, 
denn  wenn  q>  den  grössten  AN  erth  bezeichnet,  der  unter  allen 
Werthen  /'j-  {ft  (C))  vorkommt,  so  ist  auch  9  <  1  und  die 
Keihen 

(36)  X;9?^-»  und  £9*+» 

t 

sind  einzeln  eonvergent. 

Ilm  diese  Schlüsse  in  ihrer  Heihenl'ulge  genauer 
klar  zu  legen,  verfahre  man  in  folgender  Weise: 

Man  wähle  eine  positive  Grosse  aus,  welche  kleiner 
als  1  ist,  und  wähle  v  so  gross,  dass  die  Reihe 

(37)  IV-* 

dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  e  werde.  Man  be- 
stinune  ferner  eine  Zahl  fi  so  gross,  dass 

(38)  abs  n  (ö  <  <p 

wird  für  i  >  ju.  Die  grösste  dieser  beiden  Zahlen  v  und  ft 
werde  mit  n  bezeichnet.    Sodann  werde  ein  Index  j  (der  von 

i  abhängt)  so  bestimmt,  dass  nach  (23)  und  (25) 

88» 
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abs /•;(/; (0X1  für  fe>i, 

und  gleichzeitig    abs  fitÜ)      <fp    ,    Ä;  ^ 

Mit  Hülfe  dieses  Warthes  von  ./  werfh-  die  Function  i/,  (s,) 
und  darauf  &i  (4)  definirt.    Es  ist  dann  zunächst: 

abs  t  w  {f>  mv  +  m  (/■.  u7+' 

M 

Die  Facto ren  ll  'i  und  \  bleiben  nach  Obigem  stets 
endlich,  sagen  wir  kleiner  als  S*';  es  ist  also: 

abs  U{i)<2S"  M^e, 

und  ebenso: 

aba  F(C)<itf-P"-f;9^'-' 

N 

<MF"  'E, 

wenn       den  grdssten  Werth  bezeichnet»  den  die  Ausdrflelce 

abs(P^  +  i-'^.g^) 

annehmen  können.    Es  ist  demnach 

abs  ( r„  (0  -  Un  (0)  <       (P"  +  2  S"\ 

also  kleiner,  als  eine  mit  e  unendlich  klein  werdende  Grösse, 
wobei  Un{0  und  Vh(C)  die  Reste  der  Reihen  V  {f,)  und 
V(X)  bedeuten. 

Da  nun  ('{!:)  ^  Vis) — U isd  ^^^t  convergirt  auch 
die  Reihe  ^Jii^C)  absolut. 

Bei  dem  eingeschlagenen  Beweisgange  mussten  allerdings 
gewisse  Punkte  C  vorläufig  noch  ausgenommen  werden,  nem- 
lieh  die  Kullpunkte  der  Functionen  BiiO*  Diese  Nullpunkte 
können  in  zwei  Klassen  getheilt  werden:  solche,  die  allen 
Functionen  Öi  (s j  gemeirisam  sind,  und  solche,  für  die  nur 
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einzelne  dieser  Functionen  verschwinden.  Die  ei*steren  müssen 
auch  als  Nullpunkte  der  Function  0«,  (C)  =  Mtl  (C)  auftreten. 

Letztere  kann  man  durck  Aenderung  der  Definition  der 
Function  Hi(0  an  andere  Stellen  bringen;  in  der  Tbat  ist 

diese  Definition  noch  in  hohem  Grade  willkürlich:  man  kann 

auf  der  rechten  Seite  von  (Li6)  noch  eine  beliebige  rationale 
Function  von  ,t  als  Factor  hinzufügen,  ohne  etwas  wesentliches 
an  der  ganzen  Betrachtung  zu  ändern.  Es  ents[iriiht  dit-s 
Verfahren  ganz  demjenigen,  welches  oben  im  Anschlüsse  an 
die  Gleichungen  (16),  (17)  und  (18)  zur  Anwendung  kam. 
Die  Nullpunkte  einzelner  Functionen  (C)  sind  daher  fOr 
die  Gonvergenz  der  Reihe  £^'(0  ^chi  von  wesentlicher 
Bedeutung. 

Was  nun  die  Nullpunkte  und  Unendlichkeitspunkte  der 
Function  //*  (t)  betrifft,  d.  Ii.  die  Nullpunkte  der  Function 
C  /iif^n  oder  fk(u),  >u  können  sie  ebenfalls  nicht  ein  wesent- 
liches Hinderniss  der  Convergenz  bilden.  Wäre  uemlich  C 
z.  B.  zufällig  ein  Nullpunkt  der  Gleichung 

t  — f.(C)=-0  oder  /.(C)  =  0, 

so  lassen  wir  bei  der  Definition  ht{js)  den  Factor  ^1 

fort.  Es  sind  dann  für  das  Glied  fU^)  der  h'eihe  2J  (0  die 
obigen  Werthe  für  (-^Jl)  und  f^l(^)  nicht  anwendbar;  es  sind 
vielmehr  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleich uiii^en  (17),  (29) 
und  (30)  für  i  =  r  die  Summen  von  k  —  1  (nicht  ./  -j-  1)  bis 
jb  =  OD  zu  erstrecken.  Für  dies  eine  Glied  /^(s)  sind  also  die 
benutzten  Umformungen  nicht  anwendbar,  sie  bleiben  es  aber 
für  alle  anderen  Glieder  der  Reihe.  Diese  anderen  Glieder 
bilden  auch  jetzt  eine  conrergente  Reihe,  und  folglich  con- 
vergirfc  auch  hier  die  Reihe      p  (C). 

Diese  Ausnahnu  |iunkte  stören  die  Detinition  der  llülfs- 
Function  H,  (r)  und  der  Zahl  ./ ,  sie  stören  aU-r  nicht  die 
Bestimmung  der  Zahl  n  gemäss  den  im  Anschlüsse  an  die 
Ungleichungen  (37)  und  (38)  getrofiienen  Bestimmungen. 

Die  Reihe  1)^(0  ist  daher  gleichmässig  conyergent. 
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Sie  kann  demnach  gliedweise  integrirt  werden;  folglich 
ist  auch  die  lieihe 

(38)  *(C,f„)  =  2;[/-,'(f)-/-;(Co)] 

i 

absolut  convergent.  Eraetzen  wir  hier  C  durch  fr  (C)i  Co  durch 
ACCo),  so  folgt: 

*(/;(t).A(:o))=sCeg-^rS)' 

andererseits  aus  (38): 

oder  nach  Umordnung  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite: 
(39) 

also  auch 

Hienuis  folgt,  dsss  auch  die  Keihe 

i;/-;,(c)=L/i(c) 

abisolut  coiivfigirt.  i'iid  damit  ist  da<;jenigp  Uesultut  ge- 
wonnen, welches  meiner  früheren  Arbeit  zu  Grunde  lag. 

Andererseits  hat  Ritter  gezeigt,  dass  die  Reihe 

divergirt,  wenn  man  mit  U,  den  Umfang  deqenigen  Polygons 
bezeichnet,  das  aus  dem  Fundamental-Poljgon  mit  dem  Um- 
fange durch  die  Substitution  ft(ß)  hervorgeht.  Nun  ist 
für  Bi^Uiz) 

i;  6,  =  £j'abs((/^,)<  f/^LiW.. 

\vt  IUI  M,  den  grössten  Werth  von  abs /»' auf  dem  üiufauge 
Ut  bedeutet,  ferner  nach  Poincar^ 
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wenn  K  eine  bestimmte,  von  i  unabhängige  Zahl,  iMf  den  klein- 
sten Werth  Ton  abs  fl  (z)  bezeichnet,  also 

:Ül'i<U^'-K)L  Mi  <  i/o  •  A 1,  aba/-; 

Auch  die  Beihe  2j  divergirt  daher,  und  um  so  mehr 
die  Summe  £  abs  /;  (z),  was  mit  obigem  Resultate  in  Wider- 
spruch XU  stehen  scheint. 

Iri'leb^eu  ist  zu  btaclitcn.  (la.-s?;  Ritters  Beweis  für  die 
Divergenz  der  Reihe  V)  auf  der  Annahme  einer  bestimmten 
Anordnung  der  Polygone  (concentrisch  um  d;is  erste  Polygon) 
beruht,  und  ebenso  unser  Beweis  auf  der  Annahme  einer  be- 
stimmten anderen  Anordnung  (nach  den  Grössen  der  absoluten 
Beträge  von  /*,-  (C)),  die  mit  der  Kitt  er 'sehen  Anordnung  nicht 
nothwendig  übereinstimmt. 

In  beiden  Fällen  haben  wir  es  mit  einer  einfach  unend- 
lichen Reihe  zu  thun;  bei  der  Anordnung  nach  concentrischen 
Ringen  erscheinen  immer  gewi^  Gruppen  von  Gliedern  mit 
einander  verbunden,  so  dass  die  Reihe  der  absoluten  Beträge 
in  der  Form 

-|~  V,j  4"  .  .  .  •  ~r  ^'la 

f      +      +  + 

« 

erscheint.   Bei  der  von  uns  gewählten  Anordnung  seien  die 

Glieder  mit  u,  bezeichnet.  Bei  dem  Beweise  ftlr  die  Gleich- 
wertliigkeit  der  beiden  Kciliou  und       t'„n  wird  voraus- 

gesetzt, dtiss  sich  für  jeden  eudlicijeii  Index  y  —  u,  auch  ein 
endlicher  Werth  v,,m  so  angeben  lasse,  dass  in  der  Summe 

+      +  ••••  +  t'/««!  alle  Glieder  %,  «,  w«  vorkommen. 

Wenn  nun  die  eine  Reihe  divergiren,  die  andere  convergiren 
soll,  so  kann  diese  Bedingung  nicht  erfüilt  sein.  Unsere  Reihe 
£  «y  ist  nach  der  ChxSsse  der  Glieder  geordnet;  es  mttsste 
also  nicht  möglich  sein,  durch  eine  endliche  Anzahl  con- 
centrischer  Poljgonringe,  welche  das  erste  Polygon  successive 
umgeben,  alle  Polygone  zu  umfassen,  in  denen  der  absolute 
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Werth  M„  des  Differentialquotientea erreicht  wird.  Diese 
Unmöglichkeit  würde  z.  B.  eintreten,  wenn  es  in  beliebiger 
Kähe  des  umschliessendeu  Hauptkreises  Funkte  gibt,  in  denen 
der  Werth  yon  fn(ii)  oberhalb  einer  angebbaren  Grösse  bleibt; 
dann  aber  würde  auch  die  Beihe  (8)  nicht  convergiren  kdnnen. 

Dieselbe  Unmöglichkeit  bietet  sich  aber  auch,  wenn  an 
N  Punkten  Sm,  die  dem  Rande  beliebig  nahe  liegen,  die 
Functionen  f'„{^m)  sich  mit  wachsendem  n  verhnlton  wie  jV~', 
wo  N  eine  mit  n  in's  Unendlichf»  wachsende  Zahl  bereichnet ; 
dann  behält  nenilith  die  Sumint'  du  scr  (ilieder  einen  endliclien 
Werth,  und  wenn  diese  Glieder  in  dem  Reste  der  Reihe  ^  v„m 
auftreten,  so  ist  natürlich  die  ^Vnvergonz  gestört,  wiihrend 
die  Conrergenz  der  Reihe  ^  r/,„,  darunter  nicht  leidet. 

Etwas  derartiges  scheint  bei  unseren  Keihen  in  der  That 
vorzukommen.  Sei  nemlich  wieder  ft,  (g)     ft  (f^  (#)),  so  ist 

c 

wo  mit  6y  der  Punkt  —  ^  bezeichnet  ist.    Ks  kann  i  so  ge- 

wählt  werden,  dass  der  Punkt  dt  von  aussen  dem  Hauptkreise 
beliebig  nahe  rückt;  dann  kann  v  so  bestimmt  werden,  dass 
sich  der  Punkt  /,  (..)  derselben  Stelle  des  Hauptkreises  von 
innen  beliebig  nähert.  In  /,V  [z)  wird  so  mit  psssend  wachsendem 

i  und  >%  d(!r  zweite  Factor  des  Neuners  bclitbig  klein,  während 
der  erste  entilicb  bleibt  und  die  Factoren  c/  und  cl  WhfY  alle 
Grenzen  wachsen.  Der  Nenner  wird  also  von  dt  r  Form  0  •  oo 
und  bleibt  jedeutails  sehr  gross  im  Verhältniss  zu  den  Werthen 
von  / M  {™)  an  anderen  dem  Hauptkreise  benachbarten  Stellen. 
Hierdurch  dürtte  sich  der  scheinbar  vorhandene  Widerspruch 
iüsen. 
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Messungen  der  elektrischen  Zerstreuung  im  Freiballon. 

Von  HomuiB  BIwrt» 

{Eingtlau/m  M.  JlmtMT.) 

Die  Herren  Elster  und  Geitel  haben  eine  Reihe  inter- 
essanter Beobachtungen  über  die  Elektricitatsverluste  wohl 
isolierter,  elektrisch  geladener  Kr»rppr  in  der  Luft  angestellt,*) 
die  sich  nicht  einlacher  und  vollkommener  erkliireii  lassen  als 
durch  die  Annahme,  dass  in  der  freien  Atmosphäre  immer,  aber 
namentlich  an  klaren,  sonnigen  Tagen,  o'mo  gewisse  Menge  frei 
beweglicher,  elektrisch  geladener  kleinster  Teilchen  vorhanden 
ist,  welche  den  Kräften  elektrisierter  Körper  folgend  deren 
Ladungen  durch  ihre  Eigenladung  in  einer  bestimmten  Zeit  zu 
neutralisieren  Termögen.  Wenn  für  diese  Teilchen  die  Be- 
zeichnung „Jonen*  eingeführt  wird,  so  bleibt  vorläufig  die 
nähere  Beschaffenheit  derselben  noch  völlig  unentschieden;  da- 
hingestellt vor  allem  lileibt,  ob  sie  identisch  mit  den  Jonen 
der  geutilmlichen  Elektrolyse  sind,  ob  sie  also  als  Teilproducte 
irgend  eines  der  Bestandteile  der  Atmosphäre  aufzufassen  sind, 


>)  J.  Elster  und  H.  Geitel:  Ueber  einen  Apparat  zur  Heuung  der 
Elektricitätazeritreuung  in  der  Luft;  Pbjnkal.  Zeitschrift  I,  S.  11.  1699. 
Ueber  die  Exirtenz  elektrischer  Jonen  in  der  Atmosphäre.  Torrestrial 
Ifagnetism  and  atmospheric  electricity  4,  S.  213,  1899.  Ueber  Elektricitiits- 
zerstreuung  in  der  Luft.  Ann.  der  P}iy<ik  2,  125.  1900.  J.  Kister: 
Messungen  der  ^»lektrisrhen  Zer^trfnniiir  in  der  freien  ;itiiiit«]»}i;H-i«chen 
Luft  an  geographisch  wtit  von  einaw.ler  t  ntf<  rnl  liegenden  Ui  ten.  l'hysikal. 
Zeitsckrift  2,  S.  113,  1000.  H.  «rpitel:  Uebtu  die  Elektricität8zersti>.'nung 
in  abgeschlo:«»eiien  Luftmengen,  l'fayäikaJ.  Zeitschrift  2,  S.  116,  1900. 
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oder  nicht  yielmehr  jenen  kleinen  elektrisch  geladenen  Teileheo, 
den  sog.  „Corpuskeln*  oder  «Elektronen"  verwandt  sind,  welche 

in  röntgen isierten  Gasen,  oder  bei  der  Bequerelstrahlung  auf- 
zutreten scheinen.  Auch  über  ihren  Urs])rimg  iu  der  Atmo- 
sphäre und  die  Art  ihrer  Regeneration  wissen  wir  vorhiufig 
nichts  näheres.  Zwar  wird  man  geneigt  sein,  an  einen  Zu- 
sammenhang mit  der  von  Lenard*)  entdeckten  Erscheinung 
zu  denken,  wonach  Durchstrahlung  mit  ultraviolettem  Licht« 
in  Luft  einen  Zustand  der  Jonisierung  herbeiführt;  es  bleibt 
freilich  auch  hier  vorerst  noch  zu  ermitteln,  oh  die  bei  dem 
«Lenardeffect*  auftretenden  Jonen  identisch  mit  jenen  Partikel- 
chen  sind,  welche  die  von  Elster  und  Geitel  gefundenen  Er- 
scheinungen in  der  freien  Atmosphäre  bedingen. 

Um  weiteren  Anfsrhluss  in  diesen  für  das  ganze  Problem 
der  atmospliärischen  Elektricität  so  wichtigen  Fragen  zu  er- 
halten, war  es  vor  allem  nötig  einen  Ueberblick  über  die 
räumliche  Verteilung  der  Jonen  in  dem  Luftocean  im  allge- 
meinen zu  gewinnen.  Elster  und  Q eitel  fanden  schon  das 
bedeutsame  Resultat,  dass  die  Zerstreuungsgeschwindigkeit  mit 
der  Erhebung  in  der  Atmosphäre  zunimmt.  Die  Beobachtungen 
auf  Bergen  werden  aber  durch  die  negative  Eigenladung  des 
Erdkörpers  erheblich  gestört.  Die  Erhebungen  wirken  wie 
S|iiti^en  uiiil  sammeln  uin  sich  einen  l'eberschuss  an  positiv 
geladenen  Jonen  an,  so  dass  eine  unipolare  Leitfähigkeit 
der  angrenzenden  ijuftmassen  eintritt;  die  Ladung  eines  negativ 
elektrisierten,  isolierten  Conductors  wird  schneller  neutralisiert, 
als  eine  gleich  grosse  entgegengesetzten  Vorzeichens,  Es 
rousste  daher  von  Interesse  sein,  die  Verhältnisse  im  freien 
Luftmeere  kennen  zu  lernen  und  hier  bietet  sich  der  Luftballon 
als  vortreffliches  Hilfsmittel  dar. 

Ich  habe  von  München  ans  zwei  Fahrten  mit  dem  Frei- 
ballon iür  Zerstreu ungsniessungcn  in  höheren  Schichten  unter- 

*)  Ph.  Lcnard,  Ueber  Wirkungen  des  ultravioletten  Lichtes  auf 
gasförmige  Körper;  Ann.  d.  Phys.  1,  8.  48G.  und:  T't  l.^M  die  Elektrioitäts- 
zeratreuung  in  ultraviolett  durchvtrablter  Luft;  Ann.  d.  Phys.  3,  S.  298, 1900. 
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nomnien,  eine  Öominerfahi't  und  eine  Winterfahrt,  also  bei 
möglichst  verschiedener  allgemeiner  Wetterlage  und  voraus- 
siehtlich  auch  Tenchiedenem  elektnscheii  Zustande  der  Atmo- 
sphäre.  Bei  beiden  Fahrten  übernahm  Herr  Dr.  Robert 
Emden  die  Ballonflihrung ;  die  Fahrten  fanden  mit  dem  von 
der  k.  bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften  dem  Münchener 
Verein  lür  Luftschiffiiln t  ^'esche^kten  Kugelballon  .Akademie" 
von  1800  cbm  Inhalt  vuu  dem  Platze  der  k.  Militiir-i^ul'tschitfer- 
abteiluiig  aus  statt;  sowohl  bei  den  Vorarbeiten  wie  bei  den 
Auffahrten  selbst  hatte  ich  mich  des  regsten  Interesses  und  des 
Beistandes  der  Herren  Offiziere  der  genannten  Abteilung  zu 
erfreuen,  insbesondere  von  Seiten  des  Kommandeurs  der  Ab- 
teilung, des  Herrn  Hauptmann  Weber,  sowie  der  Herren  Ober- 
leutnants Casella  und  DieteL  Allen  den  genannten  Herren 
spreche  ich  auch  an  dieser  Stelle  meinen  wärmsten  Dank  aus. 

Erste  Fahrt  am  80.  Juni  1900. 

Diese  Fahrt  war  mehr  eine  allgemeine  Orientierungsfahrt, 
bei  der  ausser  dem  luftelektrischen  Apparate  auch  magnetische 
Instrumente  mitgenommen  wurden.  Der  Zerstreuungsapparat 
war  nach  Art  des  von  Elster  und  Geitel  beschriebenen  zu- 
sammengesetzt. Es  wurde  besonderes  Augenmerk  darauf  ge- 
richtet, wie  sich  mit  dickem  Apparate  im  Jiullun  arbeiten  lasse, 
welches  die  l)este  Art  seiner  Aufstellung  sei.  oh  sich  eine 
Eigenladung  des  Ballons  beinerkbar  mache,  ob  ferner  die 
gleiche  Genauigkeit  wie  bei  festem  Standorte  erreicht  werden 
könne,  und  ob  sich  endlich  die  Konstanten  des  Apparates  bei 
der  Fahrt  merklich  änderten. 

Vor  der  Fahrt  wurden  Messungen  am  Aufstiegplatze  in 
der  Nähe  des  Ballons  angestellt. 

Der  Aufstieg  erfolgte  bei  klarem  sonnigen  Wetter  um 
8''  öri""  früh  mit  milssig  starkem  Auf  trieb.  Erst  als  Sack 
Ballaiit  ausgegeben  wurden,  stieiyen  wir  auf  1000  m  Meeiesh(>lie, 
d.  i.  ca.  500  ra  über  dem  Hoilcn,  in  welcher  Jlühe  der  Halkm 
ca.  eine  Stunde  lang,  fast  ruhig  über  der  nächsten  Umgebung 
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Münclu'us  öteheiul,  erlialteii  werden  konnte.  Zunächst  wurdeu 
ausschliesslich  magnetische  Messungen  angestellt,  Über  welche 
bei  anderer  Gelegenheit  berichtet  werden  soll. 

Gegen  10*'  erreichten  wir  1600  m,  fielen  aber  stark,  da 
wir  in  den  Schatten  einer  Cumuluswolke  geriethen.  Nach 
Bremsung  des  Falles  erhoben  wir  uns  schnell  auf  2000  m, 
gegen  11^  war  2600  erreicht  und  dann  erhielt  der  FOhrer  den 
Ballon  längere  Zeit  in  Höhen  zwischen  2600  und  2900  m, 
was  för  die  Anstellung  der  Beobachtungen  sehr  gUnstig  war. 

Die  luftelektrischen  Zerstreuunganiessungen  konnten  erst 
YOn  12**  an  in  AiiL^rirt'  genommen  werden,  als  der  l^ailuu  auf 
der  grössten  bei  dieser  Fahrt  erreichten  Hr>he  von  2920  m  an- 
gelangt war;  er  trieb  dabei  langsam  über  Erding  nach  Warten- 
berg zu,  am  Ostrande  des  Erdiuiror  Mooses  im  Osten  der  Isar 
zwischen  München  und  Laudshut  dabin.  Intensive,  brennende 
Sommersonne  lag  auf  dem  Ballon. 

Die  Zerstreuungsversuche  wurden  daher  mit  Schutzdach 
ausgeführt,  unter  mehrmaligem  ZeichenwechseL  Die  Montierung 
des  Instrumentes  war  nach  Vorversuchen  in  der  Weise  be- 
werkstellii^t  worden,  dass  an  dem  Füllansatz  des  Ballons  eine 
Schnur  hrlestigt  war,  an  der  unten  ein  runder  Holzdeckel  in 
der  Mitte  befestigt  w  urde.  Von  den  Uiindern  desselben  gingen 
drei  Schnüre  herunter  zu  einem  Fussbrett,  auf  welches  das 
Instrument  gesetzt  wurde.  Es  hing  auf  diese  Weise  innerhalb 
der  Uondel,  etwa  in  Augenhöhe.  Pas  Aufhängen  an  den  drei 
Schnüren  gab  dem  Ganzen  noch  nicht  die  gewünschte  Stabilität; 
bei  der  zweiten  Fahrt  wurden  daher  mit  grosserem  Vorteil 
feste  Verbindungen  durch  dünne  Messingstangen  zwischen  den 
beiden  Holzscheiben  angewendet  und  das  Instrument  auf  dem 
unteren  Brette  festgeschraubt.  Die  Aufhängung  am  Fflllansatze 
hat  sich  im  Ganzen  bewälirt.  Nur  wenn  der  Ballon  viel  an 
(ias  verloren  hat  und  bei  starkem  Fallen  sich  seine  unt<»re 
Hälfte  einliauscht,  ist  diese  Aufhängnn^''  keine  ruhige  mehr. 
Lästig  ist  freilich,  dass  man  namentlich  im  Anlange  oft  die 
Schnur  verlangern  muss,  da  der  Ballon  sich  immer  mehr  auf- 
bläht und  der  FüUansatz  dadurch  in  die  Uöhe  steigt.   Ks  soll 
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daher  bei  einer  dritten,  bereits  geplanten  Fahrt  der  Yersucli 
gemacht  werden,  aussen  am  Korbrande  ein  Tischchen  zu  be- 
festigen, auf  (ieiii  der  Apparat  dann  aulgesteiit  Averdcn  soll. 
Durch  die  Aufstellung  ausserhalb  der  Gondel  hotte  ich  eine 
noch  stabilere  Montierung  zu  erzielen.  Ausserdem  stört  dann 
der  Apparat  das  freie  Hantieren  in  der  Gondel  nicht  mehr. 

Schon  als  die  Messungen  begannen,  hatten  sich  an  den 
verschiedensten  Punkten  gewaltige  Cumuluswolken  von  der 
Hochebene  aus  erhol>en,  die  mit  ihren  Köpfen  bis  in  unsere 
Höhe  heraufreichten.  Es  ist  klar,  dass  in  diesen  direkt  vom 
Boden  aufsteigenden  Luftmassen  nicht  wesentlich  andere  Jonen- 
mengen  erwartet  werden  konnten,  wie  am  Boden  selbst.  Ausser- 
dem hatte  aber  durch  die  Vertikalstrdmungen  eine  sehr  in- 
tensive Mischung  der  verschiedenen  Luftarten  stattgefunden. 
Hs  kann  daher  nicht  Wunder  nehmen,  dass  bei  diesem  labilen 
Zustande  der  Atmosphäre  die  Leitfähigkeit  der  Luft  in 
der  Höhe  nicht  mehr  unipolar,  sondern  innerhalb  der 
Fehlergrenzen  fUr  beide  Vorzeichen  gleich  gross  war. 

Dieses  Beispiel  lehrt  recht  augenfällig,  dass  es  unmöglich 
ist,  ein  für  alle  Witterungslag(  u  passendes  Gesetz  Aber  die 

Verteilung  der  Luftelektricität  mit  der  Höhe  auffinden  zu 
wollen.  Die  Atiuusjdiüre  ist  kein  ruliendes  und  kein  einheit- 
liches Gebilde.  TiUftscliicbten  der  verschiedensten  Herkunft  und 
Beschatienheit  lagern  sich  übereinander;  auf-  und  absteigende 
Luftstn'ime  ändern  die  Eigenschaften  der  in  derselben  Höhe 
nebeneinander  liegenden  Luftmassen.  Dementsprechend  muss 
der  jeweilige  elektrische  Zustand,  den  wir  in  der  Höhe  an- 
treffen, ein  sehr  verschiedener  sein. 

Bei  unserer  Fahrt  drangen  wir  auch  verschiedene  Male 
in  die  Köpfe  von  ( amiidussäulen  selbst  ein;  daselbst  befand  sich 
der  Wasserdampf  der  Luft  am  Kondensationspunkt,  wie  auch 
das  Assmann'sche  Aspirationspsychrometer  bestätigte.  In  diesem 
Falle  war  das  Zerstreuungsvermögen  nur  noch  '/s  bis  von 
dem  normalen,  ganz  in  Üebereinstimmung  mit  dem  von  Elster 
und  (Heitel  angestellten  Versuche,  dem  zu  Folge  die  Jonen 
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in  ilirer  Beweglichkeit  lahm  ^'clegt  werden,  sowie  sie  sicli  ab 

Kondensationskerne  mit  grösseren  Massen  von  kondensiertem 
Wasser  beladen.  Die  Neutralisation  ei  ihm*  bestimm  t^^n  Ladune 
auf  dem  Zerstreuung^körjx  r  luuss  eben  um  ho  sclinellt  i"  » r- 
folgen,  einmal  je  meiir  Jouea  von  entgegengesetztem  Zeichen 
überhaupt  pro  CubiktiK  ter  Luft  vorhanden  sind,  und  zweitens;, 
je  leichter  sie  beweglich  sind. 

Um  1^  20°*  mussten  wir  uns  zur  Landung  fertig  machen* 
da  der  Ballon  rapid  sank  und  kein  weiterer  Ballast  mehr  ge- 
opfert werden  (liiil'tf.  Die  Lamlung  erfolgte  1^  43'"  bei  Ruh- 
mannsdorf,  l  a.  l-  km  ostnordöstlich  von  Lanilshut.  Un- 
mittelbar nach  derselben  wurden  am  Landungsplätze  noch 
mehrere  Messungen  angestellt;  es  zeigte  sich,  dass  die  Kon- 
stanten des  Apparates  und  vor  Allem  der  Isolationszustand  de* 
Instrumentes  keinerlei  Veränderungen  erfahren  hatten.  Ziemlich 
grosse  Beträge  der  Zerstreuung  wurden  beobachtet,  die  mit- 
tägliche Junisonne  hatte  die  Atmosphäre  kräftig  durchstralilt. 
Das  erhaltene  Zahlenmaterial  lässt  das  Grösser-  oder  Kleiner- 
•vvt'rdt'H  oder  «las  Kuiibtantbk'ibun  der  Zerstrt'uung  sehr  (.h  utli.  h 
erkennen;  aber  die  Zahlen  selbst  sind  mit  den  später  gewon- 
nenen nicht  direkt  vergleichbar,  weil  das  bei  der  ersten  Fahrt 
benutzte  Elektroskop  nicht  genügend  isoliei-te,  so  dass  das 
Korrektionsglied  einen  grösseren  Betrag  erhielt,  als  dass  man 
noch  das  Tollkommene  Zutreffen  der  bei  seiner  Ableitung  ge- 
machten Voraussetzungen  für  gewährleistet  halten  konnte.  Das 
Elektroskop  war  leider  nicht  von  Herrn  0.  Günther  in  Braun- 
schweig, den  die  Herren  J'jl.ster  und  Geitel  empfehlen,  und 
dessen  KI«kt roskope  wundt.rvull  i.M)lirii-n,  sondern  von  einer 
anden  n  Finna  bezogen  worden,  deren  Fabrikat  nicht  ange- 
nähert mit  den  Originalapparaten  von  Herrn  Günther  kon- 
kurrieren kann.  Aus  diesem  Grunde  Terzldite  ich  auf  eine 
detaillierte  Mitteilung  des  bei  dieser  ersten  Fahrt  erhaltenen 
Zahlenmateriales. 
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Zweite  Fahrt  am  10.  November  1900. 

Nachdem  die  erste  Fahrt  gezeigt  hatte,  dasB  man  mit  der 
neuen  Methode  sehr  wohl  luftelektrische  MeiKungen  im  Frei- 
ballon anstellen  kann,  dass  die  Instrumente  sich  durch  die 
Fahrt  seihst  nicht  ändern,  und  nachdem  eine  Reihe  von  Er- 
fahrungen gesammelt  und  die  VorviTsucLe  als  abjifesclilossen 
anzusehen  waren,  wurde  die  zweite  Fuhrt  zu  dem  ganz  sjte- 
zielleii  Zwecke  der  Messung  der  Zerst r«' u ungskoelfi- 
cienten  in  verschiedenen  Hohen  unternommen.  Ausser 
den  zur  Bestimmung  der  meteorologischen  Daten  nöthigen 
Instrumenten  (Fahr-Aneroid|  Bohner'sches  Aneroid.  Assmann- 
sches  Aspirationspsychrometer,  welche  Herr  Dr.  £mden  regel- 
massig ablas)  wurde  nur  noch  ein  Qlasapparat  aur  Entnahme 
einer  Luflprohe  in  der  Höhe  und  der  mit  neuem  Elektroskop 
von  0.  Günther  ausgerüstete  Zerstreuungsapparat  mitge- 
nommen. 

Um  von  vornherein  auf  eine  ruhig  gescluchtete  Atmo- 
sphäre ohne  wesentliche  Vertikalstörungen  rechnen  zu  können, 
wurde  eine  Winteriahrt  iür  diesen  Zweck  in  Aussicht  genommen. 

Die  allgemeine  Witterungslage  vor  und  an  dem  Fahrt- 
tage war,  der  k.  bayerischen  meteorologischen  Zentralstation 
zu  Folge,  etwa  die  nachstehende :  Am  8.  November  hatte  sich 
ein  tiefes  Depressionszentrum,  welches  am  Torhergehenden  Tage 
Ober  den  britischen  Inseln  gelegen  hatte,  nach  Norden  ver- 
schoben, wahrend  über  Zentral-Europa  Ton  Osten  her  hoher 
Druck  an  Raum  gewann.  Das  Maximum  mit  mehr  als  770  mm 
Druck  lag  an  der  unteren  Donau  und  über  Südwest-Russland. 
Auf  der  bayerischen  Hochebene  lag  um  Morgen  Kobcd,  der 
sich  aber  gegen  lU  Uhr  Vormittags  über  Miinclien  lichtete 
und  hellem,  sonnigem  Wetter  Platz  machte;  von  den  Höhen- 
stationen, namentlich  von  der  Zugspitze  her,  war  klarer  Himmel 
signalisiert  worden.  Am  9.  November  hatte  sich  das  nördliche 
Minimum  weiter  nordöstlich  verschoben,  das  barometrische 
Maximum  hatte  sich  Über  dem  Südosten  des  Erdteiles  erhalten; 
Ton  ihm  aus  erstreckte  sich  eine  Zone  relativ  hohen  Druckes 
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stieg  das  Barometer  fortwährend^  das  Wetter  war  heiter  und 
mild.  Die  meteorologisehen  Bedingungen  schienen  daher  für 
die  Fahrt  günstig  sn  liegen:  ein  weiteres  An&ehieben  derselben 
erschien  nicht  ratsam,  weil  das  Heranziehen  eines  neuen  Mini- 
mums  Tom  Ocean  her  si<?nalisiert  war.  und  ein  zweites  De- 
pressionssrebiet  sich  niitt  iri  w,  über  dem  Mittelmeerbecken 
aujszubil'U  n  i>tgaim.  Daher  wurätr  die  Fahrt  für  den  folsrendeu 
Tag.  den  10.  November,  festgt*setzt.  Pie  an  die  aligemeine 
WitteruDgslage  geknüpften  Erwartungen  haben  sich  im  all- 
gemeinen bestätigt.  Die  Fahrt  fand  innerhalb  ein^^«  Kückens 
relativ  hohen  Luftdruckes  statt,  zwischen  der  nördlichen  De- 
pression, welche  sich  am  Tage  der  Fahrt  in  Folge  eines  Zu- 
zuges vom  Ocean  her  erheblich  rertiefte,  und  dem  südlich  von 
den  Alpen  sich  entwickelnden  Minimum. 

Schon  an  den  Tagen  Tor  der  Auffahrt  waren  die  luft- 
elektrischen Verhältnisse  srenauer  verfolgt  worden :  es  hatten 
sich  Zer«trruui.Lr>lvMt  lucieiiteii  vuü  ca.  — 0,6  ^/o  für  «lie  posi- 
tiven Ludungen,  von  —  0.9*^70  l"'"  ^i*^  ne^irativ.  n  aut  dem 
Dache  des  Polytechnikums  ergeben,  freilich  mit  nicht  geringen 
Schwankungen  mit  <ler  Tageszeit  und  der  Luflklarheit.  Am 
9.  Xovember  wurden  die  folgenden  Werte  Ton  Herrn  Ingenieur 
Lutz  erhalten: 

München,  9.  XoTember  1900. 

yh  20"'  —  35  a.  m.  =  1.71  a-f.  =  0.52  ^  o  \  _ 

9k  40"  —  56  2.S4  «-  =  0.72   o  /  ^-^^^ 

Ijk  40«  —  65  -E+  a=  2,81  =  037  ^  <i  \    _  „  ^ 

läh  00"  —  15  p.  m.         =  Ma  -0,44^0  /  '  * 

4h25--  40  £+  =  4,37  =^  L»** •  l  - ^oS6 

4h  45"  -  5li  00  JK-  «  1^7      o-  «  0.49«'  •  )  *  ' 

Hier  l>ezeichnet,  wie  bei  Elster  und  Geitel.  E  die  an 
dem  /er^treuungskurper  in  der  Zeiteinheit  (15  Minuten)  neu- 
tratisierte  £lektricität5menge.  mittels  des  Coulomb'schen  Zer- 
streuungsgesetzes auf  den  Fall  bezogen,  dass  der  KSrper 
dauernd  auf  dem  Potentialnireau  von  1  Volt  erhalten  würde 
(die  Verluste  durch  UnroUkommenheit  der  Isolation  aind  schon 
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in  Abrechnung  gebracht).  Aus  diesen  E  werden  die  GbrÖssen  a 
durch  Division  durch  15  •  0,4343  •  (1  —  n)  erhalten,  wo  n  das 
Verhältnis  der  Capacität  des  Elektroskopes  allein  zu  der 
Capacitat  des  aus  diesem  und  dem  Zerstreuungskörper  be- 
stehenden System  ist;  bei  dem  benutzten  Instrumente  war 
ft  SB  0,5,  und  der  genamitü  Divisor  =3,26. 

Die^e  Zahlen  a  ^^vhm  die  in  der  Minute  am  Zeistieuanga- 
körper  neutralisit  rtc  Kiektricitätsnioni^'o.  ausgedrückt  in  Vro- 
zenten  der  ursprünglichen  Ladung,  unabhängig  von  der  Urösse 
dieses  Körpers  und  gleichgiltig,  bis  zu  weichen  Spannungen 
er  geladen  wurde,  letzteres  freilich  genau  nur  so  lange,  als 
das  Coulomb 'sehe  Zerstreuungsgesetz  gilt,  vergl.  weiter  unten. 
Diese  Zahlen  sind  also  direkt  mit  den  an  anderen  Apparaten 
erhaltenen  yergleichbar. 

Endlich  ist  g  »  a.  /  a.\. . 

Man  sieht,  dass  am  Morgen  bei  leichtem  Nebel  und 
S(  liu achem  Wind  aus  NO.  sehr  geringe  Zersiri  iiuiigen  und  ein 
Leberwieffpfi  der  —  /••istreuung.  <  s  der  iionriale  Fall  liei 
exponirten  Punkten  an  der  negativ  gehult m  n  Krdubertlache  ist, 
stottfand.  Gegen  Mittag  wurde  bei  fortschreiten  dem  Klar- 
werden der  Luft  die  -}-  Zerstreuung  grösser,  di^  Entladungs- 
geschwindigkeit  für  die  —  Ladung  ging  zurück,  so  dass 
g  <  1  wurde. 

Es  herrschte  fast  vollkommene  Windstille.  Am  Nach- 
mittag  erhob  sich  wieder  schwacher  NO.- Wind,  die  +  Zer- 
streuung wnr  noch  griisser  im  Vergleich  zur  ne^tiven. 

Am  i  ainthige  selbst  war  IViili  uin  6^  dt  r  Himmel  noch 
vr)llig  klar:  g''gen  7''  biM.-t*'  sich  aber  jil<U/licii  ein  dichter 
NcIm  I,  von  dem  freilich  zu  vt  rniutli»-»  war,  dass  er  nur  eine 
wenig  mächtige,  dem  Boden  unmittelbar  anliegende  Scliit  ht  bilde. 

Es  wurde  zunächst  auf  dem  Exerzierplatze  der  Luftscinir'  r- 
Abteilung  trotz  des  eingetretenen  dichten  Nebels  eine  Zer- 
streuungsmessung fUr  H~  Ladung  angestellt.  Sie  ergab  sich 
zwischen  7^  47»  und  8^»  4"»  zu  nur  =  0,93  (a+  =  0,29*»/o) 
ganz  entsprechend  der  schon  früher  festgestellten  Thatsache, 
dass  im  Nebel  die  Zerstreuung  stark  herabgesetzt  wird.  Bei 
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dieser  ^lossung  bedeckte  sicli  das  Elekfcroskop  sowie  der  Zer- 
streuungxkörper  schliesslich  mit  einem  dichten  ThauQbt  r/.uge; 
doch  hat  sich  die  Konstruktion  des  Elektroskopes  trefflich  be- 
währt, indem  die  Isolation  selbst  unter  so  ungflnstigen  Beding- 
ungen nicht  litt. 

Ich  hielt  es  für  wünschenswert,  wenigstens  einen  orien- 
tierenden Tersuch  hei  dieser  Gelegenheit  darttber  anzustellen, 
wie  der  herangeführte  Ballon  auf  den  Zerstreuungskörper  wirkt. 
Ich  stellte  daher  den  /erstreuungsapparat  auf  Linen  Wa<;('n 
ca.  1  m  über  dpui  Budeii  un  einer  Stelle  auf,  an  der  der  Ballon 
aui  seinem  Wege  vom  Ballonhaus  bis  zur  Gondel  dicht  vor- 
über geleitet  werden  konnte.  Natürlich  war  es  dazu  nötig, 
das  Schutzdach  abzunehmen.  Als  aber  der  Zorstreuungskörper 
H-  geladen  wurde,  sank  der  Blättchenausschlag  trotz  des  aller- 
dings schwachen  Windes  und  der  fortschreitenden  Betauung 
nicht,  sondern  nahm  im  Gegenteil  zu,  in  vier  Minuten  einem 
Ansteigen  des  Potentiales  von  220  auf  228  entsprechend.  Also 
wurde  entweder  freie  positire  Ladung  aus  dem  Nebel  auf  den 
Zerstreu ungskör per  übertragen,  oder  aber  das  Instrument  war 
starken  Inliii»  n/wiikungen  von  oben  her  ausgesetzt.  Das 
Elektroskop  wurde  also  nei^ativ  l)is  zu  —  222  Volt  geladen. 
Ein  Ueberschieben  des  Daches  verminderte  den  Ausschlag, 
weil  die  Kapazität  des  Systems  dadurch  vermehrt  wurde,  ebenso 
das  Annähern  ron  grösseren  mit  dem  Boden  yerbundenen 
leitenden  Maasen.  Als  der  Ballon  vorübergeführt  wurde, 
spreizten  die  geladenen  Blättchen  weiter  auseinander  und 
schlugen  in  dem  Momente,  als  die  Ballonkugel  dem  Zerstreu- 
ungskörper  am  nächsten  gekommen  war,  gegen  die  Schutz- 
platten,  so  dass  das  Elektroskop  sich  vollständig  entlud.  Hier- 
nach würde  sich  der  Ballon  wie  ein  negativ  geladener  Körper 
verhalten.  Die  BeobachtuiiLr  l)edarf  indessen  der  Bestätit(unj4 
bei  gün.stigereu  atuiosphün.schen  Beilingungen.  Bekannt  ist  ja, 
dass  andere  Beobachter,  z.  B.  Tuma'),  der  mit  drei  Tropten- 

^)  J.  Tuiua,  Beiträge  zur  Kenntnis  der  atnK>j<philrischen  Ekktrit  iuit 
III.  Luftelektrieitätameissun^en  iia  Luftballon.  Sitz.-Ber.  d.  Wiener  Akud. 
math.-phys.  Cl.,  Abteil.  IIa,  p.  227,  1899. 
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coUectoren  in  verschiedener  Höhe  und  zwei  Elektroskopen,  einem 
Vorschlage  Börnsteins^)  folgend,  arbeitete,  keine  Ballon- 
ladung nachweisen  konnte.  Sollte  der  Ballon  im  vorliegenden 
Falle  wirklich  negativ  geladen  gewesen  sein,  so  müssen  wir  an- 
nehmen, dass  sich  seine  Ladung  sehr  bald  zerstreut  haben  wird, 
namentlich  unter  Bedingungen  wie  bei  unserer  Fahrt,  bei  der 
der  Ballon  in  wenigen  Minuten  in  die  intensivste  Bestrahlung 
durch  die  Sonne  geriet.  Immerhin  erschien  es  sicherer,  auch 
im  Ballon  mit  dem  Schutzdach  zu  arbeiten,  wodurch  zugleich 
die  Anordnung  vollkommen  derjenigen  analog  wurde,  welche 
bei  den  Beobachtungen  auf  der  Erde  Verwendung  fand.  Frei- 
lich erhält  man  dann  bei  der  relativen  Kuhe  der  unmittelbar 
umgebenden  Luftmassen  gegen  den  Ballon  und  Alles,  was 
dieser  mit  sich  führt,  kleinere  Werthe  für  die  Zerstreuung, 
vergl.  weiter  unten. 

Um  19'"  erfolgte  der  Aufstieg  mit  starkem  Auftrieb; 
in  kürzester  Zeit  hatten  wir  die  Nebelschicht  durchstossen  und 
befanden  uns  schon  in  700  m  Meereshöhe  (200  m  über  dem 
Boden)  in  glänzendstem  Sonnenlichte  unter  tiefblauem  Himmel, 
an  dem  nur  einige  zarte  Cirruswolken  standen.  Die  ganze 
Hochebene  war  mit  einem  dichten,  wogenden,  silberglänzenden 
Nebelmeere  überdeckt,  aus  dem  sich  auf  der  einen  Seite  die 
gewaltige,  schneebedeckte  Kette  der  Alpen  in  ihrer  ganzen  Er- 
streckung  in  überra-schender  Deutlichkeit  heraushob;  auf  der 
anderen  Seite  brandete  dtis  Nebelmeer  gegen  die  schwarzen 
Rücken  des  bayerischen  Waldes  und  Böhmerwaldes. 

Wir  haben  uns  bei  der  Fahrt  am  10.  November  im  Ganzen 
innerhalb  dreier  verschiedener  Luftschichten  bewegt,  welche  sich 
sowohl  durch  ihren  Wasserdampfgehalt,  als  auch  durch  ihre 
Strömungsrichtung  und  Strömungsgeschwindigkeit  deutlich  von 
einander  unterschieden.  Die  in  derselben  angestellten  Mes- 
sungen werden  daher  zweckmässig  auch  gesondert  von  einander 
behandelt. 


R.  Börnstein,  Elektrische  Beobachtungen  bei  Luftfahrten  unter 
Einflu88  der  Ballonladung.  Wied.  Ann.  62,  p.  680,  1897. 
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1.  Luftschicht:  yom  Boden  bis  ca.  1200 — 1300  hl 

Die  Luftschicht,  in  die  wir  nach  dem  Passieren  der 
Xebelschicht  eindrangen,  war  der  Bodenschicht  noch  am  ähn- 
lichsten beseliafren. 

Leider  wurde  an  diesem  Tage  die  Nebeischicht  am  Boden 
nicht  durch  die  einfallende,  in  unserer  Höhe  brennende  Sonnen- 
strahlung aufgelöst.  Dalier  sind  die  zur  gleichen  Zeit  am 
Boden  angestellten  Beobachtungen  nicht  mit  den  BallonbeoV 
achtungen  direkt  vergleichbar.  Herr  Direktor  Dr.  £rk  hatte 
die  Liebenswürdigkeit,  an  der  meteorologischen  Zentralstation 
stündliche  Bestimmungen  des  Barometerstandes,  der  Temperatur, 
der  relativen  Feuchtigkeit,  des  Dunstdruckes,  der  Niederschlags- 
iiu  nge,  der  ^^  indrichtuni?  und  -stärke,  sowie  der  Bewölkung 
von  früh  7*'  l)is  abeiuLs  S''  am  Fahrttage  anstellen  zu  lii.<isen.  Herr 
Tilgt  iiieur  C  Lutz  hat  für  diesen  Tag  gleichzeitig  den  Zer- 
streuungskorfficienten  auf  der  Attika  des  Mittelbaues  der  tech- 
nischen Hochschule  abwechselnd  für  beide  Vorzeichen  mit  einem 
mit  dem  im  Ballon  benutzten  genau  verglichenen  Instumente 
angestellt.  Ich  glaube  indessen  auf  die  Mitteilung  dieses  an 
sich  wertvollen  Beohachtungsmateriales  an  dieser  Stelle  ver- 
zichten zu  sollen,  da  die  Bedingungen  unterhalb  und  oberhalb 
der  Nebelschicht  viel  zu  ungleich  waren,  um  irgend  welche 
Schlüsse  zu  gestatten.  Es  sei  nur  bemerkt,  dass  der  Barointtt-r- 
stand  während  der  Dauer  uiisertr  Fahrt  in  ^liiiulien  IViitwah- 
rend  im  Sinken  begriffen  war  und  der  Feuchtigkeitsgehalt  der 
Luft  nahe  am  Sättigungspunkte  sich  erhielt;  der  Zug  der 
Nebelmassen  wurde  um  11'*  als  aus  Osten  kommend  notiert. 

Diese  erste  Schicht  passierten  wir  rasch,  da  uns  haupt- 
sachlich an  der  Durchforschung  der  höheren  Schichten  lag; 
Zerstreuungsmessungen  wurden  in  ihr  nicht  angestellt,  da  der 
Apparat  zunächst  montiert,  die  Orientierung  im  Terrain  vor* 
iiommen  und  die  Fahrtrichtung  festgestellt  werden  mussteo. 

2.  Luftschicht:  von  1240—8000  m. 

W \i  stiegen  rasch  au  und  kamen  um  8^  30™  schon  in 
einer  Höhe  von   1240  m  offenbar  in  eine  anders  geartete 
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Liifiscliiclit,  wie  die  Angaben  der  Temperatur,  der  relativen 
Feuchtigkeit,  und  namentlich  das  aus  ihnen  nachher  berech- 
nete Mischungsverhältnis  zwischen  trockener  Luit  und 
Was^erdainpf  deutlich  zu  erkennen  geben.  Herr  Dr.  Emden, 
der  das  aus  ca.  GÜ  /.usuamieii/^^eluirigen  Ablesungen  der  beiden 
Thermometer,  des  Psychrometers  und  des  Aneroides  bestehende, 
reiche  metereologische  ßeobachtungsmaterial  einer  eingehenden 
Diskussion  unterworfen  hat,  wird  das  Gesagte  an  einer  anderen 
Stelle  demnächst  noch  näher  begründen. 

Unter  dem  MischungsYerhältnis  ist  hier  das  Gewicht  des 
Wasserdampfes  in  Kilogrammen,  welches  auf  1  kg  der  den- 
selben enthaltenden  trockenen  Luft  kommt,  verstanden.  Diese 
Zahl  gibt  eine  den  IVuchtigkeitsgehalt  der  Luit  besser  als 
die  relative  Feuchtigkeit  oder  der  Dunstdruck  ( harakterisie- 
rende  (irös;»e  an,  da  sie  sich  bei  allen  Zustandsänderunj^nMi 
nicht  wie  jene  Zahlen  mit  ändert,  solange  keine  Kondensation 
eintritt.  In  dieser  neuen  Luftschicht,  welche  durch  angenähert 
adiabatische  Temperaturabnabme  mit  der  Höhe  und  ein  kon- 
stantes  Mischungsverhältnis  von  0,0024  kg  Wasserdampf  pro 
Kilogramm  trockener  Luft  ausgezeichnet  war,  erhielten  wir 
uns  bis  11  ^  langsam  bis  zu  3000  m  ansteigend.  Aus  Ge- 
räuschen (z.  B.  Pfeifen  von  Lokomotiven)  sowie  durch  Ein- 
vi.sieren  gegen  das  Gebirge  hin  konuKu  wir  trotz  des  dichten 
Uodennebels  mit  kSiflu-rlieit  konstatieren.  <]ass  wir  uns  in  einer 
fast  ruhenden  Luits(  hidit  befanden,  die  uns  nur  ganz  langsam 
nach  Osten  weiter  führte. 

Um  zunächst  testzustellen,  welchen  Einfluss  das  Schutz- 
dach auf  die  Entladungegeschwindigkeit  hat,  wurde  8^47°*  bis 
S**  52"^  in  ca.  1800  m  Höhe  zunächst  ohne  Schutzdach  gemessen 
und  SB  9,95  gefunden.  Unmittelbar  darauf  von  8^  56°^  bis 
9*  11»  wurde  in  nur  wenig  grösserer  Höhe  von  ca.  1950  m  mit 
Schutzdach  £"4.  =  3,79  beobachtet,  wobei  natürlich  alles  auf 
die  Zeiteinheit  von  L')'"  umgerechnet  ist. 

Man  sieht  also,  dass  das  Schutzdach,  welches  den  freien 
Luftzutritt  Ijeeinträchtigt.  freilich  die  Zerstreuungsgeschwindig- 
keit  stark  herabsetzt.  Immerhin  werden  selbst  im  Ballon  Werte 
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erhalieiif  welche  sehr  gut  messbar  dnd.  Absolut  ruhig  ist  die 
Lufb  ja  auch  am  Ballon  nicht,  da  bei  jeder  Vertikalbewegung 
mehr  oder  weniger  starker  Vertikalwind  sich  entwickelt,  welcher 

die  mit  den  Jonen  beladene  Luft  mit  hinreichender  R^lativ- 
geschwiiuljgkcit  an  iloni  Zerstreuimgskörper  vorüberliilirt .  i>.i 
mit  Schutzdach  genügend  grosüe  Zerstreu ungswerte  wicli  im 
Ballon  erhalten  werden,  möchte  ich  nicht  raten,  sich  darauf 
zu  verlassen,  dass  das  den  innerhalb  d*  r  Rondel  hängenden 
Apparat  umgebende  Tau-  und  Strickwerk  denselben  genügend 
Tor  elektrostatischen  Einwirkungen  schützl 

Das  Arbeiten  mit  Schutzdach  bewahrt  zugleich  Tor  licht- 
elektrischen  Einflüssen  bei  der  in  der  Höhe  viel  intensiTeren 
Sonnenstrahlung. 


Zeit 

üöhe 

Temperatur 

Relative 
Feuchtigkeit 

! 

Miflchnng»- 
verhaltnis 

—  9I'  11"» 

1975  m 

H-4,20  C. 

88  0/0 

0,0024 

9h  15m 

—  91»  26°! 

2100  , 

+  2,70  , 

38  0/0 

0,0024 

—  43"» 

2275  , 

+  1,7«, 

44  0/0 

0,0024  ] 

9b  45m 

—  lOJ»  00« 

2420  , 

+  0,50  , 

47  0/0 

0,0024 

lOli  18« 

— 10»»  88« 

2890  , 

-  3,80  ^ 

66  •/o 

0,0022 

IQli  86» 

~  10»»  öS« 

2965  . 

-  4,7»  . 

66  «/o 

0,0083  1 

Dagegen  möchte  ich  bei  der  nächsten  Fuhrt  den  Versuch 
machen,  die  Zorstreuungsgeschwindigkeit  durch  einen  weit» 
maschigen  gleichTiriiiM\i*  pfcla denen  Fangkäfig  aus  Draht  zu 
steigern,  entsprechend  dem  bekannten  Versuche  von  Elster 
und  Geitel.  Dieser  Käfig  würde  den 'namentlich  bei  Hoch- 
fahrten,  bei  denen  man  die  Luftschichten  schnell  wechselt, 
nicht  zu  unterschätzenden  Vorteil  gewahren,  dass  man  in 
kurzer  Zeit  viele  Ein/.ohnessungen  anstellen  kann. 

Vm  9,^  al>(>  ;«7  Minuten  na<'h  dem  VerliLSsen  des 

Krdbodeiis,  begannen  die  rij^-entlicbcn  Mcssnnq'en  der  Elek- 
tricitätszerstreuung  in  der  Lutt;  wir  konnten  annehmen,  da^ 
in  dieser  Zeit  sich  eventuell  vorhanden  gewesene  Ladungen 
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am  Ballon  und  dem  Korbe  genttgend  zerstreut  hatten,  und  das 
aus  den  folgenden  Zahlen  ersichtliche  TJeberwiegen  der  nega- 
tiyen  Zerstreuungsgeschwindigkeit  auch  für  das  freie  Luftmeer 

in  unserer  Höhe  gelte.  Da  wälirend  der  Fahrt  diis  Netzwerk 
keine  Verschiebungen  gegen  die  Ballonhülle  erleidet,  ist  aucli 
das  Auftreten  von  reibungselektrischen  bpanuungeu  nicht  wahr- 
scheinlich. 

Die  folgenden  Zahlen  wurden  in  der  bis  ca.  3000  m 
reichenden  Luftschicht  mit  dem  nahezu  constanten  Mischungs- 
verhältnis 0,0024  erhalten: 

In  dieser  Tabelle  ist  die  angegebene  Höhe  der  Mittelwert 
aus  den  Einzelhöhen  werten,  welche  zu  den  Zeiten  gehören, 
innerhalb  derer  die  Ladungszerstreuung  stattfand.  Diesen  Mittel- 


Spauuungen 

Spfinnim<j?5- 
abnahiiie  pro : 
15  Minuten 

214—196 
192—171 
223—187 
231—198 
226—306 
234—198 

18  Volt 
29  , 
35  , 
28  , 

19  , 
26  . 

F+  =  3,79 
Ji'_  =  6,84 
FJ^  —  7,44 
=  6,86 
«  3,61 
.£7..:==  6,88 

njf.  -  l.ir,o  0 

a-  =  2,29  "/o 
n-f.  =  l,79»/o 
rt+  » l,i7«/o 
a-  =  l,68»/o 

}  3  =  1,81 
}  4  =  1,28 
}  (2  =  1,40 

höhen  entspiTi-hcn«]  sind  Tciiiptratur.  pro/.ciitiuilpFeuchtigkeit  und 
Mischungsverhältnis  aus  Kurven  entiiouinien,  welche  die  be- 
treffende Grösse  als  Funktion  der  Höhe  darstellen.  Die  ange- 
gebenen Spannungen  sind  die  am  Anfange  und  am  Ende  der 
Beobachtungszeit  aus  der  Aichkurre  entnommenen  Voltzahlen; 
die  Spannungsabnahme  ist  der  Di£ferenz  dieser  Zahlen  gleich, 
wenn  die  Beobachtungszeit  15  Minuten  betrug;  sonst  ist  sie 
auf  diese  Zeit  reduziert  unter  der  allerdings  nicht  ganz  zu- 
treffenden Annahme,  dass  die  Spannung  mit  der  Zeit  propor- 
tional abnimmt. 

Fintsjucchriid  der  irhMchf(>rmigcn  ]>t.-^chaÜ\uheit  der  Luft- 
schicht liegen  dii)  a- Werte  ziemlich  nahe  bei  einander.  Neben 
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die  Yonnittagswerte,  die  an  klaren  Tagen  am  Boden  Tor  ond 
nach  der  Fahrt  erhalten  wurden  (vgl.  z.  B.  die  S.  518  ange- 
führten Zahlen),  gehalten«  zeigen  sie  Folgendes:  Die  Zerstreu- 

ungsgeschwindigkeit  ist  in  der  Höhe  von  1800  bis 
;iun0  111  unzweifelhaft  grösser  als  am  Hoden.  Dabei  er- 
gibt sich  etwa  dasselbe  Verhältnis  für  die  Entladungs-^a-s  eh  win- 
digkeiten der  beiden  Elektricitätsarten  wie  unten,  eine  negative 
Ladung  wird  etwa  1 ,5  mal  schneller  entladen  wie  eine  positive. 
Bis  zu  diesen  Höhen  hinauf  muss  also  am  genannten  Tage  ein 
Ueberwiegen  der  Anzahl  der  ^ien  +  Jonen  angenoimnen 
werden.  Da  diese  sich  langsamer  bewegen  als  die  —  Jonen, 
so  muss  thatsächlich  das  Verhältnis  der  Anzahl  der  Jonen 
gegenüber  der  Zahl  der  —  Jonen  im  Oubikmeter  noch  grtaer 
als  1,5  gewesen  sein. 

Wir  haben  also  die  auch  schon  auf  Grund  anderer  Er- 
scheimiiiL^en  veniiutete 'j,  positiv  geladene  Scliicht,  der  ein  ab- 
nehmendes negatives  Potenti algefälle  entsprechen  würde,  in 
einer  Erstreck  ung  bis  zu  3000  m  Höhe  durch  Einfangen  der 
Jonen  selbst  nachgewiesen. 

Da  uns  das  für  diese  Höhenschicht  erlangte  Zahlenmaterial 
zunächst  ausreichend  erschien,  fSassten  wir  um  10**  5S™  den 
Entscbluss,  höher  hinauf  zu  gehen.  Der  Führer  gab  eine 
grössere  Menge  von  Ballast  aus,  nn't  der  er  bis  dahin  sehr 
.sorgbuni  Haus  gehalten  hatte.  Da  wir  darauf  n;rtii.s.st  aeiii 
mussten,  bei  der  erfolge  nden  srlinellen  Krliebung  Lul'tscliichten 
von  rasch  wechselndem  \  erhalten  zu  durchqueren,  also  Mess- 
werte zu  erhalten,  welchen  keine  genau  vergleichbare  Be- 
deutung zuzuschreiben  war,  benutzte  ich  die  Zeit,  um  noch- 
mals ohne  Schutzdach  zu  messen.  Ich  erhielt  für  negative 
Ladung  die  enorme  Zerstreuung  E  =:  19,24.  Ob  sich  trotz  der 
Schwärzung  des  messingenen  Zerstreuungskörpers  unter  dem 
Elinflusse  der  intensiven  Sonnenstrahhmg  hier  doch  vielleicht 
noch  lichtelektrische  Einflüsse  mit  geltend  gemacht  haben,  wage 
ich  nicht  zu  entscheiden. 

^)  Vergl.  z.  B.  Sv.  Arrheniua,  üeber  die  Ursache  der  Nordlacbter. 
Phynkal.  Zeitschrift  1,  S.  103,  1900. 
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3.  Luftschicht:  Ober  3000  m. 

Um  11^  machte  Herr  Dr.  Emden  auf  örund  seiner  Ab- 
lesungen die  Bemerkung,  wir  seien  in  andere  meteorologische 
Bedingungen  eingetreten.  Diese  Vermutung  haben  die  redu- 
zierten Beobachtungen  bestätigt;  wir  traten  um  diese  Zeit 
oberhalb  3000  m  in  eine  viel  starker  bewegte  Luftschicht  ein, 
die  uns  nach  Norden  abtrieb.  Aus  den  unten  folgenden  Zahlen 
ist  ersichtlich,  dass  sie  sich  vor  All»  iii  durch  grössere  Trocken- 
heit auszeichnete.  Denn  das  Miscliimgsverliältnis  sank  beim 
Eintreten  in  die  neue  Schicht  plötzlich  von  Ü,üü22  auf 
0.0014  kg,  welchen  Wert  es  in  dieser  dritten  Schicht  constant 
beibehielt.  Damit  steht  im  Sinklange,  dass  auch  das  Zerstreu- 
ungsvermOgen  erheblich  gesteigert  war,  und  zwar  fUr  beide 
Vorzeichen. 

Die  nachstehenden  Zahlen  lehren  Folgendes: 

In  der  über  3000  m  angetroffenen,  der  Durch- 
strahlung stärker  ausgesetzten  trockeneren,  höheren 
Schicht  war  das  Leitvermögen  der  Luft  erheblich  ge<- 
steigert  und  erreichte  Werte,  welche  die  zut  gleichen 

.lalireszeit  an  klaren  Tagen  erreicht«Mi  Maxiinal- 
entladuiigst^eschwindigkeitm  am  H»)<len  um  das  Drei- 
bis  Vierfache  übertrafen.  Dabei  war  das  Verhältnis 
der  Zerstreuungskoeffizienten  für  beide  Jonenarten 
nahezu  das  gleiche  {q  Mittel     1,02)  geworden. 

In  dieser  Schicht  wurden  die  Messungen  nicht  mehr  durch 
das  unipolare  Verhalt» n  <!•  s  Erdkörpers  beeiullusst.  Die  Joncn- 
zahl  ist  nach  dirst n  Ergebnissen  in  dieser  grü^isereu  Höhe  also 
unverkennbar  erheblich  grösser  als  unten.  Die  grössere  Ent- 
ladungsgeschwindigkeit kann  freilich  auch  durch  eine  grössere 
Beweglichkeit  der  Jonen  in  der  dflnneren  Luft  zum  Teil 
wenigstens  mitbedingt  sein. 

Zwischen  12*  30"  und  12*  50"  erreichten  wir  die  Maximal- 
hcihe  von  3H70  m.  Um  1^  waren  wir  wieder  auf  'M)00  m  ge- 
fallen, traten  in  dif  mittlere  Tiuftschicht  ein  und  senkten  uns 
schnell  gegen  das  Thul  des  K^'geu  luuab. 
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Zeit 

Höbe 

Temperatur 

Feuchtigkeit 

lüsehnngs-j 

verh&Itnifl  | 

1 

Jm 

3400  m 

-  8,0'^  C. 

40  «'/o 

1 

0,00  U  1 

Iii' 

2b^ 

—  Uli  431U 

37U5  „ 

-  8,00  ^ 

40  0/0 

0,0014  j 

12'« 

lOm 

—  121»  25m 

8710  , 

-  8,00  . 

4ü  0,  u 

0.0014  j 

1 

121» 

35™ 

—  12^  50°! 

3770  , 

-  8.50  . 

42  0;o 

Während  wir  rasch  fielen,  wurde  von  12''  58™ — l**  9" 
noch  die  Eniladungsgeschwiodigkeit  für  -|-  Ladung  zwischen 
den  Höhen  3200  und  1000  m  gemessen  und  trotz  der  starken 
Yertikalbewegung  nur  ^  3,99  erhalten,  in  Uebereinstini- 
uiung  mit  den  gering*  ren  Zerstreuungs werten,  welche  auch  beim 
Aufstiege  in  den  unteren  Luftschichten  erhalten  wurden. 

Die  Landung  erfolgte  um  1''  2')'"  bei  der  Nösslinger  Mühle, 
nahe  dem  Dorfe  Nössling  bei  Viechtach  in  Niederbajem,  auf 
einer  bewaldeten  Höhe  von  ca.  700  m  Meereshöhe,  angesichts 
des  Böhmer  Wald-Gebirges. 

Unmittelbar  nach  der  Landung  wurden  wiederum  Mes- 
sungen auf  einer  Waldwiese  am  Landungsorte  angestellt.  Aus 
Gl iinilt.'ii.  welclio  ich  noch  nicht  nilit  aufzuklären  verniocht*, 
ergaben  sich  auiiuliend  grosse  Entiadungsgesch windigkeiten. 
Eine  von  10''  4™  — lO''  15*°  im  Ballon  angestellte  Isolations- 
probe mit  Schutzdach,  aber  ohne  Zerstreuungskörper  hatte 
bereits  gezeigt,  dass  das  Instrument  nicht  etwa  durch  die  Be- 
tauung am  Morgen  gelitten  hatte. 

Um  zu  prüfen,  ob  sich  auch  bei  der  weiteren  Falirt,  bei 
der  Landung,  und  dejn  sich  daran  anschliessenden  sehr  mühe- 
vollen Transport  durch  das  unwegsame  Waldgebirge  das  In- 
strinnrnt  unverändert  erhalten  habe,  wurde  noch  in  der  auf 
die  Fahrt  unmittelbar  folgenden  Nacht  eine  Isolationsbestim- 
mung vorgenonunen  und  der  Apparat  zu  diesem  Zweck  Abends 
10*>  15™  positiv  geladen.  Der  Ausschlag  war  9,50  Skalenteile, 
einer  Spannung  von  Volt  entsprechend.    Am  andern 
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1 

Spannungen 

Spannuugs- 
abnahme  pro 
15  Minuten 

216—179 
214--174 
208-169 
211—169 

• 

47  Volt 
40  , 
39  , 
, 

=  8,14 
E  -  =  8,97 
E-  =  y,oo 
i;+  =  9,62 

a+  =  2,500/0 
n-^  2.760/0 
a~  ^  2,760/0 
0+  =  2,96  o/o 

}  «  «  1.10 

Morgen  früh  um  4*'  7'"  war  der  Ausschlag  der  Blättchen  nur 
um  einen  Skaleuteil  zurückgegangen,  was  einem  Verluste  von 
nur  7  Volt  Spannung  (von  225  anf  218)  in  der  zwischen- 
Hegenden  Zeit  von  fast  6  Stunden  entspricM;  der  Elektroskop- 
deckel  war  dabei  geschlossen. 

Jene  grossen  Werte  am  Landungsplätze  konnten  also  nicht 
Isolationsfehlem  zugeschrieben  werden,  soudern  hatten  oüenbar 
in  rein  lokalen  Ursaclieii  ihren  Grund. 

Nach  der  Rückkehr  nach  München  wurde  zur  Prüfung  der 
Konstanten  geschritten,  deren  Endergebnis  war,  dass  durch  die 
Fahrt  an  dem  benutzten  Instrumente  keinerlei,  die  Messungen 
merklich  beeinflussende  Aenderung  eingetreten  war. 

Eines  bemerkenswerten  Umstandes  soll  hier  noch  gedacht 

werden,  der  sich  bei  allon  Messungen,  sowohl  den  am  Boden, 
wie  den  im  Ballon  angostellteu,  zeigte: 

Um  bei  den  Beobachtungen  selbst  eine  Kontrolle  zu  haben, 
wurden  die  Elektroskopausschläge  ausser  am  Anfange  und  am 
Ende  der  Zerstreuungszeit  noch  in  einem  dazwischen  liegenden 
Momente,  meist  genau  in  der  Mitte  beider  Zeiten,  also  7^1%  Mi- 
nuten  nach  Beginn  der  Beobachtung  notiert.  Dabei  hat  sich 
in  der  überwiegenden  Zahl  von  Fällen  das  Resultat  t  i  i^^cl^t  n, 
dass,  wenn  man  die  Zerstreuungskoellizienten  aus  der  Span- 
nungsaJinaliine  während  der  ersten  l^ji  Minuten  und  während 
der  zweiten  gleich  lant^en  Zeit  berechnet,  man  nicht  diestdben 
Zahlen  erhält.  Die  zweiten  Zahlen  sind  bis  auf  wenige  Aus- 
nahmen stets  grösser  als  die  ersten,  d.  h,  der  Elektricitätsverlust, 
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m'Prozenten  der  jedesmaligen  Anfangsladung  berechnet,  wädist, 
wenn  diese  selbst  abDiaimt.  Dagegen  zeigt  die  gleichen  Zeit- 
inteirallen  entsprechende  direkte  Spannungsabnahme  bei  Weitem 
nicht  so  grosse  Verschiedenheiten,  wenn  sie  aneh  nicht  voll* 
kommen  konstant  ist.  Dieses  Verhalten  ist  unterdessen  Ton 
Geitel  auch  an  eingeschlossener  Luft  beobachtet  worden.  Dies 
weist  auf  die  Thatsacli«-  liiii.  'l;i>s  in  gkiclien  Zeiten  immer 
bestimmte  Menijpn  U-vwv  Jonen  g«  l)iM(^t  werden.  Aus  »1er  Luft 
bei  der  Neutralisation  der  Ladung  eines  isolierten  Konduktors 
entnommene  Jonen  werden  immer  nur  in  dem  Masse  regene-- 
riert.  dass  der  Luft  ein  durch  Druck  und  Tempwafcur  be- 
stimmter Gehalt  an  freien  Jonen  zukommt.  Im  Freien  kann 
die  Erscheinung  natürlich  nicht  so  rein  zum  Ausdruck  kommen, 
wie  bei  eingeschlossener  Luft.  Dass  sie  aber  doch  so  deutlieh 
ausgesprochen  ist,  dürfte  immerhin  bemerkenswert  sein. 

Ich  möchte  noch  anführen«  dass  Lenard  bei  seinen  Ver- 
suchen an  der  durch  Bestrahlung  mit  ultraviolettem  Lichte 
elektrisch  leitend  gemarliteii  T.utt  etwas  Aehnliches  beobachtet 
hat;')  die  in  derselben  entladene  Elektricitätsmenge  wächst 
zwar  mit  der  Spannung  des  geladeneu  Konduktors,  aber  lang- 
samer wie  diese,  so  dass  bei  niedrigeren  Potentialen  relativ 
grossere  Eiektricitätsmengen  neutralisiert  werden,  als  dem 
Ooulom bischen  Zerstreuungsgesetze  entsprechen  würde.  Man 
nähert  sich  mit  steigenden  Spannungen  gewissermassen  einer 
Art  Sättigungsgrenze,  der  Strom  der  herzueilenden  entladen- 
den Jonen  kann  nicht  über  eine  gewisse  Grenze  gesteigert 
werden. 

Man  li.it,  iiier  ganz  ähnliche  Kr'-cheinunjjpn.  wie  sie  J.  J. 
Thomson  und  E.  liutherford  in  röutgeuiöierter  Luft  nach- 
weij*eu,*) 

')  Ph.  Leniir<!.  Ueber  die  Elektricitütszerstreuung  in  ultraviolett 
durchstmhlt^^r  Luft.    Ann.  d.  Phjs.  3,  S.  304,  1900. 

^)  ,Die  Erüliuiiing  der  Hlektricitat  durch  Gase"  vou  J.  J.  Thomsgn, 
deutsch  von  P.  Ewers.  1900.  Leipzig,  J.  A.  Barth.      21  ff. 
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Resultate: 

1.  Luftelektrische  Messungen  nach  der  neuen  von  Elster 
und  Geitel  ausgearbeiteten  Methode  sind  im  Freiballon  mit 

genügender  Sicherheit  und  mit  verh;(lLinsniä.s8iu:  «^tringcr  Mühe 
neben  den  sonst  üblichen  meteorologischen  Beobachtungen  aus- 
lilhrbar. 

2.  Bei  der  grossen  Wichtigkeit  der  Zert>treuungsmessungen 
gerade  in  den  höheren  Schichten  der  Atmospliäre  sowie  bei  den 
ganz  neuen  G^esachtspunkten,  welche  der  Nachweis  freier  Jonen 
in  der  Atmosphäre  in  die  ganze  Lehre  von  der  atmosphärischen 
Elektricität  gebracht  hat,  ist  es  dringend  erwQnscht,  dass  die 
Bestimm  Hilgen  der  relativen  Jonenzahlen  mit  in  das  Programm 
einer  Lrrr)ssoren  Anzahl  von  wissenschattiichen  Luftfahrten  auf- 
geuoninieii  werden. 

8.  Mit  zunehmender  Höhe  ergibt  sich  auch  unabhängig 
von  der  unipolaren  Einwirkung  des  Erdkörpers,  wie  er  sich 
besonders  bei  Bergbeobachtungen  störend  bemerklich  macht, 
eine  unzweifelhafte  Zunahme  der  Zerstreuungsgeschwindigkeit. 

i.  Die  unteren  Luftschichten  können  sich  bis  hinauf  zu 
13000  m  Höhe  qualitativ  insofern  den  dem  Boden  unmittelbar 
anliegenden  ühulieh  verhalten,  als  auch  in  ihnen  im  freien  Lutt- 
raume  die  —  Ladungen  schneller  als  die  -f-  zerstreut  werden. 

5.  In  grösseren  Höhen  scheint  sich  mit  der  Zunahme  der 
absoluten  Jonenzahl  diese  unipolare  Leitfähigkeit  mehr  und 
mehr  dahin  auszugleichen,  dass  beide  Ladungsarten  etwa  gleich 
schnell  zerstreut  werden. 

6.  Dabei  findet  das  von  G eitel  fUr  eingeschlossene  Zimmer- 
Infi  nachgewiesene  Verhalten  auch  für  fast  alle  an  den  Ballon 
herantretenden  Luftpiolien  statt,  dass  der  in  Prozenten  der 
jedesmaligen  Anfan«;sladun<r  berechnete  Elektricitüts Verlust  mit 
abnehmender  Aufangsladung  wächst. 

7.  Die  Spannungsabnahme  in  gleichen  Zeiten  ist  dagegen 
ungefähr  konstant,  dem  Umstände  entsprechend,  dass  verbrauchte 
Jonen  auch  in  der  freien  Atmosphäre  immer  nur  mit  bestimmter 
Geschwindigkeit  und  in  bestimmter  Zahl  zuwandern,  sei  es,  dass 
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nur  eine  ganz  begrenzte  Zahl  wirklich  neugebildet  wird,  sei 
es,  dass  sie  nur  in  bestimmter  Menge  gegen  die  Verbrauchs- 
stelle  heranwandem  können. 

8.  Die  Zunahme  der  Leitföhigkeit  mit  der  Höhe  findet 

nicht  stetig  etwa  in  der  Weise  statt,  dass  man  hoffen  dürfte, 
eine  einfache  Formel  mit  wenigen  Konstanten  aufstellen  zu 
können,  die  für  alle  Fälle  diese  Zunahme  mit  tler  Hiihe  dar- 
zustellen  vermöchte,  sondern  sprungweise;  die  speziellere  physi- 
kalische Beschaffenheit  der  Luftschicht,  in  der  man  sich  befindet, 
übt  einen  massgebenden  Einfluss  aus. 

9.  In  trockener  klarer  Luft  ist  das  Zerstieuungsvermdgen 
in  der  Höhe  gerade  so  wie  am  Erdboden  gross;  in  dem  Grade, 
wie  der  Wasserdampfgehalt  zunimmt,  und  ganz  besonders,  wenn 
dieser  sich  dem  Kondensationspunkte  nähert,  oder  gar  in  Form 
feiner  Xel)ell)hi>ehen  ausfällt,  wird  die  Eutludungsgeschwindig- 
keit  für  beide  Zeichen  erheblich  herabgesetzt.  — 

Xaeh  diesen  Ergebnissen  erscheint  es  im  hohen  Grade 
wünschenswert,  mit  Wasserstoffgasfüllung  die  über .  4000  m 
liegenden  Schichten  der  Atmosphäre  auf  ihr  Zerstreuungsrer* 
mögen  hin  zu  untersuchen.  Hierdurch  dürften  sich  Gesichts- 
punkte gewinnen  lassen,  welche  für  die  Erklärung  einer  grossen 
lleihe  von  Erscheinungen  von  der  grössten  Bedeutung  sind. 
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Ueber  die  innere  Struktur  der  Mittelmoränen. 

Von  S«  Ftnitorwalder« 

{Sii^fdaufm  1.  Dtimiibtr.) 

Es  ist  bekannt,  daas  dicf  langgezogenen  Schuttrttcken, 
welche  die  Zuflüsse  eiijes  Gletschers  auch  nach  ihrer  Vereini- 
gung noch  tn  iinen,  eigentlich  Ei.srücken  sind,  welche  nur  eine 
tlünnt',  selten  mehr  als  0,^^  ni  mächtige  Schuttlage  tragen,  die 
das  darunterliegende  Eis  vor  der  Absclimelzung  schützt.  Nur 
in  relativ  seltenen  Fällen  kommt  diese  Schuttlage  in  der  Weise 
zu  stände,  wie  es  die  populäre  Erklärung  der  Moränen  voraus- 
setast,  dadurch  nämlich,  dass  Steine  auf  den  Gletscher  fallen 
und  auf  der  Oberfläche  desselben  durch  die  Bewegung  des 
Eises  thalab  getragen  werden.*)  Diese  Erklärung  setzt  nämlich 
als  selbstverständlich  Yoraus,  dass  Steine,  die  auf  die  Ober- 
fläche fallen,  auch  dauernd  auf  derselben  verbleiben.  Das  ist 
al)i*r  nur  richtig,  wenn  es  sich  um  die  Oberiläche  des  ab- 
schmelzenden Gh'tschers  handelt  und  daher  kann  jene  Er- 
klärung auch  nur  lür  Moränen,  welche  unterhalb  der  Ver- 
einigung von  GletscherzuflUssen  innerhalb  des  Abschmelzungs- 
gebietes  entstehen,  gelten.  £s  vereinigen  sich  aber  die  Zu- 
flüsse zumeist  schon  im  Fimfelde,  also  im  Gebiete  dauernder 
Schneezufuhr,  und  hier  wird  ein  auf  die  Oberfläche  gelegter  Stein 
zunächst  immer  weiter  in's  Innere  wandern  und  erst  weit  unten 
im  Abschnielzungsgebiet  wieder  irgendwo  zum  Vorschein 
kommen.    Nun  gibt  es  aber  keine  Vorgänge,  durch  welche 

1)  Diese  Bemerkung  gilt  jedenüdU  fUac  die  Gletscher  der  Ostalpen 
mit  ihren  hoch  und  frei  gelegenen  Fimfeldem,  die  von  den  Kämmen 
wenig  überragt  werden.  In  den  Westalpen  liegen  die  Verhältnisse  infolge 
des  steileren  Aufbaues  nicht  onwesentlich  anders  tin*l  hier  trifft  die  üb- 
liche Erklärung  am  h  häufiger  zu.  Sie  versagt  aber  für  die  Moränen  der 
Gletscher  vom  skandinavischen  oder  arktischen  Typus  und  besonders  fOr 
jene  der  diluvialen  Gletscher. 
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Steine  dauernd  mitten  auf  die  Firnfrlder  gelegt  werden  und 
wenn  etwa  im  Firnfelde  eine  Felsinsel  auftauchen  sollte,  so 
werden  an  deren  Umrandung  keine  anderen  Vorgänge  statt- 
haben als  an  der  äusseren  Umrandung  des  Firnfeldes  überhaupt. 
Der  dort  producterte  Schutt  liegt  bereits  am  Grund  des  Qlet- 
schei-s,  da  die  Umrandung  ja  nichts  anderes  ist  als  die  Linie, 
an  wt'lclier  der  ülrtscliri j^niind  an  die  Oberfläche  tritt;  er  wird 
«ilso  in  der  Hegel,  Wfini  anders  die  (Tletsclu.rbcw  e^nuig  eine  an- 
nähernd stetige  ist,  am  Grunde  weiter  wandern  und  nicht  in 
das  Innere  des  Eises  gelangen.  Eine  Ausnahme  entsteht  aber 
dann,  wenn  konvexe  Unebenheiten  des  Gletschergrundes  (Rücken 
oder  Kuppen)  derart  beschaffen  sind,  dass  sie  an  der  Stossseite 
als  Teiler  der  Strömungslinien  des  Eises  wirken,  also  vom  Eise 
umflossen  werden,  während  an  der  Leeseite  eine  Wiederver- 
einigung der  vorher  getrennten  Strömungslinien  statthat.  Eine 
äliiiliche  Vereinigung  ursprünglich  getrennter  Ströiiiungslini.  ii 
tiiidt  t  aucli  an  der  Leeseite  von  Kücken  statt,  welche  von  dt-v 
äussern  Uinranrjunj^  des  Firnlclilrs  ins  Innere  einspringen  und 
zwei  MuJden  schei«len.  In  beiden  Fällen  geht  von  der  Leeseite 
der  betreffenden  Unebenheit  eine  Wand  von  vorher  getrennten 
und  nunmehr  vereinigten  Strömungslinien  aus,  welche  mit 
Schutt  beladen  sind,  da  sie  vom  Grunde  des  Gletschers  kommen, 
an  welchem  unter  normalen  Verhiütnissen  der  Schutttransport 
erfolgt.  Auf  diese  Weise  habe  ich  das  Entstehen  von  Innen- 
moränen erklärt.*)  Eine  solche  Innenmoräne  stellt  demnach 
eine  innerhalli  des  Eises  verlaufende,  von  einer  Unebenheit  des 
(j letx  hei-^Tuniles  aus^eheiiile  uinl  mit  ihrem  Fusse  in  der  Unter- 
moräne wurzelnde  aulreclit>tehenilt  Schuttwund  vor.  An  ihrem 
oberen  Ende  reicht  sip  nicht  bis  zur  Gletschi  riläche,  dagegen 
wird  sie  weiter  abwärts  iin  Schmelzgel)iete  des  Gletschers  zum 
Ausschmelzen  kommen  und  als  Mittelmoräne  erscheinen.  Ur- 
sprQnglich  konnte  ich  als  Gründe  für  die  Richtigkeit  dieser 
Erklärung  nur  das  Vorkommen  von  gekrltzten  Geschieben  in 
den  Mittelmoränen  und  die  augenscheinliche  Vermehrung  ihres 

*)  Dftr  V^ermigtferner,  seine  CieKi  hiehto  und  seine  Vennesnmg  ia 
den  Jahren  1888  und  89.   Graz  1897,  ä.  6S  ff. 
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SchutÜDbaltes,  je  mehr  man  sich  dem  Ende  nähert,  an- 
führen.') Neuere  Beohachtungen  haben  mir  jedoch  eine  direkte 
Bestätigung  der  erw&hnten  Ansicht  geliefert. 

Die  erste  verdanke  ich  meinem  Freunde  Herrn  Professor 
Dr.  A.  Blttmcke.  Während  seines  diesjährigen  durch  Ge- 
scliNviiidigkeitsiiitssuntron  am  H  intereisferinT  voran hissten 
Aufenthaltes  am  liuchjochhospiz  im  hinteren  Oetzthale 
war  Ende  August  ein  sehr  schweres  Hochgewitter  niederge* 
gangen.  Ein  staik  angeschwollener,  vom  rechten  Thalgehänge 
herabkommender  Bach,  war  auf  den  Hochjochferner  aus- 
getreten und  hatte  die  oberflächliche  Schuttlage  einer  kleinen 
Mittelmoräne  nahe  dem  Ende  auf  die  Erstreckung  von  25— 30  m 
YoUstandig  abgeschwemmt,  so  dass  das  blanke  Eis  su  Tilge  trat. 
Man  sah  deutlich,  dass  der  im  Eise  eingebackene  Schutt  in 
einzelne  Reihen  geordnet  war,  die  sich  in  der  Längsrichtung 
der  Moräne  erstreckten.  Nach  wenigen  Tagen  begann  sich  in- 
folge der  Ablation  die  Moräne  in  der  Weise  zu  regenerieren, 
dass  zuerst  der  vorhin  beschriebenen  Anordnunj?  des  Schuttes 
im  Kisinneru  entsprechend  parallele  Teilraoränen  auftraten,  deren 
Trümmer  später  zu  einer  zusammenhängenden  Decke  ver- 
schmolzen. Als  ich  Mitte  September  die  Stelle  besuchte,  war  die 
neue  Decke  von  der  alten  kaum  mehr  eu  unterscheiden,  doch  be- 
wies der  noch  sichtbare  Rand  der  alten  Moranendecke,  dass  kein 
Stein  derselben  auf  das  früher  abgewaschene  Gebiet  gerutscht  war. 

Gelegentlich  der  von  Prof.  E.  Richter  in  Graz  Teran- 
lassten  internationalen  Gletscherkonferenz  amRhonegletscher 
konnte  den  Teilnehmern  auf  dem  liiiekcn  «ier  grossen  ^littel- 
morane  des  L  uteraargletsch ers  eine  vom  Ahsehwung  bis 
nahe  zum  Gletscherende  reichende,  7  Kilometer  lange  fast  un- 
unterbrochene Linie  gezeigt  werden,  an  der  allenthalben 
Untermoränenmateriul  austritt.  Noch  deutlicher  Hessen  sich 
jedoch  diese  Verhältnisse  am  Hinter  eisfern  er  feststellen. 

Das  Vorkommen  von  Untr-rnioritaenmaterial  in  Mitl»'lrnoränen 
hat  zuerüt  Stjve  am  .lu^stetiulbrae  bemerkt.  Heim,  Handbucii  der 
Gletflcherkunde,  S.  859.  Ferner:  Brückner,  Penck  und  v.  Zittel,  vergl. 
Brückner :  Vergletscherung  des  Salzachgebiete«,  S.  26. 
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der  eine  vier  Kilometer  lange  Miitelmoräne  besitzt  Es  war 
das  um  so  unerwarteter,  als  melirfache  Bohrungen  auf  dem 
Rücken  der  Mittelraorane  keinen  Schuttinhalt  des  darunter 

liegenden  Eises  ergaben.  Der  Grund  liegt  darin,  dass  die 
scluittfiihrende  Wand  von  so  geringer  Dicke  iat.  dass  nur  ein 
grosser  Zufiill  sie  auf  der  20 — 80  m  breiten  ^loräiie  finden 
läast;  ihre  Mächtigkeit  beträgt  nämlich  durchschnittlich  nur 
25 — SO  cm  und  dabei  ist  sie  überaus  scharf  begrenzt,  so  dass 
nur  ausnahmsweise  ein  Stein  daneben  im  Eise  steckt.  Die 
Mittetmoräne  ist  durch  Spalten  an  vielen  Stellen  aufgeschlossen 
und  überall  lasst  sich  die  &st  genau  vertikal  stehende  Schmutz- 
Schicht  erkennen,  die  augenscheinlich  einen  Bestandteil  der  als 
Bänderung^")  zu  bezeichnenden  Struktur  des  Gletschereises 
bildet.  Mali  g.  winnt  durchaus  den  Eindruck  eines  ungewöhnlich 
breiten  stark  scbmutzdurchsetztcn  lihiubandes.  Die  aulialiend 
deuthche  Entwickelung  der  Büuderung  in  der  Nachbarschart 
der  Öchuttwand  hängt  wohl  mit  dem  Umstände  zusammen,  dass 
die  betreffenden  Eispartien  vor  ihrer  Vereinigung  an  der  Schutt- 
wand Bodenschichten  waren,  innerhalb  welchen  die  grössten 
Geschwindigkeitsdifferenzen  herrschen.  Grosse  Geschwindig- 
keitsdifferenzen sind  aber  der  Ausbildung  der  Bändenmg  ent- 
schieden günstig.  Xach  oben  gegen  den  Ursprung  der  MorSoe 
unter  den  Felsen  der  Langtuufererspitze  verbreitert  sich,  wie 
mein  College  Herr  Prof.  Dr.  Heinke,  der  mich  begleitete,  durch 
sorgfilltige  Untersuchung  gefunden  hat.  das  SihnuiL/.ly.uid  auf 
ca.  <)0  ein  iiiul  s|ialtet  sich  in  drei,  zwischen  denen  dunkle 
schiititieie  Eisschiciiten  liegen.  Erwähnung  verdient  noch  das 
Ausseheu  der  Linie,  längs  we](  her  das  Schuttband  austritt  und 
welche  gewissennassen  die  Schweissnaht  der  vereinigten  Eis- 
ströme darstellt.  Der  frisch  ausgeschmolzene  Schutt  unter- 
scheidet sich  durch  einen  breiigen,  im  trockenen  Zustande 
staubigen  Ueberzug  von  der  durch  den  Regen  gewaschenen 
alteren  Schuttdecke  der  Moräne.   Alle  Steine  von  länglicher 

lu  der  Nomeuklatur  der  Moränen  und  der  Gletacherstruktur  halte 
ich  mich  an  die  Vereinbarungen,  welche  auf  der  obengenannten  GiM- 
scherkoDferenz  getroffen  wurden. 
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oder  plaiüger  Form  liegen  mit  ihrer  Lang-  bezw.  Breitseite 
in  der  Ebene  der  Scbuttwand  und  schmelzen  hochkant  gestellt 
aus.')    So  markiert  sich  die  Linie  durch  eine  fortlaufende  Reihe 
von  halb  im  Eise  steckenden  Steinen  in  unnatürlicher  »Stellung. 
Der  ^'erl^ulf  der  Linie  ist  ein  überaus  stetiger^  nirgends  ist  man 
um  einen  halben  Meter  breit  im  Zweifel  darüber;  nur  an  sehr 
breiten  und  tiefen  Spalten  scheint  sie  manchmal  um  einige  Deel- 
meter  verworfen  zu  sein.  Die  Begelmässigkeit  der  Erscheinung 
bewirkt,  dass  wenn  man  einmal  darauf  aufmerksam  geworden  ist» 
sie  auch  schon  von  weitem  bemerkt  und  es  ist  mir  schliesslich 
gelungen  sie  aus  grosser  Feme  (ca.  4  km)  photographisch  zu 
lixiercu  (vergl.  Fig.  1 ).  In  dieser  Entfernung  sieht  man  natürlich 
nicht  das  Sclnriiitzbiind  selljst.  wohl  aber  die  diii"(  h  sein  Austreten 
bewirkte  Anordnung  des  Schuttes.    Auf  dem  Bilde  ist  auch  der 
Umstand  zu  erkennen,  dass  die  Linie  nicht  auf  der  Mitte  des 
Moränenrtlckens  verläuft,  sondern  weit  gegen  die  Schattenseite 
hinausgerttckt  ist.   Es  legt  sich  eben  die  aus  dem  Eise  auf- 
tauchende Schuttwand  nach  der  Sonnenseite  zu  um  und  nach 
dieser  Seite  yerbreitet  sich  der  Schuttstreifen  durch  Abrutschen 
der  Steine  beim  Unterschmelzen  ihrer  Basis  weit  mehr,  als 
iiiich  der  Schattenseite.    Sehr  bezi  ichnend  ist  auch  das  Um- 
biegen   der   Tiinie    g'gt'n    den    Oletscherrund,    wodurch  das 
Ende  des  LangtautererzuHusses  gekennzeichnet  ist.  Unterhalb 
desselben   i.st  der  Hauptferner  mit  einem  breiten  Felde  von 
Moränenschutt  bedeckt,  welches  die  Endmoräne  des  Laogtauferer-* 
Zuflusses  darstellt.   Diese  Verhältnisse  sind  auf  der  Karte  des 
Hintereisferners  von  Blümcke  und  Hess  Yorzüglich  dar- 
gestellt.   Die  ausgeprägte  Lage  der  Grenzlinie  am  Schatten- 
rande des  Morünenrückens  und  die  mächtige  Verbreiterung 
desselben  nach  abwärts  von  20  auf  100  m,  machen  es  sehr 
wahrscheinlich,  dass  der  bchuttinhalt  der  Mitteimoräne  in  der 

*)  Diese  AnoitlmuiL,'  iLt  Stfiiu'  hulie  ich  10^5  am  Zululllenier  i(e- 
sehen,  glaubte  sie  aln  r  BeweguiigsUill'ereuzen  der  benachVu\rten  Eis.sUöuie 
zuschreiben  zu  müsöcn.  Vergl.  Die  Gletscher  der  ÜjÜ«  rjjnipiM',  Mittei- 
lungen des  D.  u.  Oe.  Alpenvoieiiis,  1896,  S.  31.  Penck  fand  sie  am 
Wuiteukeea  in  der  Soanblickgruppe,  Zeitscbriftd.D.u.Oe.A.-V.,  1897,  S.69. 
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Hauptsache  nach  aus  der  Innenmorane  stammt  und  nicht  direkt 
von  den  aperen  Felsen  der  Langtaufererspitze,  an  denen  sie 
den  Ausgang  nimmt.  Wenn  man  bedenkt,  dass  die  schutt- 
fUhrende  Wand  nach  den  Gletscherprofilen  von  Blümcke  und 
Hess  in  den  oberen  Teilen  eine  Höhe  von  250  m  hat,  kann 
man  au  der  Möglichkeit  dieser  Herkunft  nicht  zweifeln. 


Fi*r.  1.    Die  Mittelmoriine  des  Hintereisforners.    Die  weisse 
(retouchicrte)  Linie  bezeichnet  die  Lage  der  Schweissnaht. 

Eine  letzte  Reihe  von  Beobachtungen,  welche  die  Richtig- 
keit der  vorgetragenen  Ansicht  über  den  Zusammenhang  von 
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Mittel-  und  Innennioriuien  zu  stützen  geeignet  sind,  bezieht 
sich  auf  die  Verteilung  des  Schuttes  auf  dem  Moränenrflcken. 

Am  Langtaufererferner  ist  das  Gestein  in  der  ganzen  Um- 
randung der  Firnmiilde  so  einförmig,  dass  keinerlei  Unter- 
schiede im  Schutt  zu  Ix-merken  waruu.  Anders  liegt  die  Saehe 
bei  der  grossen  Mittelnioräne  des  Tfoelijochfeniers.  Dieselbe 
beginnt  in  der  Hohe  von  2000  m  mit  einer  Üeihe  vereinzelnter 
Platten,  die  in  abenteuerlichen  Stellungen,  ausschliesslich  hoch- 
kant aus  dem  Eise  hervorragen.  Weiter  abwärts  bildet  sich 
der  sdiuttbekleidete  Moranenkamm  aus,  auf  welchem  die 
Schweissnaht  der  beiden  Zuflflsse  in  der  Mher  beschriebenen 
Weise  deutlich  zu  erkennen  ist  Infolge  des  S-förmigen  Ver- 
laufes der  MorSnenaxe  wechselt  die  Sonnen-  und  Schattenseite 
di's  Kückens  wiederholt,  wobei  sich  die  Naht  getreu  an  der 
jeweiligen  Schattenseite  hält.  Noch  weiter  abwärts,  wo  der 
Rücken  schon  eine  ansehnliche  Breite  gewonnen  hat,  taucht  in 
ca.  H  m  Enttemung  neben  der  ersten  8chweissnalit  und  zwar 
auf  der  Sonnenseite  eine  zweite  auf,  welche  ockergelben  Schutt 
führt,  der  mit  dem  graubraunen  Schutt,  der  der  ersten  Xaht 
entstammt,  stark  kontrastiert.  Der  gelbe  Schutt  verbreitet 
sich  ausschliesslich  nach  der  Sonnenseite,  da  nach  der  Schatten- 
seite zu  die  Böschung  des  Rückens  aufwärts  geht  und  er  er- 
reicht bald  den  sonnenseitigen  Rand  des  graubraunen  Schuttes, 
der  fast  ganz  unter  ihm  verschwindet.  Wenige  hundert  Meter 
oberhalb  der  Strundungsstelle  der  Moräne  taucht  innerhalb  des 
gelben  Schuttstreifens  eine  dritte  Naht  auf,  die  mehr  rötliches 
Gestein  in  reicher  Fülle  liefert,  diia  wiederum  nach  der  Sonnen- 
seite zu  sich  verbreitend  den  gelben  Schutt  Uberdeckt.  Oäen- 
bar  laufen  im  Innern  des  Gletschers  in  geringem  Abstand  drei 
Innenmoranen  parallel  einher,  die  von  verschieden  stark  aus- 
geprägten Rücken  aus  Terschiedenfarbigem  Gestein  herstammen. 
Die  Innenmoränen  ragen  vom  Grunde  ab  verschieden  hoch  in^s 
Innere  und  kommen  nacheinander  zur  Ausschmelzung,  wie  das 
in  der  schematischen  Figur  2  angedeutet  ist. 
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Hiernach  erscheint  auch  die  früher  erwähnte  Beobachtung 
Blüm  che  8  Uber  die  Streifen  der  regenerierten  Moräne  in 
neuem  Lichte. 

Von  weittragendster  Bedeutung  ist  die  hier  Tertreiene 

Ansicht  von  der  Struktur  der  Moränen   für  die  diluvialen 

Gletscher,  wie  Eduard  Kicliter  ausi^itiandergeüetzt  hat.')  Die 
vielverzvvfigten  Saimiielgebiete  der  dihivijilen  Aljien<;Ietscher 
niussfpn  eine  »jrosse  Zahl  von  Inneniuoränen  liefern,  die  aus 
deutlichem  Üuteruioräueumateriiü  (gekritzten  Geschieben  und 


Qrandriss.  Profile. 

Schlamm)  aiifp  hnut  waren,  da  ja  die  Ot  s(  liit'])o.  ehe  sie  in  die 
Innenmoräne  kamen,  bereits  einen  weiten  Wii^  am  Gletscher- 
gruude  irgend  eines  Seitenthaies  zurückgelegt  hatten.  So  er- 
klären sich  die  iiiesenmassen  Ton  Grundmoränenmaterial  des 
alpinen  Diluviums,  ohne  dass  man  genötigt  wäre  anzunehmen, 
dass  die  damaligen  Gletscher  wesentlich  mächtigere  Schichten 
von  Untermoräne  bewegt  hätten  als  die  heutigen. 

(.itLtiiu»ritlH>l(>«,'irt(lie  Uiitersiu hunpron  in  den  Hüchnlpeu.  £rgäQ> 
xungsheft  132  zu  rcteriiianu»  Mittuiiuugt  a.    8.  32. 
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üeber  einen  Fundamentalsatz  aus  der  Theorie  der 

periodischen  Functionen. 

YoD  Alfred  Fvlagihtlm. 

Im  folgenden  soll  unter  f  (u)  ein  iiii  alleraal  eine  Function 
verstanden  wenlcn,  welche  keine  , unendlich  k leine"  Periode 
d.  h.  in  jedem  endlichen  Bereitlir  nur  eine  en<lliche  Zahl 
von  Perioden  besitzt:  eine  Eigenschaft,  welche  bekanntlich  jeder 
nicht  Constanten  eindeutigen  oder  endlich-vieldeutigen 
analjtischt  n  Function  eo  ipso  (aber  nicht  dieser  Functions- 
Olaase  aussebliesslicli  *))  zukommt.  Für  Functionen  dieser  Kate- 
gorie gilt  dann  bekanntlich  der  von  Jacobi*)  aufgesteUte  und 
bewiesene  Satz,  dass  sie  höchstens  doppcl periodisch  sein 
kdnnen.  Jacob i*s  Beweis  gründet  sich  auf  die  folgenden  drei 
Theilsätze: 

I.  f(u)  kann  niemals  zwei  Perioden  a>|,  a>g  mit  reellem 

irrationalen  Quotienten  besitzen.   Ist  hingegen       reell  und 

rational,  so  lassen  sich  aij,  o),  als  ganzzahlige  Multipla  einer 
einzigen  Periode  o>  darstellen.   (A.  a.  0.  §  1.) 

1}  So  können  auch  unendlich- vieldeutige  analytische  Func- 
tionen die  fragliche  Eigenschaft  besitzen  (z.  B.  1^^ /* ("))•  brauchen  sie 
aber  nicht  zu  besitzen  (wie  z.  B.  die  Unikehrun«?sfunction  einea  In- 
tegrals u  mit  mehr  als  zwei  Periodicitatfl-Moduln).  Vgl.  im  übrigen: 
Casorati,  Acta  math.  T.  8  (1886),  p.  844. 

«)  Journ.  f.  Math.  Bd.  13  (1836),  p.  55-61  (=  Ges.  Werke,  II, 
p.  25-82). 
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II.  Sind  Q>,,  0)^,  Perioden,  welche  paarweise  kein 
reelles  YerhSltniss  besitzen,  so  muss  zwiselien  ihnen  eine 

homogene  lineare  Gleichung  mit  ganzzahligen  CoefHcienteo  be- 
stehen.   (A.  a.  0.  §  3.)0 

III.  Besteht  zwischen  irgend  drei  Perioden  q>|,  m^, 
mit  paarweise  nicht  ree  llem  Yerhältniss  eine  hooDOgene  lineare 
Relation  mit  ganzzahligen  Goefficienten,  so  lassen  sich  zwei 
Perioden  co,  ct>'  angeben,  derart  dass:  a>«  »  m»  a»  +  a»' 
(je  »  1, 2, 3;  m„nM  ganze  Zahlen  bezw.  Null).  (A.  a.  O.  g  2.) 

Hierauä  kann  nun  in  der  lial  gefolgert  werden,  da&s 
jede  endliche  Anzahl  von  Perioden  sich  schliesslich  immer 
auf  eine  bezw.  zwei  nMluciron  lässt.  Aber,  obschon  dm  hierzu 
dienliche  Verfahren  unbegrenzt  fortsetzbar  ersclieint,  so 
ist  doch  nicht  genügend  ersichtlich,  dass  sich  wirklich  auch 
die  Gesammtheit  aller  möglichen  Perioden,  welche  ja  unter 
allen  Umstanden  aus  einer  unendlichen  Zahlenmenge  besteht, 
durch  eine  bezw.  zwei  specielle,  eindeutig  charakterisirte 
Perioden  darstellen  Ifisst.  Mit  anderen  Worten,  durch  die 
JacobiVhe  Deduction  wird  die  jeweilige  Existenz  primitiver 
Perioden  noch  keineswegs  vollständig  in  Evidenz  gesetzt,  viel- 
mehr ist  hierzu  wiederum  noch  eine  besondere  Betrachtung 
erforderlich. 

Darnach  erscheint  es  aber  weit  zweckmässiger,  von  vorn- 
herein die  Existenz  bestimmter  primitiver  Perioden  festzu- 
stellen: die  obigen  Jacobi'schen  Sätze  resultiren  sodanxr  als 
ganz  unmittelbare  Folgerungen.  Ein  Verfahren  dieser  Art 
wurde  von  Weierstrass  für  den  allgemeinen  Fall  v(m  Func- 
tionen beliebig  vieler  Variabein  angegeben*)  und  von  0.  Bier- 

0  Der  sehr  «iiinreidie,  aber  etwas  mübsaine  Algorithmus,  den 
Jacobi  zum  Beweise  dieses,  den  eigentlichen  Schwerpunkt  der  gaasen 
Deduction  bildenden  Satzes  anwendet,  Iftsst  sidi  auch  durch  dne  wesent> 
lieb  einfachere  Grenz  •Betrachtung  ersetzen:  s.  z.  B.  Ransenberger, 

Theorie  der  periodischen  Functionen  (1884),  |  Nr.  7.  —  Thomae, 

Abriss  einer  Theorie  der  Functionen  einer  compl.  Veränderlichen  und  der 
Thetafunctionen,  8.  Aufl.  (1890),  p.  3f>.  §  35. 

2)  Berl.  Monatsber.  1876,  p.  680      Math.  Werke.  II,  p.  70). 


Diqitized  bv  Google 


A.  FrkigMm:  Fwidammiahatg  für  perMMte  FmelÜonm.  543 

manD  auf  deo  Fall  einer  einzigen  nnabliSngigen  Yariabeln 
fibertragen.*) 

Die  folgende,  auf  einer  iindereii,  priucipiell  etwas  ein- 
facheren AiiswaliP)  der  primitiven  Perioden  beriiliende  Dar- 
stellung dürfte  den  Vorzug  grosserer  Anschaulicbkeit  besitzen 
und  gestattet  überdies  auch  einen  genauen  Ueberblick  über  die 
Terachiedenen,  bezüglich  der  Anzahl  und  der  Grössenverhältnisse 
jener  besonderen  Primitiv-Perioden  vorhandenen  Möglichkeiten. 
Der  YollBtöndigkeit  halber  und,  um  die  vollkommene  Analogie 
in  der  Behandlung  der  einfachen  und  doppelten  Periodicitat 
deutlich  hervortreten  zu  lassen,  schicke  ich  auch  die  Betrach- 
tung desjenigen  Falles  voraus,  welcher  den  Jacobi'schen  Satz  I 
iiivolvirt. 


Lehrsatz  I.  Alle  einer  Function  vom  Charakter 
f{u)  zukommenden  Perioden  i3,  welche  gegenseitig  in 
r^eZfm  Terhftitnisse  stehen,  lassen  sich  als  ganzzahlige 
Multipla  einer  einzigen  Periode  ruj  darstellen. 

Beweis.  Bedeutet  ü  irgend  eine  beliebige  Periode,  so 
giebt  es  in  Folge  der  über  f  (u)  gemachten  Voraussetzung  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Perioden  mit  einem  absoluten  Be- 
trag <{  und  somit  auch  eine  endliche  Anzahl  von  Peri- 
oden q)m,  deren  absoluter  Betrag  \  \  einen  bestimmten,  von 
Null  verschiedenen  Minimalwerth  besitzt.  Wird  eine  dieser 
letzteren  willkürlich  ausgewählt  und  mit  oj^  bezeichnet^  so  hat 


man  fOr  alle  möglichen  co«  die  Beziehung: 


1;  da  aber 


OD 


andererseits  —  nach  Voraussetzung  reell  ist,  so  folgt: 


—  =  4-  1 ,    d.  h.  q}m^  +  iOf 


Ol, 


')  Theorie  der  analytischen  Functionen  (1887),  p.  368. 

^)  Noch  .indf^r?!  (in  wesentlich  fTPonietrisrhor  D.Trftpllnnn-)  bei  Tan- 
ner v  et  Molk.  Kl«*menta  de  la  theorie  des  fonctions  ellipü<iue8,  T.  I 
(1893),  p.  143,  Nr.  88. 
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Ist  sodann  ü  wieder  eine  ganz  beliebige  der  zu  coj  in 

Q 

reellem  Verhüitnisse  stehenden  Perioden,  so  ii^st  sich  —  stets 


und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die  Form  setzen: 

Q 

wo  m  eine  ganze  Zabl  und  0  <  ^  <  1.    Damitcb  wäre  aber: 
QOi^^  ü  —  m  cy,  und  zugleich  |  ^  cu,  |  <  {  a>|  | , 

d.  h.  o     eine  Periode  mit  kleinerem  absoluten  Betrsge  als 

was  unmöglich  ist,  solange  ^>0.  Somit  muss  ^  «  0  sein, 

woraul  dann  U  =  mco^  sich  ergiebt. 

Folgerungen.  1)  Unter  den  Perioden  von  /'(m)  können 
niemals  zwei  solche  vorkommen,  welche  ein  reelles  ir- 
rationales Yerhältniss  besitzen.^) 


^)  Will  man  dies  noch  ausdrücklich  bestätigen,  so  kann  man  sieb 


Cd 


statt  der  von  Jacobl  benfitzten  Kettenbracb-Entwic^elang  von  —  auch 


0> 


03 


der  noch  elementarwen  Darstellung  von  —  durch  einen  unendlichen  Ded- 

malbmch  oder  sonstigen  systematische  Bruch  bedienen.  Angenommen 
man  habe: 


09  ttv 

—  =  lim  rr  irrational, 


(wo  h  eine  natfirliehe  Zahl  >     av  dne  Folge  ganzer  &hlen,  die  man 

ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  als  positiv  voraussetcen  katm),  so 
wird  f&r  1,2,8, 

wo:  0<ei'<l 

also: 

Qy  ^   =.  CO    a»'  03. 

Die  nr  gimi  aämmtlich  von  einander  verschieden,  daans^s^^ 
folgen  würde: 

5in  e»*  —  am  w  =s  6**  a>'  —  «m  m 

d.  h. 

m     am  —  ff»    ,  ,  , 

—  =  1  j~f  d.  n.  rational. 

Es  gilbe  also  in  dem  endlichen  Boreiche  M  =  ß«(0<e<l) 
unendlich  viele  Periodm  ^  a>,  was  der  Vorauuetzong  widerBpricht. 
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-2)  Besitzt  ffu)  nur  Perioden  ü  mit  reellem  Verbfilioias 
80  ist  f{u)  einfach  periodisch,  und  die  .primitiTe*  Periode 
von  f(u)  ist  eine  der  beiden  nach  Willkftr  zu  wihlenden  Zahlen 

+  £t)j,  für  welche  I  to,  '  ein  Miiiiiiiuin  wird. 

3)  Da  iiiii<(c'kehrt  für  jedes  einfach  periodische  f{u)  alle 
Perioden-Quotienten  reell  (und  rational)  ausfallen  müssen,  so 
folgt  weiter:  Finden  sich  unter  den  Perioden  von  /*(«)  irgend 
zwei:  (k>«as|^iji,  a/ sss  ^ tf  i  lait  nicht-reellem  Yer- 
hiltniss: 

^ — fqr^  +  -|^-^r^-».  •»»  |f,-f,|>o, 

80  kann  f(u)  nicht  einfach  periodisch  sein,  üm  festzustellen» 
dass  alsdann  f  {u)  genau  dop pel periodisch  sein  muss,  beweisen 
wir  zunSehst  den  folgenden 

Hülfssatz.  Sind  cü,  co'  Perioden  von  f(u)  mit  nuM- 
reellem  Verhältniss  und  ausserdem  von  der  Beschaffen- 
heit» dass  ausser  h  =  (o  und  hssto}  keine  Zahl  Ton  der 
Form: 

h  =  e  oj £  io't   wo:^|>0,  £-{-£^1 

einQ  Feriodc  von  f(u)  l)ildet*),  so  lässt  sich  ^*«fe  Periode 
Q  in  der  Form  darstellen: 

Q  =  m  CO -i- n  (o* 

wo  m,  n  ganze  Zahlen  (einschliesslich  der  Null)  be- 
deuten; a>,  o>'  heissen  alsdann  prmiäve  Perioden. 

Beweis.  Zunächst  lässt  sich  jedenfalls  D  (wie  für  jede 
beliebige  Zahl  durch  AuflösimjEf  der  betreffenden  2  Linear- 
gleichungen folgt)  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  der 
Form  darstellen; 

Q  sst a  (o b ca^*   (a,  d  reell  bezw.  Null), 

')  Diese  Hedinjinnff  besagt  poometriscb,  dasa  in)  Irmem  und  auf 
den  Seiten  des  Dreiecks  mit  den  Kckponktea  0,  ot,  oi'  keine  Perioden 
ausser  o»,     liegen  sollen. 
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anders  gcachiiebezi : 

wo  m,  n  ganze  Zahlen  (eventuell  ^ull)  und: 
Ä  =  i?ü)  + i^'oi',  0<|^,|<1. 

Da  sodann  h^Q  —  mco  —  nm'  eine  Periode  von  f  {u) 
sein  muss,  so  folgt  aus  der  Yoraussetsung,  das  keinesfalls 

sein  kann,  ausser  wenn: 

d  =  ^'  =  0. 

Wäre  nun  aber: 

^  +  ^' > 0   (andererseits:  ^  +  ^'<2), 

so  hätte  mau: 

(g>  4- ä>')— Ä  =  (1  —     ö) -h  (1  —  ^O- 

wo  jetzt: 

e  +  .'  =  2-(^  +  ^'){JJ^ 

d.  h,  (w  -f-  —  ^  wiire  «in©  Periode  von  der  Art,  deren  Exi- 
stenz auf  Grund  der  Voraussetzung  ausgeselilossen  erseheint. 

Hiemach  kann  also  in  der  That  nur  d  =    s  0,  also: 

=S5  m  ö)  +  »  a>' 

sein,  womit  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen  ist.  — 

Lehrsatz  11.  Finden  sich  unter  den  Perioden  Q 
Ton  f{xi)  solche  mit  nicht-reellem  Verhältniss  und  be- 
zeichnet man  mit  co^  irgend  ein  für  welches  |  oi,  \ 
unter  allen  möglichen  \Q\  ein  Mmnmm  ist;  sodann 
mit  o),  ein  anderes  für  welches  |a>,  |  unter  allen 
nach  Ausscheidung  von  Q^vo>^  (^  =  +  1»  i^, +3, .) 
übrig  bleibenden  \Q\  gleichfalls  ein  IBfMmm  ist  (wo- 
bei also  iOJ^\'^\ü)^\)i  so  sind  w^,  co^  pimitive  Perioden. 
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Beweis.  Es  werde  unter  der  (jedeiifaik  endliclien) 
Anzahl  toxi  Perioden  deren  ftbsoluter  Betrag  einen  gewissen 
Ton  Null  verscfaiedenta  Minimalwertii  besitzt,  irgend  eine 
beliebig  ausgewählt  und  mit  oij  bezeichnet.  Alsdann  ist  zu- 
nächst auch  —  CO,  eine  Periode  mit  dem  absoluten  Betrage  Tg. 
Im  übrigen  sind  daun  nur  folgende  zwei  Fälle  möglich: 

Erster  Fall.  Es  existircn  ausser  +  ccj  noch  andere 
Perioden  mit  dem  absoluten  Betrage  r,.  Bezeichnet  man  eine 
derselben  mit  so  folgt  leicht  aus  dem  eben  bewiesenen 
Htllfssatxe,  dass  a^^,o>^  primitive  Perioden.  Betrachtet  man 
nämlich  alle  Zahlen  h  Yon  der  Form: 


(1) 


Ä  =  *j  (ü,  4- i?,  (o„  wo:^»|>0,  ^iH-t?,gl 


so  folgt  zunäcli^t  für      =  Ü,  bezw.  t}^  =  0,  dikw : 

h^^^a>^   bezw.  h^^^to^ 
wird,  sodass  unter  diesen  speciellen  h  nur  die  beiden  folgenden: 

Perioden  sind.   Ist  dagegen     >  0,  t^,  >  0,  so  hat  man: 

<l<'^,|-(^i  +  ^) 
mit  Ausschluss  der  Gleichheit,  da 
4- 1  Terschieden;  also  schliesslich: 

sodass  in  Folge  der  Auswahl  Ton  a>^  keine  dieser  Zahlen  h 
eine  Periode  liefern  kann:  nach  dem  obigen  Httlftsatze  müssen 
also  primitive  Perioden  sein. 

Zweiter  Fall.  Es  seien  +  die  einzigen  Perioden 
mit  dem  absoluten  Betrage  r^.    Man  scheide  dann  &m  der 


«2 


=  1,  aber  —  von 


^>  Dies  ist  übrigens  geometrisch  unmittelbar  ersichtlich. 
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Gesammtlieit  der  Ü  alle  diejenigen  Ton  der  Form  ü^rof^ 
(v  »  -h  1,  +  2,  -h  3t .  • .)  aus:  es  sind  dies  nach  Lehrsatz  I  alle 

mügliclien,  die  überluiuj)t  zu  ein  reelles  Verhältniss  haben. 
Für  die  übrigbleibenden,  die  dann  also  z«  ein  nicht- 
reelles  Verhältniss  haben  (sodass  auf  Griuid  der  Voraussetzung 
auch  wirkhch  solche  vorhanden  sind)  existirt  dann  wiederum 
ein  gewisses  Minimum  des  absoluten  Betrages  (wo  idao 
r,  >  rj  und  eine  endliche  Anzahl  Ton  für  welche  \iJ\^r^ 
ist.  Wird  dann  irgend  eine  von  diesen  mit  cd,  bezeichnet,  so 
sind  CO,,  primitive  Perioden.  Betrachtet  man  nämlich 
wiederum  alle  Zahlen  h  von  der  Form  (1),  so  folgt  zunächst 
für  ^,=  0: 

h  =  CO,, 

sodass  also  unter  diesen  k  nur  Assa>,  eine  Periode  ist  (denn 

+  Wj  besitzt  ja  zu  (o^  kein  reeUes  Verhältniss,  ist  also  nicht 
von  der  Form  t}^  «>,).    Ist  aber      >  0,  so  hat  man : 


tt>,  I  •     +  (wegen: 


CO, 


<1) 


c»,  I. 


Da  es  aber  ausser  h  —  (o^  keine  Periode  h  giebt,  welche 
den  Bedingungen  >  0,  ^  |  <  |  co,  |  genügt,  so  folgt  wieder 
aus  dem  obigen  Hülfasatze,  dass  a>|,  a>,  primitive  Perioden 
sind.  — 

Folgerungen.  1)  Finden  sich  unter  den  Perioden  vuu 
f  {u)  solche  mit  nicht-reellem  Verhältnis^,  so  ist  /  {/O  genau 
doppelperiodisch:  es  giebt  also  keine  drei-  und  mehr- 
fach periodischen  /*(»). 

2)  Zwischen  irgend  drei  der  Function  f{u)  zukommenden 
Perioden  mit  paarweise  nielit-reelleni  Verhältniss  Hn<let  eine 
homogene  lineare  (ileichung  mit  ganzzahhgen  Coefticieuten  statt. 
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Zwei  specielle  primitiYe  Perioden,  wie  die  oben  n&ber 
cbarakterisiiten  und  mit  eu^  bezeichneien,  mdgen  Minimal- 
Perioden  genannt  werden.  Aus  den  bisberigen  Betracbtungeu 
gebt  dann  nur  soviel  hervor,  dass  es  jedenfalls  nur  eine  end- 
liche Zahl  solcher  M  n  i  nial-Perioden  gtbeu  kann.  Um 
deren  möglidK*  Anzahl  genauer  lestzuütellen,  stützen  wir  uns 
auf  den  folgeuden  bekannten  Satz: 

Sind  Cd,  cü'  primitive  Perioden,  so  sind 


dann  und  nur  dann  gleichfalls  primitive  Perioden,  wenn 
o,  f,  d  ganze  Zahlen  (einschliesslich  der  Null)  bedeuten, 
welche  der  Beziehung  genttgen: 


Hieraus  folgt  speciell,  wenn  man  einmal  a  »  1,  «  0, 
also  ^  »  + 1,  y  beliebig,  das  andere  Mal  7  »  0,  d  »  1,  also 
as  +  i,  ß  beliebig  annimmt: 

Bilden  (w,  o)')  ein  primitives  Perio(h'n])aar,  so  sind 
alle  pnniitiven  Paare,  bei  welchen  eine  der  Perioden  w 
bezw.  Ol'  beibehalten  wird,  in  der  Form  enthalten: 


(1)  {o},y(o+co')  bezw.        i-ß^'i      1   i  =      1,4:2,... ). 


Umgekehrt  ist  jedes  solche  Periodenpaar  ein  primitives. 

Mit  Hülfe  dieses  letzteren  Resultates  können  wir  jetzt  den 
Lehrsatz  II,  nach  welchem  —  abgesehen  von  dem  noch  beliebig 
bleibenden  Vorzeichen  —  mindestens  zwei  Minimal-Perioden 
ezistiren,  in  folgender  Weise  erg&nzen. 

Lehrsatz  III.  Es  giebt,  abgesehen  von  dem  noch 
willkürlich  bleibenden  Vorzeichen,  höchstens  drd  Mini- 
mal-Perioden,  d.  h.  drei  paarweise  in  nicht-reellem 
Verhältnisse  zu  einander  stehende,  noch  nach  Willkür 
mit  beliebigem  Vorzeichen  zu  versehende  Perioden 
coj,       cü,,  die  der  Bedingung  genügen: 


(O  ^  a  €o  -\-  ß  aj\    w  =  y  w      d  0)' 


ad-ßY=.±l. 
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während  ausser  ±_  o),,  +  q>|,  +  a>g  keine  Periode  Ü  ezi- 
stirt,  für  welche: 

lUKKi. 

Zugleich  bildet  dann,  ausser  (co,,  a>,)  und  cu,), 
auch  (a>|,  o),)  ein  J9rjf»tiii;e9  Perioden-Paar.^) 

Beweis.  Wir  beweisen  /.unUchst  die  Richtigkeit  der  zu- 
letzt ausgesprix  lu  iieii  Behauptung.  Im  Falle  '  fo.,  =  I  <n^  I 
folgt  dieselbe  unmittelbar  aus  Lehrsatz  II,  da  mau  m  diesem 
Fall  fUr       (o^  ohne  weiteres  auch  <o^  co,  substituiren  kann. 

Sei  nun  |  Q>f  i  >  |  «^i  |  •  Da  ca^  eine  Periode  und  w^) 
ein  primitives  Periodenpaai*,  so  hat  man  jedenfalls: 

(2)  ct>5  »  m  CO}  -]-  »  Ol, , 

wo  m,  n  ganze  Zalileu  und  beide  von  Null  verschieden.  T>abei 
kann  man  cü,  aus  den  beiden,  nur  durch  das  Vorzeichen  ver- 
schiedenen, zur  Verfügung  stehenden  Zahlen  so  auswählen, 
dass  ift  >  0.  Zugleich  mag  dann  auch  unter  cu,  gerade  die- 
jenige der  beiden  in  Betracht  kommenden,  nur  durch  das  Vor- 
zeichen verschiedenen  Zahlen  verstanden  werden,  für  welche 
«>0.  Sind  jetzt  t»^,  ^  ^  in  dieser  Weise  normirt,  so  ISsst 
sich  wiederum  zeigen,  dass  ausser  co,,  co,  keine  Periode  h  von 
der  Form  existirt: 

(3)  Ä  =  ^,a>,  +  ^,<ü„   wo:  ^»1^0,   *,  +  d,<l. 

Man  hat  zunäclist  wieder  iiir  i?,  =  0,  bezw.  t?j  =  0: 

As^icu,,    bezw.   h  —  ^^<a^j 

sodiiss  unter  diesen  besonderen  k  sich  thatsüchlich  nur  die 
beiden  Perioden 

h  =  et),,   A  s 

vorfinden.   Ist  sodann  iJ^,  >0,  ^->0,  so  wird: 


FOr  ((»1,      und  (o»|,  «>«)  folgt  dies  ans  Lehrsatz  IL 
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I  /*  ^      I  a>,  , .  ,  I?,  + 


<  I  CO,  I  •  (t?,  4"  '^a)        C™^^  Ausschluss  der  (ileichheit) 

<|0).|. 

Die  einzigen  Periodeu,  deren  absoluter  Betrag  <  |  tü,  | 
i»t,  sind  aber  +  q>|.    Und  da  aus  Gl.  (2)  folgt: 

n       ,  l  »1 

(wo  m  >  0,  n  >  0),  so  kommen  +  cu,  unter  den  Zahlen  h 
nicht  Tor.  Somit  giebt  es  ausser  A^co,,  h^m^  keine 
Periode  h  von  der  Form  (3),  und  («j,,  o;,)  bilden  daher  nach 
dem  bewiesenen  Hfllfasatze  ein  primitives  Periodenpaar. 

Da  nun  ausser  {oj^  m^)  auch  ((t>p  a»j)  ein  primitives 
Periodeupaur  bilden,  so  hat  man  nach  (1): 

also  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2): 

(4)  CO,  =  a>j  4"  ^        (j*  ^  1)  • 

Andererseits  bilden  aber  auch  (eu,,  und  (cop  co,)  je  ein 
primitires  Periodenpaar,  und  man  hat  daher  nach  (1): 

also  wiederum  mit  liUcksiclit  aut  (iL  (2) : 

(5)  cug  SS  m  eo,  -|-  o),   (m  >.  1) . 

Die  Vergleichung  von  (4)  und  {b)  zeigt  danu,  dass: 

m=  l,   »=  1 
sein  muss,  d.  h.  man  findet  schliesslich: 

(6)  =  Cüj  -f  ÜJj 

als  den  einzig  möglichen  Werth  von  co,.  Damit  ist  aber 
der  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 

IMOl  SltniBfili.  d.  nath.-pib j*.  CL  89 
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Zusatz.  Man  Überzeugt  sich  leicht,  dass  der  durch 
Gl.  (6)  und  die  Beziehung  |  |  »  [  oOf  j  charakterisirte  mög- 
liche Fall  auch  wirklich  eintreten  kann.  Ist  |  c^t ,'  =  |  cti^  !« 
80  erscheint  als  Perioden -Parallelogramm  mit  den  Ecken 

0,  fUj.  o)^,  n)^  ein  IMiuiii  bus,  welclier  durch  die  Diagonale  Oto, 
in  zwei  gloicliseitige  Dreiecke  zerfallt.  Ist  io^  >  i  a>,  | ,  so 
besitzt  das  betreffende  Parallelogramm  nur  die  Eigenscbuft, 

dass  die  Diagonale  Ooj,  der  grösseren  Seite  Oo»,  gleich  ist 
Dagegen  ist  dann  das  (gleichfalls  primitive)  Perioden-Parallelo- 
gramm mit  den  Ecken  0,  eo,,  <o^-^(a^      ein  rhombisches. 
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üeber  Entstehung  und  Wachstum  der  Kieselgebüde 

bei  Spongien. 

Von  Dr.  Otto  Maas. 

{tiKtdaitftm  i.  DMtmkmr,) 
(Mit  Tal  V.) 

Die  Kenntnis  Ton  dem  Entstehen  und  Wachstum  der 
Kalk  nadeln  der  Schwämme  hat  in  letster  Zeit  erhebliche 
Fortschritte  gemacht;  für  die  Kieselnadeln  aber  stehen  wir 
noch  auf  dem  Standpunkt  wie  die  ersten  wiiklieh  histologischen 
Schwammuntersuchimgen.  Es  ist  fÖr  Monactinelliden  seit 
Lieberkühn  (56)  bekannt,  dass  die  erste  Entstehung  einer 
stahfririiiigt'n  Skeletnadel  (Makiu>kli're)  innerhalb  einer  ein- 
zigen Zeile  stattHndet;  auch  für  die  Fieischnadel  (Mikrosklere) 
ist  das  in  einer  Reihe  von  Fällen  nachgewiesen  (Sollas  80). 
Bei  Tetractinelliden  hat  F.  E.  Schulze  (80,  81)  den  Ursprung 
der  kleinen  vierstrahligen  Nadel  ebenfalls  in  einer  Zelle  ab- 
gebildetf  und  SoUas  behauptet,  allerdings  ohne,  oder  so  gut 
wie  ohne  Abbildungen  in  seinem  Werk  Über  die  Ohallenger- 
Tetractinelliden  (88),  dass  die  Nadeln  samt  lieh,  Mikro-  wie 
Makroskieren,  in  Zellen  gebildet  werden,  üeber  das  weitere 
Wachbtiiin  der  Nadeln,  die  ja  unter  Umständen  eine  bedeutende 
Grösse  erreichen,  und  über  das  Schicksal  der  Kadelbildner 
(Skiei  ubhisten ),  ist  so  gut  wie  niclits  bekannt.  Von  manchen 
Autoren  wird  vermutet,  dass  später  noch  weitere  formutive 
Elemente  zu  dem  ersten  Skleroblast  treten  können;  in  andern 
Fällen  aber,  namentlich  wo  die  fertige  Nadel  eine  gewisse 
Grosse  nicht  fibersehreitet,  konnte  man  noch  den  ursprUng- 
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liehen  Nadelbildner  auch  fUr  das  ganze  Übrige  Wachstum  der 
Nadel  yerantworilich  machen.  Es  ist  von  mir  ffXr  solche 
mSssig  grossen  Einsürahler  nachgewiesen  worden  (90),^dass  die 
ursprüngliche  Bildungs^elle  ihnen,  allerdings  sehr  blass  und  in 

die  Län<^e  gezogen,  nucli  anhängt,  wenn  sie  ^/a  nun.  also  nahezu 
ihre  (U'tinitive  Grösse,  erreicht  haben,  uiul  keine  weitere  Zellen, 
auch  nicht  epitlielurtij^^.  an  ihnen  wahrzunehmen  .sirnl.  Für 
die  Schaufelnadehi  tler  Esperia  fand  ich  dagegen  eine  Reihe 
regehnässig  gelagerter  Kerne  (92),  je  zwei  am  Stiel  und  au 
der  Schaufel,  ohne  bei  der  Kleinheit  der  Objecte  den  Ursprung 
und  das  weitere  Schicksal  näher  Yerfolgen  zu  können.  Auch 
bei  SoUas,  der  doch  die  Meinung  hat,  dass  jeweils  eine  Zelle 
genüge,  finden  sich,  wie  Minchin  (98)  hervorhebt,  Bilder,  wo 
mehrere  Zellen  an  den  extrem  grossen  NadelschSften  liegen. 

Die  Knospen  von  Tethya  schienen  mir  ein  günstiges  Ob- 
ject.  um  diesen  Fragf  ii  näher  zu  treten.  Es  nius^  hier  eine 
reichliche  Neubildung  von  IS'adeln  eintreten,  und  diese  Nadeln 
gehuren  zu  dreierlei  Formen.  Es  konnnen  vor:  1)  grosse  Stab- 
nadeln des  Skelets  mit  etwas  verdicktem  Ende,  sog.  Keulen. 
Style,  die  wegen  des  mitunter  kolbig  abgesetzten  Endes  auch 
als  Tylostyle  bezeichnet  werden  könnten,  2)  kleine  sternförmige 
Fleischnadeln,  zumeist  an  der  Oberfläche  und  an  der  Wand 
der  einführenden  Lacunen,  aber  auch  sonst  im  Parenchym.  Sie 
werden  meist  als  Ghiaster  bezeichnet,  sollten  aber  der  knor- 
rigen Strahlenenden  wegen  eher  Tylaster  heissen.  3)  Grössere 
Sterne  mit  massigerem  Centrum  in  der  tieferen  Kinde,  als  Sterr- 
aster,  Oxyasttr,  oder  besser  als  Spheraster  bezeichnet. 

Es  ^^elang  mir  an  der  Küste  von  Oypern  auf  einer  Reise, 
die  ich  der  Munificenz  der  hiesigen  Akademie  der  Wissen- 
schaften verdanke,  u.A.  auch  sehr  viele  Entwicklungsstadien  einer 
Tethya  (wahrscheinlich  spec.  Ijncurium,  wie  im  übrigen  Mittel- 
meer) zu  sammeln,  und  nicht  nur  wie  bisher  sichbildende  und 
ablösende  Knospen,  sondern  auch  die  weiteren  Stadien,  deren 
Ansetzen  im  Aquarium  nicht  gelingt,  auf  der  Unterseite  von 
Uferfelsen  als  Krusten  von  einigen  Millimeter  Durchmesser  in 
grosser  Anzahl  frei  zu  finden.   Es  ist  seit  den  Mitteilungen 
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Yon  Deszö  (79  u.  80)  nicbU  näheres  über  die  Knospenent- 
wickluDg  der  Tetbyen  bekannt  geworden;  dessen  Angaben  sind 
aber  noeb  weit  primitiver,  als  die  Zeit  der  Abfassung,  wo 

schon  eine  Anzahl  der  F.  E.  Schulze'schen  ausgezeichneten 
Monograpliien  vorlag,  rechtferticren  könnte,  so  dass  sie  auch 
von  Minchin  (08),  der  sonst  eine  so  genaue  Litteraturüber- 
sicht  giebt,  wohl  absichtlich  und  mit  liecht  ignoriert  werden. 
Die  kleinen  wie  die  grossen  Sterne  sollen  in  einer  Zelle  ent- 
stehen, letztere  gleich  in  ihrer  ganzen  Grösse  in  einer  ,Riesen> 
stemzelle";  der  Kern  soll  sich  dabei  zum  Spiculum  umwandeln! 
Abbildungen  dafür  werden  nicht  gegeben. 

üeber  die  Gesamtentwicklung  der  Knospen,  speEiell  fiber 
die  Bildung  des  Canalsjstems  und  der  Geisselkammem  möchte 
ich  mir  ausfEIhrliehere  Mitteilung  vorbehalten  und  an  dieser 
Stelle  nur  in  Kürze  über  meine  Befunde  betreffs  der  Nadel- 
entstehung berichten. 

Am  leichtesten  ist  die  Bildung  der  kleinen  Chiaster  zu 
vertolgen.  8ie  liegen  in  Massen  an  der  Obertiäche  in  einer 
Schichtdicke  von  mehreren  Exemplaren  und  bilden  m  eine 
dichte  Decke  auch  an  der  Knospenhervorwölbung.  Bei  deren 
Freiwerden  aber  wird  die  Decke  nicht  mit  herübergenommen, 
die  Knospe  ist  keine  einfache  Sprossung,  die  alle  Gewebe  be- 
reits fertig  aus  dem  Mutterschwamm  tlbemimmt  (was  gegen 
die  Auf&ssung  verschiedener  Autoren  schon  hier  hervorgehoben 
sein  mag),  sondern  eine  richtige  Neubildung  aus  indifferentem 
Material.  Die  Kndelschicht  der  Mutter  platzt,  und  die  junge 
Knospe  ist  nackt  oder  doch  nur  sehr  spärlich  hie  und  da  an 
der  Obertiäche  mit  einem  t'hiaster  versehen,  so  duss  alsbald 
eine  reichliche  Neubildung  derselben  stattfinden  muss.  In  der 
That  sind  deren  Mutterzellen  sehr  zahlreich  in  der  Knos^pe  zu 
sehen  und  treten  namentlich  mit  gewissen  Doppelfarbungen 
(Haematozylin-Oongorot,  Garmin-Anilinblau)  durch  ihre  regel- 
mässigen Einlagerungen  schön  hervor.  Es  sind  kleine  (etwa 
15  /I  im  Durchmesser  haltende)  Elemente,  die  sich  nahe  der 
OberflSche  sammeln.  Sie  gehören,  um  der  jetzt  gangbaren 
Einteilung  zu  folgen,  zu  den  dift'eronzierten  Zellen  der  dermalen 
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Schicht;  sie  zeigen  niclit  den  verhältnismässig  grof^sen  bläsclu-n- 
fönnigenKern  mitNucleolusder  indiflereoten  ZeUen(Archäocjtea), 
sondern  ein  dichtes  Chromatinnetz,  so  dass  der  kleine  Kern  öfters 
fast  homogen  erscheint.  Ihr  Protoplasma  ist  dicht  und  mit  sehr 
'gleichmassigen  Granulationen  überall  durchsetzt;  der  ZelUeib 
ist  von  einer  deutlichen,  ziemlich  derben  Membran  umschlossen, 
80  dass  sie  ein  blasiges,  pflanzenzellenShnliehes  Aeussere  ge- 
winnen, namentlich  wenn  später  die  Granulationen  schwinden. 
Ihre  Gestalt  ist  demzufolge  nicht  wechselnd,  sondern  kiig-elij? 
resp.  oval  (Fig.  2'*).  Des  öfteren  kann  man  auch  die  Muttt:r- 
zellen  solcher  Chiasterbildungszellen  sehen  (Fig.  1):  sie  sind 
Yon  etwa  doppelter  Grösse,  ebenso  von  Eömem  erfüllt  und 
membranumhüllt;  häufig  sind  Karyokinesen  in  ihnen  zu  er« 
kennen,  so  dass  dem  letzten  Stadium  vor  Beginn  der  Kiesel- 
ausscbeidung  eine  rege  Zellteilung  vorauszugehen  scheint. 

Die  Bildung  der  Chiaster  selbst  muss  sehr  rasch  erfolgen ; 
denn  man  sieht  fast  nur  solche  körnerei  füllte  Bildungszellen 
neben  ebenso  membraT)r)sen  mit  klarem  Plasma,  die  bereits  einen 
fertigen  btern  mit  allen  »Strahlen  umschliessen  (Fig.  3)  in  l>unter 
Mischung  durcheinanderliegen.  Zwischenstadien  sind  selten, 
kommen  aber  bei  der  Menge  der  Bilder  doch  zur  Erscheinung. 
Die  ersten  Andeutungen  sind  (Fig.  2)  einzelne  BiadiärbälkcheD, 
meist  ganz  unsymmetrisch  nur  Ton  einer  Seite,  mit  dem  Kren- 
zungspunkt  in  der  Nähe  des  Kerns.  Die  Granulationen  sind 
bereits  vermindert  und  schwinden  um  so  mehr,  als  (  hiastcr- 
strahleu  gebildet  werden,  bis  schliesslich,  nach  Ausbildung  des 
Sterns,  die  ganze  Zelle  glasig  hell  ist  und  der  Kern  sehr 
deutlich  hervortritt.  Der  Chiaster  charakterisiert  sich  durch 
den  Mangel  eines  eigentlichen  Centrums»  nur  durch  das  Zusam- 
mentreffen der  Badiärbälkchen  selbst  entsteht  ein  Mittelteil; 
die  Bälkchen  sind  in  der  Mitte  nicht  starker,  sondern  gleich- 
mässig;  eher  nehmen  sie  nach  der  Peripherie  etwas  zu  und 
können  da  leicht  geknöpft  sein,  oder  eine  etwas  höckerige 
Oberfläche  zeigen.  Es  hängt  dits  damit  zusammen,  dass  7.11- 
letzt  nur  an  Her  Peripherie  der  Zelle  die  Kieselausscheidunf» 
vor  äich  geht,  und  hier  auch  noch  die  letzten  Granulationen  \m 
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Plasma  zu  sehen  sind.  Der  Stern  spannt  alsdann  die  kugelige 
Zelle  und  bringt  sie  in  eine  mehr  unregelmfissige,  poljgonide 

Gestalt  (Fig.  2^"),  bis  sie  schliesslich  nachgiebt,  den  Stern 
freilegt  und  selbst  nur  nüch  locker  anliegt  (Fig.  2'^'),  infolge 
dieser  Zusaninienziehung  aber  wieder  mehr  tingierbar  gewcuden. 
Was  schliesslich  aus  der  Bildungszelle  wird,  ob  sie  zu  Grunde 
geht  oder  eine  gewöhnliche  Dermalzelle  wird,  ist  nicht  sicher; 
wah  rscheinlich  ist  das  letztere.  Man  sieht  den  Sternbild ungsprocess 
an  Zellen  vor  sich  gehen,  die  ganz  an  der  Oberfläche  der  Knospe 
liegen,  dicht  neben  andern,  die  gewöhnlichen  Dermalcharakter 
haben.  Ein  prinzipieller  Gegensatz  zwischen  epithelialer  Deck- 
schicht und  Spiculaschicht  (resp.  Ghiasterschicht)  ist  auch  hier, 
wenigstens  in  diesem  Stadium,  nicht  zu  machen. 

Ausser  diesen  gewöhnlichen  Chiastern  finden  sich  im  er- 
wachsenen Schwamm,  häutig  im  Parenchym  der  Rindenschicht, 
weniger  an  der  Oberfläche  und  an  den  Wandungen  der  Caniile 
wie  die  ebengenannten  Ohiaster,  eine  andere  Kategorie  etwas 
grösserer  Chiaster,  bei  denen  auch  der  Centraikörper  ein  wenig 
mehr  ausgebildet  ist.  Sie  haben  etwa  die  halbe  Grösse  der 
spater  zu  besprechenden  Spheraster,  sind  aber  von  diesen  durch 
die  Form  (dfilnne  Strahlenbalkchen  und  kolbig  zunehmende, 
nicht  zugespitzte  Enden)  auf  allen  Phasen  deutlich  Terschieden. 
Meist  haben  sie  einige  Strahlen  mehr  wie  die  gewöhnlichen 
Chiaster.  es  kommen  aber  auch  solche  mit  auffallend  wenig 
z.B.  nur  5  Strahlen  vor  (Fig.  1"').  Ihre  Bildung  geschieht 
in  ähnlich  beschaflemen  nur  etwas  grösseren  Zellen,  wie  die  der 
übrigen  Chiaster  (Fig.  4^);  man  hat  sich  zu  denken,  dass  die 
▼orhererwähnte  Mutterzelle  der  Skleroblasten  ihre  letzten  Tei- 
lungen unterlassen  hat,  resp.  dass  die  Kieselausscheidung  firOher 
beginnt,  als  die  letzte  Teilung  einsetzt  Mitunter  sieht  man 
die  Teilung,  wenigstens  im  Kern,  noch  nachträglich  geschehen 
und  man  sieht  alsdann  solch  grössere  Chiasterzellen  mit  zwei 
Kernen  (Fig.  4^^).  Ob  dies  und  die  ganze  Bildung  der  grös- 
seren Chiaster,  die  immerhin  ziemlich  selten  sind,  ein  normales 
Verhalten  ist  oder  ob  es  sich  blos  um  eine  vei-frülite  Aus- 
scheidung der  Kieselsubstanz  handelt,  vermag  ich  nicht  zu  sagen. 
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Jedenfalls  erklärt  mch  aus  ihrem  Yorkommeii  eine  grössere 
Variabilität  der  Chiaster  in  Strablenzahl  etc.,  wie  sie  aucli  Ton 
L  enden  fei  d  angegeben  wird  (96),  während  Topsent  für  die 
Chiaster  eine  ziemliche  Constanz  behauptet  (1900),  was  nur  für 
deren  typische  kleinere  Form  snitrifffc. 

Ganz  anders  vollzieht  sich  die  Bildung  der  so  viel  mal 
grösseren  .Spheraster.  Sie  haben  weder  genetischen  Zusammen- 
hang  noch  sonst  l^eziehung  zu  den  Chiastern;  Topsent  be- 
merkt sehr  scharf,  dass  ^pas  de  passage*  zwischen  beiden,  und 
schon  Deszö  behauptet,  dass  sie  selbstständigen  Ursprungs 
sind,  lässt  sie  aber  merkwürdigerweise  gleich  in  ihrer  gsinzen 
Grösse  aus  »Riesenstemzellen*  henrorgehen,  trotzdem  Zellen 
von  solchem  Umfang  weder  im  erwachsenen  Schwamm,  noch 
in  der  Knospe  vorkommen.  Seihst  die  eiartigen  Zellen  erreichen 
noch  nicht  die  Hälfte  des  Durchmessers  eines  Spherasters.  Dass 
es  auch  kleine  Spheraster  giebt,  ist  ihm  wie  es  scheint,  ganz« 
lieh  entgangen  und  wie  es  scheint,  auch  den  meisten  übrigen 
Autoreu.  Lendenfeld  und  To])sent  habin  zwar  beide  eine 
gewisse  Grössenvariabiiität  unter  diesen  Nadeln  gefunden  (von 
50  bis  120  u  bei  ersterem,  von  40  /i  bis  zu  110 bei  letzterem), 
was  aber  auf  individuelle  Verschiedenheiten  geschoben  wird; 
die  kleinen  und  kleinsten  Formen  aber,  die  in  allen  Abstufungen 
von  grossen  an  vorhanden  sind  und  noch  an  Grösse  unter  die 
kleinen  Chiaster  heruntergehen  können  (also  Formen  von  50 
bis  nur  10  //)  und  weniger,  finde  ich  nirgends  erwähnt  oder 
abgebildet.  Immer  aber  sind  auch  diese  kleinen  und  kleinsten 
Spherasterformen  an  Gestalt  durchaus  von  den  Chiastern  ver- 
schieden, und  füne  Verwechslung  ist  auf  keinem  Stadium  mög- 
lich. Immer  ist  ein  verhältnismässi«^  starkes,  mehr  oder  minder 
kugeliges  Centrum  entwickelt,  die  Strahlen  sind  viel  zaiilreicher. 
als  bei  den  Chiastern  und  sind  im  Gegensatz  zu  diesen  nach 
der  Peripherie  zu  veijQngt  resp.  zugespitzt,  nach  der  Mitte  zu 
verdickt,  so  dass  sie  oft  unmerklich  ins  Centrum  Übergehen. 
Schon  die  kleinsten  Spheraster  zeigen  deutlich  diese  charakte- 
ristische Form  (Fig.  7  u.  11). 

Wie  geht  nun  deren  Entstehung  vor  sich?   Die  zur  Ab- 
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Kfeung  reifen  Knospen  enthalten  gewObnlich  schon  eine  be- 
schrSnkte  Anzah]  ganz  fertiger,  «grosser  Spheraster,  daneben 
lassen  sich  eine  R^ihe  von  Bilduiig-sstadiun  wahrnehmen.  Xoch 
zahlreicher  sind  sie  aber  zu  sehen,  wenn  die  HervorwcJlbung 
der  Knospe  an  der  Mutter  erst  beginnt,  und  sich  das  mütter- 
liche Gewebe  zur  Ausprägung  der  Knospenelemente  erst  an- 
schickt (wovon  an  anderer  Stelle  noch  zu  berichten  sein  wird). 
Dann  finden  sich  unter  den  grossen  und  kleineren  Spherastem 
der  Rinde,  die  hier  eine  Lage  bilden,  und  auf  die  die  Grtaen- 
angaben  der  Autoren  passen,  im  Mark  grosse  Mengen  kleiner 
und  kleinster  Spheraster  in  allen  Abetufungen  bis  zu  5  fi,  und 
bei  weiterem  Suchen  entdeckt  man  auch  ihre  Bildungszellen 
und  sieht  solche  mehrzackigen  Gebilde  noch  innerhalb  von 
Zellen  liegen. 

Auch  die  Zellen,  die  hier  die  Bildung  besorgen,  sind  anderer 
Art  als  bei  den  Chiastem ;  sie  sind  nach  Plasma-  und  Kemstructur 
als  undifferenzierte  Elemente  (Archäocyten  ähnlich)  anzusprechen, 
besitzen  einen  Nucleolus  im  bläschenförmigen  Kern,  ihr  Plasma- 
leib ist  nicht  scharf  conturiert,  gewiss  nicht  von  einer  Membran 
umgeben.  Die  erste  Anlage  des  Ooncrements  scheint  innerhalb 
einer  Vacuole  zu  erfolgen  und  ist  kugelig  (Fig.  5  u.  dl),  dann 
sieht  man  mehrere  (zwei,  drei)  Zacken  davon  ausgehen.  Gar 
nicht  selten  aber  sind  typische,  vierstrahlige  Nadelfornien  inner- 
halb einer  Zelle  zu  selien,  richtige  Tetractine  oder  Kalthrups- 
nadeln,  nur  dass  die  Strahlen  naturgemäss  recht  kurz  im  Ver- 
hältnis zu  ihrem  Vereinigungscontrum  sind  (Fig.  6).  Es  sind 
dies  Stadien,  die  durchaus  an  die  Bilder  und  Angaben  erinnern, 
die  F.  £.  Schulze  fQr  Plakina  und  Corticium,  also  für  typische 
Tetractinelliden,  Uber  die  Anlage  der  Nadeln  gebracht  hat. 
(80  u.  81.) 

Wie  sind  nun  aber  die  kleinen  Sternchen  mit  mehr  als 
vier,  ja  vielen  Zacken,  mit  diesen  Tetractinen  in  Beziehung  zu 
bringen':'  Ks  könnte  scheinen,  als  bestünde  gar  keine  solche, 
da  sich  mitunter  schon  ein  sehr  frühes  Stadium  in  einer  Zelle 
kugelig  mit  kleinen  Zacken  dar^^tellt  (Fig.  7),  so  dass  nachher 
nur  ein  Weiterwachsen  in  gleichem  Sinne  zu  erfolgen  hätte, 
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und  die  Tetractine  (Fig.  6  bis  10)  seitab  siebende  Bildungen 
wären.  Das  ist  jedocb  nicbt  der  Fall.  Die  kleinen  Sterraster 
zeigen  n&mlicb  zwei  und  dann  mehr  Kerne  resp.  Zellen  an 
ibren  Strablen  abliegen.   In  mehreren  FSUen  kann  man  sehr 

gut  erkennen,  dass  sich  zwei  Tetrastermutterzellen  mit 
ihren  Nadeln  zusammenlegen,  und  dann  d ie  Tetractine 
selbst  verschmelzen.  Hierbei  kommt,  da  ja  die  Strahlen 
nur  kurz  sind,  ein  ziemlich  massiires  (Gebilde  mit  annähernd 
kugeligem  Oeutrum  und  8  kleinen  8trablen  zu  Stande,  der 
Ausgangspunkt  für  das  weitere  Spherasterwachstum 
(Fig.  11).  Man  kann  öfters  die  beiden  Tctracüne  noch  teil- 
weise getrennt,  teilweise  mit  ibren  Kiesellagem  Terschmoken 
beobachten  (Fig.  8,  9,  10);  namentlich  deutlich  werden  diese 
Bilder,  wenn  die  beiden  Zellen  mit  ihren  Hartgebilden  nicht 
direkt  untereinander,  sondern  schräg  ins  Gesichtsfeld  zu  liegen 
kommen  (Fig.  33)  und  ferner  dann,  wenn  ein  Tetractin  im 
Gegensatz  zum  gew^dinlichen  Verhalten,  wo  beide  auf  gleichem 
Grus."<enstadium  zu  einander  geschmolzen  werden,  dem  andern 
in  der  Entwicklung  schon  etwas  voraus  ist. 

Das  Kesultat  der  Verschmelzung  büdet  sozusagen  den  form- 
bestimmenden Ausgangspunkt.  Weitere  richtige  Tetractine 
scheinen  mir  jetzt  nicht  mehr  dazu  zu  kommen,  sondern  jetzt 
nur  eine  Yergrösserung  durch  Auflagerung  von  neuen  Kiesel- 
schichten zu  erfolgen,  die  von  einer  Anzahl  Bildungszellen  be- 
sorgt wird.  Ob  letztere  durch  Teilung  der  beiden  ersten  ent- 
stehen, oder  sich  durch  Hinzukommen  neuer  Elemente  aus  dem 
Parenchym  recrutieren,  ist  die  Frage.  Es  .scheint  das  letztere 
der  Fall  zu  sein,  da  mau  kaum  und  nur  bei  grossen  S])herii.stern 
in  don  ]<^tztrii  Stadien  Karyokint  sen  sielit,  dagegen  jetzt  und 
später  viele  Bilder,  wo  deutlieh  Zellen  vom  Charakter  der 
Spiculabildner  aus  dem  Parenchym  an  das  bestehende  Kiesel- 
gebilde hinwandem.  Man  sieht  solche  Zellen  von  unregel- 
mässiger Form,  ziemlich  kleinem  Plasmakörper  (etwa  halb  so 
gross  wie  die  ersten  Bildungszellen)  mit  regelmSssigen  Granu- 
Utionen  bei  einiger  Aufmerksamkeit  fast  an  jedem  unausge- 
wachsenen  Spheraster  in  grösserer  oder  geringerer  Zahl  (Fig.  11 
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bis  17).    Sie  liegen  an  yerscbiedenen  Stellen,  bald  mehr  am 

kugi'li^^en  Centrum  angebäuft,  bald  sich  deutlich  den  Strahlen 
anschmiegend  und  diese  einhüllend,  bald  um  den  Grund  der 
Strahlen  henimgclioLren.  Das  Grössen  Wachst  um  lietrifft  dcui- 
entsprechend  bald  melu  den  centralen  Körper,  bald  mehr  die 
Strahlen  und  zwar  mit  einer  gewissen  Hegeluiässigkeit  ab- 
wechselnd, so  dass  die  daraus  resultierenden  Spherasterbilder, 
die  im  Lauf  der  Entwicklung  aufketen,  ziemlich  Terschieden 
sind  und  manchmal  mehr  als  Ozyaster,  wenn  die  spitzen,  breit- 
basigen  Strahlen  überwiegen  (Fig.  15),  darnach  wieder  als 
Spheraster  (Fig.  IG),  Torher  beinahe  als  Sterraster  (Fig.  12) 
bezeichnet  werden  konnten.  Die  letzten  Phasen  scheinen  sich 
mit  starker  AusjirägunLT  und  Verlängerung  der  Strahlen  zu 
befassen;  ein  Strahl  l>esit/i  dann  etwa  die  Länge  des  Durch- 
messers  des  Centralkörpers,  so  dass  vom  Geeamtdurchmesser 
nur       auf  das  Centrun),  */»  auf  die  Strahlen  kommt  (Fig.  17). 

Die  Bildungszellen  liegen  dann  fast  sämtlich  an  den 
Strahlen  selbst.  Hierfür  wie  für  die  Darstellung  der  Sklero- 
blasten  Oberhaupt  erhält  man  recht  instructire  Bilder  bei  vor- 
sichtiger Auflösung  des  Kieselskelets  am  ganzen  Stttck  durch 
Einwirkung  von  Fluorwasserstofibäure,  ein  Verfahren,  das  auch 
sonst  zur  Erlangung  von  Serienschnitten  unerlässlich  ist.  Es 
verdient  Hervorliehung.  dass  dit^  mit  Sublini;ii al k<diül-Eisessig, 
Sublimatalküliol.  überhaupt  alle  mit  Sublimat  Ijelumdelten  Stücke 
sich  hierfür  viel  günstiger  erwiesen,  als  die  mit  Alk(diol,  mit 
Pikringemischen  etc.  behandelten,  wo  stets  das  Gewebe  unter 
der  Fluorwasserstoffsäure  mitlitt.  Dagegen  ergaben  die  mit 
Sublimat  etc.  erhärteten  Exemplare  bei  vorsichtiger  Einwirkung 
(1 — 2%  Lösung  von  Fl  H  in  Wasser  4 — 5  Tage  lang  in  paraf- 
finierten  festschliessenden  Glasdosen)  histologisch  noch  durchaus 
tadellose  Bilder,  an  denen  sogar  das  Erkennen  von  Karyokinesen, 
das  ja  bei  Schwämmen  überhaupt  nicht  leicht  gelingt,  noch  gut 
möglich  war.  Man  sieht  an  St»'lh^  der  Sjdieraster  ilire  . Scliatten*, 
(Fig.  18  iJ.  19),  und  kann  dann  gerade  an  solchen  leichten 
Stellen,  während  son.st  durch  Kleinheit  der  Zellen  der  Schnitt 
leicht  zu  dick  erscheint»  die  Zellen  ohne  Verwechselung  mit 
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drüber-  und  drunterliegenden  ElemeDten  gpit  studieren  und  die 
Bildungszellen  Tiel  besser  sehen,  als  zwischen  den  Gruben  und 
Spitzen  des  intacten  Spherasters.  An  den  fertigen  Stadien  ist 

der  organische  Mantel  öfters  an  den  Stellen,  wo  Strahlen  ab- 
heilen (lurclibrochen  (Fig.  18),  so  dass  die  Strahlen  frei  heraiis- 
ragen:  an  andern  Stellen  aber  überziehen  die  BiMuiiuszellen  die 
Strahlen  bis  zum  spitzen  Ende.  Gerade  solche  langgestreckten 
spindelfdrmigen  Elemente  schmiegen  sich  dem  Strahl  in  ganzer 
Länge  an.  Wenn  die  Strahlen  und  auch  der  Centraikörper 
der  Zellen  schliesslich  entbehren,  so  ist  nach  vielen  Bildern 
amöboider  Skleroblasten  anzunehmen,  dass  sie  nicht  zu  Ghrunde 
gehen,  sondern  wieder  ins  Gewebe  zurfickwandem. 

Was  die  Entstehung  der  Einstrahier  (Style)  betrifil.  so  geht 
sie  auch  im  erwachsenen  Schwamm  noch  beständig  vor  sich,  wie 
schon  daraus  ersichtlich  ist,  dass  .sich  Stabnadehi  jeder  Grösse 
und  Dicke  dort  finden  kuniien  (Fig.  2f>.  27,  28);  aber  die 
kleinen  Formen  sind  doch  immer  nur  in  verschwindender 
Minderzahl  vorhanden.  Die  Bildung  kann  daher  am  besten  in 
Nadeln  der  Knospe  studiert  werden  (Fig.  25),  wo  nach  dem  Fest- 
setzen eine  sehr  reichliche  Ausscheidung  zur  Erzielnng  der 
radiären  Skeletbündel  stattfindet,  teilweise  auch  in  ganz  frühen 
Stadien,  wenn  das  Muttergewebe  sich  zur  Enospenbildung 
anschickt. 

Die  Zellen,  in  denen  die  Stabnadeln  gebildet  werden, 
sind  bedeutend  grösser  als  die  Mutter/.ellen  der  Spheraster. 
gehracn  aber  sonst  nach  Plasma  und  Kerne  zur  gleichen  Ka- 
tegorie der  „undifferenzierten"  Zellen  des  Parenehyms  (Fig.  20 
bis  22).  Dil'  K<jrnelung  ist  hier  eine  sehr  ungleiche,  sowohl 
was  die  Grösse  der  einzelnen  Körner  als,  was  ihre  Verteilung 
betrifft;  oft  sieht  man  die  Granulationen  in  mehreren  wohl- 
abgegrenzten kugeligea  Aggregaten  yermehrt  angehäuft  (Fig.  20), 
in  andern  Fallen  sind  sie  diffus  verteilt.  Es  treten  dann  gewöhn- 
lich auch  mehrere  Kieselconcremente  gleichzeitig  auf  (Fig.  22) 
untereinander  von  ungleicher  Grösse,  alle  von  mehr  oder  minder 
kantiger  Form.  Einen  extremen  Fall  stellt  Figf.  21  dar,  wo 
die  Kieselanhäuiuug  besonders  reiclilich  ist,  vielleicht  ebenfalk 
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ZU  früh  eingetreten  ist,  ehe  die  Mutterzelle  ihre  letzten  Tei- 

luTifreii  gemacht  hat.  Dass  es  sich  bei  diesen  Bildern  nicht 
11111  Kuiistprodiikte,  hervorgerufen  durcli  Schiutttührung  oder 
Reagentien  hamlelt,  brauche  ich  wohl  nicht  zu  betonen.  Nor- 
malerweise linden  sich  weniger  Concremente  (Fig.  22),  die 
sehr  bald  noch  innerli  ilb  der  Zelle  zu  einem  kleinen  Stäbchen 
yerschmelzen  (Fig.  23).  Bald  darauf  zeigen  sich  an  dem  Stäb- 
chen, noch  ehe  es  sehr  viel  weiter  gewachsen  ist,  mehrere 
Bildungszellen.  Es  ist  dies  ein  Ton  den  gewöhnlichen  Mo- 
naxonien  abweichendes  Verhalten;  aber  in  deren  Fall  bleibt 
es  auch  bei  einer  Zelle  und  bei  einer  beschränkten  Länge 
der  Nadel,  während  hier  die  Stabnadeln  yerhältnismässig  gis^an- 
tische  Proportionen  erreichen  und  sicli  deswegen  schon  iiiih 
mit  einem  epithelialen  Belag  zur  Kieselausscheidung  versehen. 

An  sehr  vielen  der  jungen  Xadelbiindel  sieht  man  an  den 
einzelnen  »Stabnadeln  solche  epithelartig  angeordneten  Zellen, 
die  nicht  zu  verwechseln  sind  mit  amöboiden  und  faserigen 
Zellen,  die  die  Gfesammtbündeln  sonst  begleiten.  Am  besten 
und  unzweideutigsten  werden  auch  hier  die  Bilder  nach  Auf- 
lösung der  Kieselsubstanz  durch  Fluorwasserstoff,  wo  dann  an 
Stelle  der  grossen  Nadeln  lange  hohle  Röhren  zurfickbleiben. 
Sie  zeigen  deutlich  die  organische  Bekleidung,  die  mit  ver- 
schiedenen Färbemitteln  eine  leichte  Tinction  ziilässt  (Fig.  29 
und  30).  Auf  diesem  organischen  „Rock"  sieht  man  dann 
die  Biidungszelien  in  Strängen  angeordnet  liegen,  keimtiich 
an  der  Kömelung,  der  Flasmatinction  und  Kernstructur,  ge- 
wöhnlich von  geringerer  Grösse  als  die  ersten  Bildungszellen. 
In  manchen  Fällen  sind  die  einzelnen  Zellen  deutlich  getrennt 
zu  sehen,  der  Belag  macht  alsdann  den  Umdruck  eines  Pflaster- 
epithels (Fig.  29);  in  anderen  Fällen  sind  die  Zellgrenzen  Ter- 
wischt,  und  es  erscheint  ein  Sjncytium  von  Zellen  (Fig.  30) 
mit  mehreren  Kernen  vorhanden,  das  die  Kiesehiusscheidung 
auf  grosse  Strecken  hin  besorirt.  im  (legensatz  zum  localisierten 
und  so  zu  sagen  individualisiei  Lern  Verhalten  der  Zellen  bei  den 
Spherastern.  Noch  an  sehr  grossen  Nadeln  sind  solche  Bil- 
dungslager zu  finden,  und  es  ist  schwer  *zu  sagen,  wo  sie  ganz 
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aufhören.  Dass  die  Zellen  naeh  gethaaer  Arbeit  hier  wieder 
ins  Gewebe  wandern^  dafttr  konnte  ich  bei  diesen  Skleroblasten 
keine  Bilder  auffinden«  im  Gegenteil  scheinen  sie  mir  in  diesem 
FaU  zu  collabieren  und  einzugehen. 

Es  lassen  sich  aUü  für  die  Eutötehuiig  der  verschiedenen 
Nadeln  der  Teth  vfi  folgende  Thatsachen  zusammenfas.sen : 

1.  Alle  Nadeln  entstehen  zuerst  in  einer  Mutterzelle;  je- 
doch nur  bei  einer  Kategorie,  den  Chiastem,  genügt  diese  Zelle, 
bei  allen  andern  kommen  weitere  Zellen  zum  Wachstum  und 
zur  definitiven  Fonnauspragung  dazu. 

2.  Die  kieselausBcheidenden  Zellen  sind  mit  Granulationen 
dicht  erfOllt,  die  mit  entsprechender  Abscheidung  der  Kiesel» 
Substanz  aufgebraucht  werden.  Der  ersten  Ausscheidung  gehen 
Zellteilungen  voraus. 

3.  Bei  den  Chiastem.  für  die  eine  Zelle  genügt,  sind 
differenzierte  Elemente  des  Parenchyms  die  Ausgani^rRzellen; 
bei  den  Spherastern  und  bei  den  Stabnadeln  undiüerenzierte 
Zellen  mit  blilschcnförmigem  Kern  und  Nucleolus. 

4.  Die  später  dazu  kommenden  Bildungszellen  sind  nur 
teilweise  durch  Teilung  der  ersten,  grösstenteils  jedoch  aus 
neu  aus  dem  Parenchym  dazugekommenen  Elementen  abzu- 
leiten. £benso  können  Zellen  nach  geschehener  Kieselaua- 
scheidung ins  Parenchym  zurttckwandem. 

5.  Die  Bildung  des  Spheraster  geschieht  durch  Verschmel- 
zung mehrerer  (wahrscheinlich  zweier)  kleiiien  Tetraster.  Nach 
Aushildung  dieser  Grundform  geschieht  das  Weiterwacbsthum 
durch  Autlaj^^TunjOfen. 

fi.  Die  Bildung  der  Stabnadeln  erfolgt  durch  Verschmel- 
zung kleinster  unregelmä.s8iger  Concremente  zu  einem  Stäbeben 
noch  innerhalb  einer  Zelle.  Das  Weiterwachstum  geschieht 
durch  Apposition,  die  von  epithelartig  gelagerten  Bildungs- 
zellen ausgeht. 

Für  die  Beurteilung  der  Nadeln  ergeben  sich  daraus  un- 
mittelbare Folgerungen. 
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Wirkliche  Mikroskleren  (Fleischnadeln)  sind  nur  die  eine 
Zelle  rerbranchenden  Ohiaster;  die  Spheraster  dürfen  trotz 
ihrer  Form  nicht  als  Fleischnadeln  aufgefasst  werden.  Sie 
verbrauchen,  wie  die  Stabnadeln  viele  Zellen  zu  ihrer  Bildung, 

und  (lass  dies  hier  ein  pririzipioller,  nicht  durch  Grösse  bedingter 
Unterschied  ist,  zei^^t  sich  schon  daiiu.  dass  kleine  Spheraster, 
die  die  ausgebildeten  Ohia^ter  an  (Tiösse  nicht  übertretten, 
bereits  viele  Zellen  besitzen,  während  umgekehrt  noch  die  aus- 
nahmsweise grossen  Ohiaster  Innerhalb  einer  einzigen  Zelle  vor- 
kommen. Auch  können  die  Spheraster  nicht  durch  Yerschmelzung 
mehrer  Ghiaster  entstanden  gedacht,  also  einer  Vielheit  von 
Mikrodderen  nicht  gleichgesetzt  werden;  denn  es  sind  auch 
andersartige  Zellen,  die  die  Mikroskleren  als  die  die  Makro- 
skleren  hervorbringen.  Wie  Evans  bei  Spongilla  gezeigt  hui 
(99)  entstehen  die  kleinen  ?''hMsr-hnud»='ln  in  differenzierten  Zellen 
der  mittleren  Schicht,  die  btabnadelu  m  mdilferenten.  Dasselbe 
ist  hier  der  Fall;  die  Chiaster  erscheinen  in  Zellen  mit  Kern- 
netzwerk, die  Stabnadeln  in  indifferenten,  amöboidähnlicben 
AichiiOcjten,  die  im  Kern  und  Plasma  noch  den  Charakter 
der  Eizelle  tragen,  und  die  Spheraster  folgen  hierin 
nicht  den  Chiastern,  sondern  den  Stabnadeln. 

Man  kann  sie  als  verschmolzene  Tetractine  be- 
zeichnen, deren  Anfänge  ähnlich  waren,  wie  bei  den 
Tetractiuen  der  Phikiniden,  und  der  typischen  Tetraxonier,  die 
aber  nachher  in  die  lireite  wuchsen,  statt  durch  Ausziehuug 
oder  Verästelung  der  Strahlen. 

Für  die  Beurteilung  der  Stellung  der  Tethyaden  und  den 
Zusammenhang  der  grossen  Schwammgruppen  lassen  sich  daraus 
direkte  Schlüsse  ziehen.  Die  Monaxonier,  denen  sie  angehören, 
teilen  sich  bekanntlieh  in  die  Unterordnungen  der  Hadromerina 
(Clavulina  i.  w.  S.)  und  Cornacuspongia  (Monaxonida  s.  str., 
ilaliciiundrina  i.  w,  S.).  Zu  der  ersten  Gruppe,  hei  denen  die 
Skeletnadeln  in  Hadiürbüscheln  stehen,  nicht  durch  Spongin 
in  Netzzüge  augeordnet  sind,  gehören  die  Tethyaden.  Man 
bat  diese  Gruppe,  die  sich  auch  durch  den  radiäre  n  Bau  des 
Weichkörpers  in  einen  Gegensatz  zum  Gros  der  Monaxonida,  den 
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(Jornacuspongien  stellt,  und  dadurch  wie  durch  das  Vorhauden- 
sein  einer  Rinde,  sowie  in  maucli  andern  Charakteren  den 
TetractinelLiden  nähert,  als  diejenige  bezeichnet,  die  die  Ab* 
stammung  der  Monaxonier  an  den  Tetraxoniem  am  ehesten 
documentiere.  Die  gronen  Stabnadeln  sollten  durch  Bedue- 
tion  von  Yierstrahlem,  speziell  der  groesen  Triaene  entstanden 
seittf  deren  einer  Strahl  ja  extrem  ausgezogen  ist,  wahrend 
die  drei  andern  kurze  Zapfen  darstellen  können.  Gerade  die 
Eeulennadeln  der  OlaTulina  sollten  den  üebergung  zeigen,  man 
hat  aber  bisher  vergeblicli  üü  kculeiiariig  verdickten  Ende 
nach  einem  Rest  der  Vierstraliligkeit,  etwa  in  Form  eines 
Axenkreuzes  im  Centralfaden  gejiucht.  Ks  konnte  daher  auch 
die  Ansicht  bestehen,  dass  die  Vierstrahler,  speziell  die  grossen 
Triaene  durch  Gabelung  des  ungleichen  Endes  eines  Monactins 
entstanden  seien.  Bei  den  grossen  Stabnadeln  sind  hier  bei 
Tethya  allerdings  ebensowenig  Andeutungen  der  Yierstrahligkeit 
zu  erkennen,  auch  in  der  Entwicklung  nickt,  trotz  besonderem 
Suchen;  dagegen  ist  henrorzuheben,  dass  sich  vierstrahlige 
Nadeln  bei  der  Spherasterbildung  regelmässig  zeigen. 
Damit  sind  die  gesuchten  Vierstrahler  bei  den  Mona- 
xonier, wenn  auch  an  anderer  Stelle,  doch  wirklich  aufge- 
luiulen,  und  thatsächliche  Beweise  iür  Jen  Zusammenhang  der 
Tetractinellidoo  und  Monactiueiiiden  geliefert. 
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Sftmtliche  Figuren  mit  Ausnnlime  von  31—34  sind  mit  gleicher 
Vergröasenmg  (700 ;  1)  gexeichnei. 

Fig.  1.  Drei  Mutterzellen  von  Chiaaterbildungszelleo,  in  zwei  davon 
Koiyoldtiesen. 

Fig.  2.  Vier  einzelne  ChiasterbildungiBellen  (a  noch  ohne  Kieselaus- 
Bcheidiing;  in  den  andern  letzten  nm  den  Kern  inujuimetrisdi 
beginnend). 

Flg.  8.  Mehrere  Ohiaater  mit  ihren  KldungszeUen  im  Qewebe,  I  die 
einiSkchite  Form,  II  and  III  mit  knorrigen  Enden,  die  Zelle  tpan- 
nend,  IT  die  Zelle  nur  mehr  anliegend. 

Fig.  4.  AuBnahmaweiae  grosse  Chiaster,  I  nodi  unvollendet  in  der  Bil> 
dnngnelle,  II  mit  vielen  Strahlen  und  awd  Keinen,  III  mit  nur  ftnf 
Strahlen. 

Fig.  5.  Tier  Zdlen,  die  die  erste  Entstehung  dar  Spheraster  zeigen. 

Fig.  6.  Zwei  Zellen  mit  dem  Tetractinstadiam  des  Spherasters  (▼ersch. 
Einstellung  der  Nadel). 

Fig.  7.   Zelle  mit  etwas  grösserem  Spheraster. 

lig.  8,  9,  10.  Drei  Terschiedene  Bilder  von  je  swei  sich  rar  Terschmd» 
rang  anschickenden  Tefoaetanen. 

Flg.  11.  Der  daraus  remitierende  Sphmrter  mit  9  anliegenden  Zeilen. 

Fig.  12, 18, 14.  Weiteres  Wachstum  mit  darakommendenParenchjmzellen. 

Fig.  16.  Wachstum  besonders  an  den  Strahlen. 

Fig.  16.   Wachstum  darauf  besomlci^  nui  Contrum. 

Fi?.  17.    Kurz  vor  il»'r  S})herastor  enUgiltifron  Ausbildung. 

Fig.  18  u.  19.   .Srhatt»'!!'  von  Spherastei  n  nach  Auflösung  durch  Fluor- 

wasferstotV  mit  den  anliegtuden  bildungszellen. 

Fig.  20.    Amobui<lo  ^luttt  i/.elle  einer  Stabnadelbildimg.szello. 

Fig.  21.   Anormalgrosaer  Skleroblaat  mit  zahlreichen,  kleinen  Kiesel« 

concrementen. 

Fig.  22.  J  )i-ei  normal«  Sldproblastcn  von  Stabnadeln  mit  wenigen,  immer 
mehr  sich  zusammenschliessendeu  Concrementeu. 
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Fig.  38.  Ente  Anlage  des  eigentiichea  Stftbdieiia  innerhalb  einer  ZeUe. 
Fig.  94.  Weit^rwachainm  mit  meSueren  ZeUen. 
Fig.  25.  Stabnadel  der  Enoepe  und 

Fig.  26,  27,  28.  Stabnadektficke  dea  Enraduenen  mit  gleicher  Ver* 
grOeiening. 

Fig.  29  n.  80.  Stflcke  von  Stabnadeln  im  eben  angesetskw  Schwftnun« 
eben  nach  EieselaiiflOsung  durch  Flnor;  in  29  epithelialer,  in  80 
mehr  qnu^tialer  Zellenbelag. 

Fig.  31  tt.  89.  Sehr  itarfce  YergrOeswung  sweier  SUeroblaaten  mit  der 
ersten  Anlage  des  Conerementa  innerhalb  einer  Yaeuole,  um  die  sidi 
die  Körner  sammeln. 

Fig.  38.  Zwei  Tetraster  mit  ihren  Zellen,  die  sidi  tar  Spherasterbildung 
aneinanderlegen,  bei  starker  TergrOasenmg,  die  Mittelteile  sind  be- 
reits ▼enchmolaen. 

Fig.  34.  Einige  später  auflagernde  Zellen  an  den  Spherastem  bei  sehr 
starker  YergrSsserung. 
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^»I.^moires.    5«  St^ric,  tome  3,  cahier  2.    Tome  5.  cahier  1.    1899.  8^*. 
ObäervationB  pluviomarique.s  1898    Ü9.    1899.  8". 

Sociäe  Linn^enne  in  Bordeaux: 
Actes.    Vol.  53.    1898.  80. 

Societe  de  geogrniMe  commcrcUde  in  Bordeaux: 
Bulletin.    19üÜ.    No.  1—12.  b«. 

American  Acadetny  of  Arls  and  Scietices  in  Boston: 
Proceediügs.    Vol.  35,  No.  4  -9.    1899.  8«. 

Boston  Socicti/  of  natural  Hiüory  in  Boston: 
Proceedinga.    Vol.  29,  No.  1—8.    1899.  S». 

Archiv  der  Stadt  Braunschweig : 
Urkundenbuch  der  Stadt  Uraunschweig.    Hd.  II,  Abth.  3.    1900.  l^. 

Deutscher  Verein  für  die  Gcscliichtc  Mährens  und  Schlesiens  in  Brünn: 

Zeitaclirift.    4.  Jubrg.,  Heft  1,  2.    1900.  8». 

Xaturforscficudtr  Vtrem  in  Brünn: 

Verhandlungen.    Üand  ^7.    1898.    1899.  8'^. 
XVII.  Bericht  d.  met.  Comm.  i.  J.  1897.   1899.  8^. 

Äeadimie  Boyale  de  nUdedne  in  BrUsid: 

Bulletin.  IV.  Stfrie.  Tom.  XIII,  No.  11.  1899.  Tom.  XIV,  No.  1—6. 
1900.  6f^. 

Academie  lioyale  des  sciences  in  Brüssel: 

Bulletin,   a)  Glosse  des  Lettres  1899,  No.  11,  12.    1900,  No.  1—4; 

b)  Clasae  dea  Sciences  1899,  No.  11,  12.    1900,  No.  1—4.  S«. 
Annoaire.  66*  ann^e.  1900.  8^. 

Soeiiti  des  Bottandistes  in  Briissd: 

Analecta  BoUandiana.  Tome  XIX,  fuc  1,  3.  1900.  8^. 
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Socictc  entomologique  de  Belgique  in  Brmsel: 

Annalea.   Vol.  43.   1699.  8^. 
Iftooires.  YII.   1900.  8^. 

SoeiHi  beitge  de  giologie  in  Brüaeet: 
Bullfttm.  Tome  13,  Fase.  3.   18,  I.   U,  1.   190O.  8<>. 

SocieU  Koyale  malacologitjue  de  Belginue  in  Brüssel: 

Bulletin  des  Seancea  1899,  p.  XCVli-CXXVlii.  8<^. 
Annalee.  Tome  8t,  faic.  2.   1896.  Tome  88.   1888.  8*^. 

OhaervttUrire  Boy  die  in  BfHaeel: 

Bulletin  mensnel  de  magnetisme  terrestre.  Sept  n*  Ooi.  1899,  Janvier 
1900.  8«. 

Annsaire  65"  annee  1898  aveo  Supplement 
86*    .  1899 

67«  1900  1898—1900.  6». 

K.  ungarische  Akademie  der  Wisse mcJutften  in  Budaitesl: 
Diplomacziai  Emlckek  az  Anjon-Korbi'il  III.    187G.  8®. 

TT.  uvnan^chc  geologische  Anstalt  in  Budapest: 

A  Magyar  kir.  ioldtani  intt'zpt  uvkön^ve.    lid.  XIIT,  2.    1899.  4P. 
Mitthcilungeii  aus  dem  Jiiiirbuclie.    Bd.  XIII.    Heft  1,  2.    189i).  8°. 
FOldtani  EtelSny.  Bd.  29.  Heft  1—12.  1899.  8^. 

K.  ungarisches  Äckerbau- Ministerium  in  Bwlape^: 

Laadwirtachattliche  Statistik  der  Lander  der  UQgariücben  Krone.  Bd.  lY. 
1900.  4<». 

Museo  naaonäl  in  Buenoe  Aires: 
Comnnicaeiones.  Tomo  I,  No.  5.  1900.  8^. 

Officina  metcorologica  Argentina  in  Buenos  Aires: 
Analea.    Tomo  XII.    1898.  4° 

Deutsche  ahüdcmische  Vereinigung  in  Buenos  Aires: 
Verö£FenÜichungen.   Bd.  I.   Heft  1-3.    1900.  80. 

Botanischer  OarUn  in  Buitetuorg  (Java): 

Bulletin  No   III.    1900.  40. 

Mededeeliugeii.    No.  34.  3G.  37.    Batavia  1899.    1900.  i«. 
H:  Raeibonki,  Paraaitiacbe  Algen  und  Pilse  JaraV  Theil  L  BatavU 
1900.  4». 

Soeietiß  of  nedurcd  scienees  in  Buffäh: 
Bnlletin.  Td.  6.  No.  2—4.   1899.  4^ 

Aeaäemia  Btmana  in  Bukarest: 
Documenta  privittftfl  la  i.storia  Romanilor.  Vol.  XI  (1617—1612)  1900.  49. 
£adoxia  de  Hurmnzaki,   Doctimente  privitöre  la  l8to>i;i  liom&nilor. 

Vol.  IX,  2  et  Suppl.  II,  Vol.  III,  fasc.  l.    1899-190U.  4". 
Acte  si  Fragmente  din  Istoria  Bom&oilor  de  Neealae  Jorga  I.  1895.  8^. 
Fragmente  din  letoria  Romftnilor  de  Eudoxin  Baron  de  Hnrmnsaki. 

1900.  8^. 
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Analele.  Tom.  14.  1888.  1900.  4P. 

8ocUU  IMvinitmt  de  Nomandie  in  Oaen: 

Hdmoires.  Yol.  XIX,  fktc  8.   1609.  4*. 
Bulletin.  5.  84rie.  Vol.  U.  1899.  8P. 

Mdioroloffieäl  Depordn^fie  of      Chvemment  of  India  m  CdetUta: 
Monthly  Weather  Review  1899.  Angnii^-DeMinber.  1900.  Fol 

Geologicd  Survey  of  India  in  Calcutta: 

Memoira.   Vol.  28,  pari  1.    1898.  4^. 

Palaeontologia  Indica  Ser.  XV,  Vol.  1,  part  2.    Vol.  II. 

TiUe  pftge  eto.  New  Seriet  Vol.  I.  No.  1  u.  3.   1899.  foi. 

AaiaHe  Soeie^  of  Ben(f<ä  im  CdeuUa: 

fiiblioiheca  Indica.  New  Ser.  No.  950  und  968—963.   1899—1900.  8^. 
Joornal.    No.  S82.  883.    1899—1900.  8«. 
Proceedings.    1899.   No.  Vlll— IX.    1900.    No.  I.  8«. 
Gatalogue  of  fiooks  and  Manvscriptt  of  the  Aeiatic  Soeieiy  of  BengaL 
Fase.  II.   1900.  4<». 

Museum  of  eomparative  Zoologp  ol  Harvard  CoRege  tu  CmMdge^  Man: 

Bulletin.  Vol.  86.    No.  8.   1900.  S^. 
Memoin.   Vol.  XXIII.    No.  3.    1899.  4«. 

Vol.  XXIV.   Ecports  of  an  Exploration  ot  the  West  coaaU 
of  Mexico. 

Vol.  XXVI.  The  Fisbes  by  8.  Garmu.    Teit  and  Atta«. 
1899.  40. 

AstffMonML  Ob$ervatory  of  Hareard  CoUege  in  Cambridge,  Ma$$,: 

64 annual  Report  for  the  vear  ending  Sept.  30     1899.  8°. 

Annab.    Vol  82,  pari  2.    Vol.  83,  Vol.  42,  pari  2.    Vol.  44,  part  1. 

1899—1900.  4«. 

Philosophical  Societf/  in  Cambridge: 

Frocoedings.   Vol.  X,_part  4,  6.    1900.  e®. 
TraDsactioot.  Vol.  XVIII.  Voi  XIX,  1.  1900.  4>. 

Accadcmia  Gioenia  di  scienze  naturali  in  Catania: 

Atti.   Serie  IV.  Vol.  12.    1899.  4*. 
BoUettiiko.  Faac.  60,  61,  63.  1899—1900.  8*. 

K.  eäduitdtes  metearchgitd^  InttOtU  in  OhemnUM: 

1,  Jahrgang  der  Deeadwi-Iloiialabericlite  fUr  1886.  1899.  4^ 
Jabrbndi  1897.    Jabrg.  XV,  Abth.  UI.  1899.  4«. 

Ftdd  Cc^umbian  Mweum  in  Chicago: 

Publications.   No.  40.  H     189'J.  B'l 

The  Bird.s  of  Eaeiem  North  America  bj  Charles  B.  Cory.    Part  U. 
1899.  8«. 

Zeitschrift  „Die  Open  Court"  in  Chicngo: 
The  Open  Court.  Vol.  XXV,  (No.  1-2}  No.  524.  525.   1900.  O^. 
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Terkes  Observatory  of  the  UnhenUif  of  Chkago: 

Bulletin.    No.  12.    1809.  40. 
I.  II.  iinnual  Report.    1899.  4«». 
Publicationa.    Vol.  I.    1900.  4«. 

Zeitschrift  „Astrophysical  JourncU"  in  Chicago: 

Vol.  XI,  No,  1—4.    1900.  8». 

Nnr.'^k  Fnlkemuseum  in  Christiania: 
Beretning  om  Foreningens  Virksomhed  1899,  No.  V.    1900.  8^ 

Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Christiania: 

Korh  mdlingar  1899,  No.  2—4.    Oversifft  u.  Tit.    1900.  8^. 
bknlt^r.   1.  Matliem.-naturwias.  Klasse  1899,  No.  1.  6.  a  9  n*  Tit. 
IL  Hittor.-fil08.  Klasae  1899,  No.  5  n.  m  1900. 

JTj^.  Norwffia^  Unhersität  in  Chuittiama: 

UniTOrsiketo  Aarsberetning  for  1897—98.   1899.  8». 

üniyersitcts-og  Skolc- Annaler.    13.  Aarg.  1898.    1899.  8°. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab.  Bd.  XX,  Heft  4.    Bd.  XXI, 

Heft  1—3.    1897—99.  8°. 
Jahrbuch  des  meteorologischen  Instituts  für  1898.   1899.  4^. 
Norske  Gaardnavne  af  0.  Rygh.    1898.  go. 
A.  Chr.  Bang,  Documenter  og  studier  iL    1899.  S«. 

Committee  of  the  Norwegian  North- Atlantic  Expedition  in  Christiania: 
Den  Norske  Nordhavs-ExpediUon  1876—1878.  No.  XXV.  XXVI.  XXVII. 
1899—1900.  Fol. 

Historisch-antiquarische  Gesellschaft  für  Graubünden  in  Chur: 
XXiX.  Jahresbericht.    J.ihig.  1899.    1900.  8<». 

Franz-Josephs- Universität  in  CserntmiU: 

Verseichniss  der  Vorlesungen.   Sommer-SemeBter  1900.  8^« 

Die  feierliehe  Inaaguration  des  Bektore  fUr  1899/1900.  1899.  8>. 

Naiurfmdhende  OetdU^ft  in  Dawsig: 
Schriften.  Nene  Folge.  Bd.  X.  Heft  1.  1899.  8^. 

Wetipreiutis^er  0e8dudhtmerein  in  Dansig: 
Hanl  Mftrcker,  Oesohichte  der  Iftndlioben  Ortschaften  dee  Kreises  Thom. 

Historischer  Verein  f&r  äae  (SfrosOunogthum  Hessen  in  Darmstadt: 
ArchiT  f&r  Heisisehe  Geschichte.  Nene  Folge.  2.  Bd  2.  Heft.  1899.  8«. 
Oberhessiflehes  WOrterbnch  Ton  Wilh.  Crecehui.    Lfg.  8.  4.   1899.  Sf.  > 

Davenport  Aeadernff  of  natural  sdences  in  Davenport : 
Notes  on  Mining  in  the  State  of  Dnrango,  Meiico.  By  fl.  van  F.  Fur- 
mann.  1900.  80. 

Union  giographique  du.  Nord  de  Ja  France  in  Ihuai: 
BaUetin.   Tom.  20,  trimestre  4.    1899  8°. 

Royal  Irish  Academu  in  Dublin: 
Prooeedings.  Ser.  III,  Vol.  5,  No.  4.   1900.  8". 

American  Chemical  Society  in  iJaston,  Po,; 
The  Journal.   Vol.  222,  No.  1-5.   1900.  8». 
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li();/nl  ColUge  of  Physicians  in  lAliubw^: 
lieporto  from  tbe  Laboratory.    Vol.  VII.    1900.  8f^, 

Moyal  Society  in  Edinburgh: 
Proceodinfts.  Vol.  XXII,  No.  6,  7.  1899.   Vol.  XXIII,  No.  1.   1900.  8^. 

Scottish  Microscopical  Society  m  Ecünburghi 
Proeeedingi.  Vol.  II,  No.  4.   1899.  8^. 

Jtoyal  PhysicaJ  5oc»Vfy  in  Edinburgh: 
ProceedinifB.   Sesiion  1898—99.    1900.  S^. 

Karl  FriedricJis-Gynnin!iiuin  zu  EUenach: 
JabrMbericht  f.  d.  J.  1899-1900.  1900. 

Naturforschende  Gesellschaft  in  Emden: 
88.  u.  84.  Jiihresbericfat  für  1897/99.    1899.  8^. 

lieale  Accademin  dei  Gcorgofili  in  Fhrent: 
Atti.   IV.  Serie,  Vol.  22.  disp.  8—4.    1899.  8**. 

B.  Deputatione  Toscana  sugli  studi  di  storia  palria  in  Florenz: 

Docnmenii  per  la  atoria  della  dttä  di  Amio  per  Ubaldo  Pasqoi.  Vol.  I. 

1899.  40. 

R  IstUuto  di  studi  superion  in  Fhnnf: 

Pubblicanoni  »)  Sesiom  di  filosofia  e  filologia.  No.  28.  1896^87.  4^ 

b)  Sedoni  dt  eciensa  finche  e  Aatnrali.  No.  98—88. 

1896—97.  40 

c)  Sezioni  di  medicina  e  chirureia.   No.  15,  parte  iV. 

No.  18—80.   1896—97.  4^ 

Senekenbergiu^  waurfondtende  GetdiHhaft  in  F^rankfurt  alM.: 

Abhandlungen.   Bd.  20.  Heft' 3.   Bd.  86,  Haft  1.   1899.  4^ 
Benchi  1899.   1900.  8«. 

Verein  f&r  Oesehichte  und  AlterthumsJntnde  hi  Frankfurt  afM. 

Mittbeilnngen  über  rffmiaebe  Fände  in  Heddernheim  III.   1900.  4®. 

Breisgau -Verein  Schau-ins-Land  in  Freiburg  i,  Bf.: 

.Scbau-ina-Laad,"   Jahrlaaf  26.   1899.  Fol. 

Universität  I>eiburg  in  der  Stkweit: 

Index  kctionnm.    VerteicbniM  der  Vorleflongen,  Sommer* Semeater 

1900.  8«. 

CoUectaaea  Fribnrgenaia.  Faac.  IX.  1900.  4*. 

Verein  für  Naturkunde  in  Fulda: 
Joa.  Vonderan,  Pfahlbanten  im  Füldaihale.  1899.  4*. 

Sociite  d'histoire  et  d'ardik>logie  in  Genf: 
Bnlletin.  Tom.  8,  liTr.  8.   1900.  8*. 

Kruidkundig  GenooUchap  Dodonaea  in  Gent: 
Botaniach  Jaarboek.  XI,  Jahrg.   1899.  8**. 

ÖberiamSttiech«  OetdMutft  der  Wissenschaften  in  Görlitz: 
Neue«  Lanaitnadiee  Magasin.  Bd.  75,  Heft  8.  1889.  8^, 
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K.  QttOMwß  dir  Wu9entehofU»  m  Qmm(^: 

Göilm<rUi:he  ^elLhrte  An/eigen.   1899.  Na  6,  11,  19;  1900.  No.  1^. 

Berlin  1899    1900.  4^ 
Niichrichten.    a)  i'bilol.-hiat.  Cla^ise.    1899.    Heft  4.    1899.  4°. 

b)  Hftth«m.-phyi.  ClaiM.  1899.  Heft  8.   1899.  4». 

K.  Oeteikt^aft  der  WisienBAafUn  in  QoÜheniburg: 

Euldlingar.  lY.  Folge.  Heft  H.  1899.  8». 

IHadlbHHkatth  in  Goiheuibufs: 

Göteborgs  HOgikolM  ArMkrift.  Bd.  0.   1899.  8*. 

The  Journal  nf  ComparaHve  Newvlogy  t»  Oravimtte  (ü.  St,  A^: 
The  JoomaL  Vol.  X,  No.  1,  2.    1900.  8° 

Unioenität  in  Graz: 

Venteichnisa  der  Behörden,  Lehrer  und  Beamten.    1899/1900.  4*. 

Verzeichniss  der  Vorle<»unpen.  Soinniersemester.    1900.  4°. 

NatunrisüCHschaftlichei'  Verein  für  Neu- Varjxmmern  in  (xretfaioald' 
Mittheiiungen.    81.  Jahrg.    Berlin  1900.  B^. 

Püriiten-  und  Landesschule  in  Grimma: 
Jahresbericht  über  das  Jahr  1899/1900.    1900.  4«. 

K.  InntUuut  voor  de  Taal-,  Land-  en  Volkenkunde  van  Nederlandsdt-Indie 

tm  Haag: 

Büdragen.  6^*  Volgreekt,  Deel  YII,  adev.  1,  8.  190O.  8». 

2Vj^€r>  Oenoottdiop  in  HaarUm : 
AfchiTee  da  Mmte  Teyler.  8^.  U,  Vol.  6,  Partie  A,  6.  1899/1900.  4^. 

SoäHi  Hcilandaise  de»  Sdeneee  m  Haarlem; 
Archivea  N^rlandaiees.  Stfr.  II,  Tom.  8,  livre  8—6.  1900.  8*. 

Historischer  Verein  für  Würltemb.  Franken  in  St^äbiadhHaU: 
Wärttembergiach  SHoken.  N.  F.  VH.   190O.  8^. 

Kaieedidi,  LeopeidinhA-Cairolinische  Deutsche  Akademie  der  NaturforeiA^ 

in  Halle : 

Leopoidina.    Heft  35.  No.  12.    1899.    Heft  36,  No.  1—5.    1900.  4®. 

Deutsche  mörfjcnl(i)hlische  Gesellschaft  in  JI(dle: 

Zeitachrift.  Band  53,  Heft  4.  Baud  Ö4,  Heft  1.  Leipzig  1899/1900.  8'^. 
Abbandlongen  fQr  die  Kunde  de«  Horgenlandei.  Buid  XI,  2.  Leiprig 

1899.  8^. 

Unicersitäi  I Falle: 
Verzeichnisa  der  Vorlesungen.    Soramer-Semeäter  1000.  8^ 

Naturn:lsse)ischaftUcher  Verein  für  Sachsen  und  Thiirinycn  i)i  Halle: 

ZeiUächriit  für  Naturwissenschaften.  Bd.  72,  Heft  8—6.  Stuttgart  1899— 

1900.  8». 

Mnlliri)iti!i«he  Geaelhchafl  in  Hamburg: 
MittheilQngen.    Bd.  3,  Ueft  9.    Leipzig  1900.  8^. 

Verein  für  Hatnhtirfil^ehe  GesehieJife  in  Honnburg: 

Mittheilun^ren.    19.  Jahr^?.  1898/99.    1900.  8<». 
Gesaromtregister  von  1839— 18U9.    1900.  ^. 
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Verein  für  natH/neieHim^haßiäke  Üvierheiiiwug  t»  Mambuirg: 
TmrbfUidliiDgon.  fia.  10.  1899.  ^. 

NatwnoiseenefAafliUdur  Verein  in  H€mbwrg: 
Abhandlungen.    Bd.  XVI,  1.  Hälfte.    1900.  40. 
Verhandlimgeii  1899.  lU.  Folge  XII.  1900.  8^. 

Sititütihek  der  äeutedten  Seewmie  m  Hamdmrg: 
II.  Naobtrag  lom  Katalog.  1899.  8<^. 

€^e9d^idatverein  in  Banaui 
JahTOBberidit  fOr  daa  Jahr  1888/99.  1899.  8^. 

Univereität  HeidiXberg: 

Herm.  OsthofF,  Tom  Suppletivwcaen  der  indogerniaiiischeB  SpraekeB. 

1899.  40. 

Bobert  Wilhelm  Bunsen,  ein  akademisches  Gedenkblatt.    lUOO.  4®. 

Historisch-philosophischer  Verein  in  Heidelberg: 
Nene  Heidelberger  Jabrbacher.  Jahrg.  9,  Heft  2.   1889.  8^. 

jratiir)bt0<orM-m«tfi€mM<r  Feram  sn  Heidelberg: 
VerbandloBgeii.  N.  F.  Baad  YX,  Heft  8.  1899.  Bfi, 

Cmmiseion  gkilogiqne  de  la  Finiande  in  Hdeingfare: 
BttUetb.  No.  9,  10.  1899.  8«. 

Finländiedie  C^esettedtaft  der  Wtseenethaften  m  Hdtingfore: 

Ofvewigt  af  Förhandlingar  XLI.  1898-99.    1900.  8«. 

Bidrag  tili  kännedom  af  Finlandi  Nator  och  Folk.  Heft  58.  1900.  8*. 

Soeie^  pro  Fcmna  et  F^ra  Fennieia  in  Rdeingfan: 

Acta.  Vol.  15.  17.  1898-99.  8». 

Verein  ßbr  ai^fetdtürgiedie  Lande^nde  in  Hermminektdi: 

Archiv.    N.  Fn  Band  29,  Heft  2.    1900.  8®. 
Jahresbericht  für  (k-^  Jahr  1898/99.    1900.  S«. 

Osteibiriteke  Abiheüung  der  Kaiserlich  russisdten  Oeographiedten 

Gesellschaft  in  Irkutsk: 

Iswestija.   Tom.  30,  No.  2—3.    1900.  8°. 

Journal  of  Physical  Chemisiry  in  Ithacn,  J^.Y.: 
The  Journal.    Vol.  8,  No.  9.    1899.    Vol.  4,  Nr.  1—4.    1900.  S». 

][[c)licinisch-rtatnncif(!^enschaftliche  Gesellschaft  in  Jena: 

Denkacbriften.  Band  Vf.    Lieferung  3.    Text  und  Atlaa.    1899.  Fol. 

Band  Viil,  Lieferung  6.    Text  und  Atlaa.    1900.  Fol. 

Sodeti  de  medecine  in  Kharkow: 
Trudy.    1898.    1900.  S®. 

Universite  Imperiale  in  Kharkow: 
Sapiski  lüOO.    kuiga  1,  2.  8^ 

GrseUschaft  für  Schlestcig-Hohtein-Jjatienburgieche  Geschichte  in  Kiel: 
Zeitschrift,   band  29.   1900.  8^. 
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SbmmiisioH  Jwr  wiitemehafU.  UniertMimng  dmrämiitdtm  Metr«  in  Kid: 

Wisaentchaftlicbe  Meeresuntenuobinigen.   N.  F.  Bd.  Y,  Heft  1*  Ab- 
tbeUnng  Kid.   1900.  4» 

ünirrrsi'u!  i>»  Kicw: 

bwertga.  Vol.  89,  No.  5,  9—12.  1699.  Bd.  40,  No.  1-4.    1900.  8^. 

Naturhitlori^es  Landesmuseum  in  Klagen^urt: 

]>iagmDifDe.   Witterangtjaht  1899.   1900.  Fol. 

Physikaliscfi^konomische  QudMhafi  m  Kimgtbergs 

ScbriAea.  40.  Jahrf?.  1899.  4°. 

K.  Univer8ÜäU'8temtoart§  in  Körig'^hr'rq: 

Astronomische  Beobacbtunf^en,  Abteilung  88  u.  39.   1899.  Fol. 

K.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Kopmhagen: 

Overaigt.    1899.   No.  6.    1900.   No.  1—8.  8« 
Mdmoires.   a)  Sections  des  Lettre«.   Tome  VI,  No.  1. 

b)  Seetioiit  des  SdancM.  Tom«  IX,  No.  4—8.  1900.  4^ 

CMMtafl  /9r  «onÜN^  JltorfJkttmiliMidl«  in  Kopmitagmi 

kiMan  1899,  IL  Baetto.  14.  Baad,  Heft  4.  190a  8». 
M^mouee.  Noqt.  8^.  1899.  8<>. 

Akademie  der  Wissenschaften  in  Krakau: 
Anzeiger.    1899,  October— Dezember.    1900,  Jammr- Mürz  8^» 
Rozprawjr.   a)  bistor.-filozof.  tom.  '67  und  8er.  11,  tom.  13. 

b)  filolog.  Ser.  II,  tom.  14. 

c)  uiateuiat.  Ser.  II,  tom.  16  (88).    1890.  8^. 
Kof^TTiik.    Hok  1898  99.    1899.  B^. 

Sprawozdanie  komiaji  bist,  sstuki  Tom.  VI,  4.    1899.  4^. 
Seriptorei  Beram  Poloniearam.  Tom.  17.  1899.  8^. 

Soeiiti  Vaudoiae  de»  »eienee$  HaiurtUe$  in  Lamanne: 

BaUetin.  IV.  S^e,  Vol.  86,  No.  ISl,  184.  1899.  Vol.  86,  No.  186, 
186.  1900.  8P. 

MaaUtha]^  van  Nederlandad^  LHtwkmid«  in  Leiden: 

Handelingen  en  Mededeelinf^en,  jaar  1898-99.    1890.  8^ 
LeTentbericbten  der  afgestorveu  Medeledea  1898—99.    1899.  8^. 

Archiv  der  Mathemntil:  und  Physik  in  Leiptig: 

Archiv,  II,  Reibe.  Theii  XVII,  Heft  3.    1900.  8». 

K.  Geseif  schüft  der  Wissenschaften  in  Leipzig: 

Abhandlungen  der  philot.-bist.  ClaHse.    Band  XX,  No.  1.    1900.  4'^. 
Abbandlungen  der  matbem-pbysikaliflcben  Classe.    Bd.  XXV,  6  u.  7. 

Bd.  XXVI,  1  a.  2.    1900.  4^. 
Berichte  der  philol.  bistor.  Claeae.    Bd.  51,  No.  4.  6.   1899.    Bd.  62, 

No.  1-3.    1900.  8«. 
Berichte  der  mathem.-pbysik.  ClaiM.  Bd.  61,  1899,  Allgemeiner  Teil. 

NaturwissenBcbaftl.  Teil  Dnd  Hatbematieeb.  Teil,  No.  6  a.  6.  Bd.  62. 

1900.   I,  II.  80. 

Fürstlich  JablonowskCsche  GeselUekafi  in  LeipMig: 
Prewschriften.   No.  XXXV.   1900.  i9. 
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Journal  ßr  prakti^the  Chemi«  in  Leipzig: 
Joamal.  N.  P.  Bd  60,  Heft  9-12.  1899.  Bd.  61,  Heft  1—9.  1900.  8». 

Ferem  für  Kräkunde  in  Letfmg: 
Mitttieilnogen  1899.   1900.  8*». 

Unicersity  of  Nebraska  in  Lincoln: 

Baneiin  of  the  U.  S.  Agricnltural  Plxperiment  Stotion  of  Nebraska. 
Vol.  XI,  No.  55    bd.    1898—99.  S«. 

Sorieddde  de  geoyraphia  in  Lisnahon: 
iioletm.    17.  Öene.  1898-99,  No.  1.  2.    1899.  8«. 

JÄterary  and  fhihsophicai  Soäetff  in  Liverpool: 
Proce^ings.   No.  LUl.    18U9.  S». 

Universite  Cathnliqne  in  LoewtH: 
Schriften  der  Universität  a.  d.  J.  1898/99. 

ZeitscJmß  „La  Cellule"  in  X/oewen: 
U  CeUale.  Tome  XVU,  1.   1900.  4» 

Her  Moje^^B  Secretmy  of  Stalle  fw  IndHa  in  Oqiwm^  in  Londtm: 

Dictionary  of  the  Lepcha-Laoguage  by  G.  B.  HatnwariD^,  revieed  bj 
Albert  Grünwedel.    Herl  in  1898.  i». 

The  Enylkh  Uistorical  Review  in  London: 
Hisiorical  Review.   Vol.  15,  No.  67,  68.   1900.  8^. 

Sojfol  Society  in  lanätm: 

Year-book  1900.  8". 

rroceeUiugs.  Vol.  65,  No.  422—423.  Vol.  66,  No.  424—430.    1900.  8^. 

Ii.  Antronomical  Socictu  in  London: 

Montbly  Notice«.    Vol.  ÜO,  No.  2-7.    1899-1900.  8». 

Chemical  Society  in  London: 

Journal  No.  447-  4r>2  (February  —  Julv  1900).  8«. 
Litit  of  the  Fellows  and  Officera  March  1900.  8<^. 
ProceediDgs.  Vol.  16.  No.  217-226.   1900.  9f>, 

Linnean  Society  in  London: 

The  Journal.    Zoology.  Vol.  27,  No.  177,  178.    1899—1900.  8». 
List  1899—1900.   1899.  8». 

JS.  JtficroMOpieai  Sotitty  in  Xondon: 
Journal  1900,  pari  1—8.  8^. 

Zofi^ogieal  Soeietjf  in  London: 
Prooeedinga.  1899,  |»art  IV.  1900,  pari  1.  1900.  6<». 

ZeiUduriß  „Nature"  in  London: 
Nainre.  No.  1676—1600.  1900.  4<». 

Jtfwaonn  Botanieal  Garden  in  8t.  Lom: 
11.  anniial  Beport  1900.  8^. 
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SoeUU  giotoffique     B$lgiqu9  in  LOttidi: 
AmuOet.  Tome  26,  Im.  4.  Tome  27,  livr.  1.  2.  1899—1900.  8^. 

BütteUn  hktori^  du  dheite  in  Lyon: 
BnUetia.  Aimee  I,  No.  1.  1900.  6^. 

Qwemmmt  Muteum  in  Madra$: 
Bnlletin.  Vol.  8,  No.  1.   1900.  8^. 

The  Cfovemment  Obiervatory  in  Madras: 
New  Uadxw  General  Oatalogae.   1809.  i®. 

Ii.  Äcadenüa  de  ciencias  exaclas  in  Madrid: 
Ännaario  1900.  8^. 

Ji.  Academia  de  Ici  historia  in  Madrid: 
Boletin.    Tomo  36,  cuad.  1—6.    1900.  8". 

B.  Ossercatono  di  Brem  in  Mailand: 
Pttbblicazioni.    No.  XL,  parte  III.    iMedichiui  1899.  4fi. 

Societä  Italiana  di  scicnze  naturali  in  Mailand: 

AUL   Vol.  38,  Fase.  4.   Vol.  89,  Fase.  1.    1900.  6^. 

Societä  Storica  Lombarda  in  Mailand: 

Archivio  Storico  Lombardo.  Sehe  Iii,  anno  26,  Fase.  24.  1899.  anno  27, 
Faec.  25.    1900.  e^. 

Verein  zur  J'Jrforschung  der  rheinischen  Geschichte  in  Mainz: 
Zeitschrift.    Bd.  4,  Heft  2  u.  3.    1900.  B^. 

Siegmund  Salfeld,  der  alte  israelititche  Friedhof  in  Maiai.  Berlin 
1898.  so. 

Lilerary  and  philosophical  Society  in  MancheHer: 

Henmi!  ^  and  Prooeedings.  Vol.  43,  pari  6.  Vol.  44,  pari  1—8.  1899— 

liKH).  B* 

Fürsten-  und  Landesschule  St.  Afra  in  Meissen: 
Jahresbericht  für  das  Jahr  1899—1900.  40. 

Verein  für  Geschichte  der  Stadt  Meissen  in  Meissen: 
Mittheilungen.   Bd.  V,  Heft  2.    1899.  8«. 

Itivista  di  Staria  Ayitica  in  Messina: 
fiiviita.   Anno  IV,  Faac.  4.  1899.    Anno  V,  Faac.  1.    1900.  8«. 

Gesellschaft  für  lothringische  Geschichte  in  Mets: 
Jahrbncb.  XI.  Jahrgang  1899.  4». 

Instituto  geolögieo  in  Mexico  i 
BoleUn.   No.  12,  18.   1899.  4». 

Obeerratorio  meteorolögico-magnitico  central  in  Mixieo: 
Boletin  mentoal.  Mes  de  Jalio— Sept.  1899.  4P* 

Obsenatorio  astmiömieo  nadonäl  de  Taeubaya  m  Mexico: 

Bolelfn.   Octubre  1898.   1900.  4«. 
Anoario.  Aüo  XX,  1900.   1899.  8^. 
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Sociedad  cientifica  „Antonio  Alzaie"  in  Mexico: 
Memorias  y  Beviata.  Tomo  XII,  No.  11  y  12.  1899.  S<>. 

Sodedad  de  historia  natitrti  in  Mixko: 
La  Natural«».  II.  Serie»  Tom.  3,  eoad.  8  y  4.  1899.  4^ 

Sodetä  dei  naUunKÜaU  in  Maitna: 
Atti  Ser.  IT,  Vol  1,  anno  82.  1899.  1900.  8». 

MuHO  naei09ud  in  Muittinäeo; 
Anales.  Tom.  II,  Faec.  12.  Tom.  HI,  faec.  18.   1899—1900.  Fol. 

Aeaäimie  de  adeneea     leUree  in  MimtpeUier: 

M^oirea.  Seotion  des  lettre«.  2®  Serie,  Tome  2,  No.  2. 

Section  de«?  scicnces.    2''  Serie,  Tome  2,  No.  6. 

Section  de  mddecinc.  2«  Serie,  Tome  1,  No.  2,  9.  1898-99. 

Obscrvatoire  mitioroloffique  et  maynctique  de  l'UniversUi  Imp, 

in  Moskau: 

Obaervations.   Dbcembre  1898  et  Janvier— Juin  et  Aoüt  1899.  4^. 

Societe  Iniperiale  des  Naturalistes  in  Moskau: 
Bulletin.    Annee  1899.    No.  1—3.    1899—1900.  8^. 

Deutsche  Gesellschaß  für  Anthropologie  in  Berlin  und  München: 
Correspondenzblatfc.    1899,  No.  10—12.    1900,  No.  1.    München.  4». 
Statistisches  Amt  der  Stadt  München: 

Münchener  statistische  Jahres&bersichten  für  1898.    1900.  4^. 
Veneiehnit  der  Strassen  und  Pl&tie  in  MOaehen.   1900.  4^. 

Oeneraldirektion  der  k.  b.  Posten  und  Telegraphen  in  Mänchen: 

Nachträge  zu.m  Verzeichaibä  der  in  und  auäserhalb  Bayern  erscheinen- 
den Zeitungen.  1900. 

K,  hayer.  ietMteke  SoehsdnUe  in  Mündkmi 
Penonalstaiid.  Sommev-Semeetec  1900.  8^. 

MHropoUUsn-KajpiM  MBnd^en-FreiHng  m  Mütuikm: 

Scbemaiismne  der  Oeistliclikeit  ftr  das  Jahr  1900.  8^. 

Amtsblatt  der  EndiOsese  Mfinchen  und  Fkeising.  1900.  No.  1 — 18.  8^. 

K,  Oberhergamt  in  MiknAen: 
Qeognostische  Jahreshefte  XI.  n.  SIL  Jahrg.  1888  n.  1899.  4^. 

K,  StaatsmimsUrium  des  Innern  in  MünAens 

Der  Stand  des  laadwirtiischaftlichen  Genossensdbaftsweseos  in  Bayen 

1899.    1900.  40. 

Jahrbuch  des  Hydrotechnischen  Bureaus  1899  n.  1900.   Heft  1.  49, 

Universität  in  München: 

Schriften  aus  den  Jahren  1899/1900  in  4°  und  8P. 

Amtliches  Verzeichniss  des  Personals.   Sommer-SemeBter  1900.  8^. 

Yeneiohniss  der  Vorlesungen.  8ominer>Semester  1900.  4". 

AerztUchcr  Verein  in  München: 
Sitsnngsberichte.   Bd.  VIII.   1898.   1899.  8^. 
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Histafittker  Vervfti  In  MSmAmi 
AUbajerisehe  MonatMchrift.  H«ft  1—8.  1900.  4«. 

Bayer.  Kuns^viBei^wrwn  in  Jfftnehm; 
Denkaebrift  Die  würdige  Anigeiteltuaff  der  Koblenimel.  1900. 

Ormthohgisdier  Verem  tu  Mihu^: 
Jahretberiehi  für  1897  n.  1898.   1899.  BP. 

Verlag  der  Boeihschul-Ifadmehien  m  MünduH: 
fiochfldial'Nackrichteii.  1900,  No.  112—114»  116,  117.  4^ 

Verem  fUr  Gee^ii^e  und  JUerikumektmde  Wettfehne  in  Müntter: 
Zeitsehrift.  Bd.  67.   1899.  8^. 

Aeadimie  de  Stmitlae  in  Naney: 
IKmoiiet.  6.  S^rie,  toni.  16.  1699.  tfi. 

Sociiti  de$  eeiencei  in  Nancy  t 

Bulletin.  S^r.  II,  Tome  16,  fatc  88.  S^r.  III,  Tome  1,  ISito.  1,  S.  Paris 

1899.  1900.  8®. 

Reale  Äccademia  di  scieme  morali  e  politiche  in  Neapd: 

Rendiconto.    Senk  8,  Vol.  6,  fiwc  8—12.  1899.    Vol.  6,  Dmo.  1—4. 

1900.  8«. 

North  of  England  Institute  of  EnytneerH  in  New-Castle  (upon-7'yne'i : 

Transaction«.  Vol.  48.  pari  5,  6.  Vol.  49,  part  1,  2.  1899—1900.  6». 
Äniiiml  Report  for  the  jenr  1898—99.  1899.  8^. 

The  American  Journal  of  Science  in  Neto-Haven: 
Journal.   IV.  Serie,  Vol.  9,  No.  49—54  (January— June).    1900.  8^. 

American  Oriental  Society  in  New-iiaven: 
Journal.    Vol.  XX,  2.  Half.  1899. 

Atademjf  of  Sciences  in  I^ew-York: 
Charter  aud  List  of  Membera.    1399.  S«. 

Ain(;rican  Jewish  UisloriccU  Society  in  New- York: 
ProceediDgH.    No.  7.    1899.  8° 

Amoican  Museum  of  Natural  Ilistory  m  NeUhYerk: 
Bulletin.    Vol  XI,  part  II.    1899.  8». 

American  Mathematical  Sociefff  in  New-  York: 
Tranaactions.    Vol.  1,  No.  1.    Lancaster,  Pn.  1900.  4*'. 

American  Geoyraphical  Society  in  New- York: 
Bulletin.   Vol.  31,  No.  5.  1899.   Vol.  32,  No.  1,  2.    1900.  8«. 

Archaeological  Institut  of  America  in  Noncootl,  Mass.: 
American  Journal  of  Archaeology.    Vol.  III,  No.  4—6.    1899.  8®. 

Verein  für  Geschichte  der  Stadt  Nürnberg: 

Jabresbericht  über  das  21.  Vereinajahr  1898.    1899.  8*». 
Mittbeilungen.    13.  Heft.   1899.  8<». 
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Verem  für  Geschichte  und  Landeskunde  in  (hneMUik: 
Mittheilaiigeii.   Hd.  24.   1899.   1900.  8^. 

Geological  Survey  of  Cmada  in  Ottawa: 

Contributions  to  Canadian  Palaeoatology.  Vol.  IV,  part  1  hj  Lawrence 

M.  Lambe.    1899.  8». 
B.  O.  He  Conoell,  Prelimiiiary  Heport  on  the  Elondike  Gold  Fields  »it 

Karten.    1899.  8«. 
Annoal  Keport«   N.  Ser.    Vol.  X,  1897  mit  Karten«   1899.  8^. 

-7?.  Accademta  di  sdense  in  Padua: 
Atti  e  Memorie.    Nuova  Serie.    Voi.  XV.    1899.  8^ 

Societä  Yencto-Treiilina  di  scienze  nolwroli  in  PadUia: 
Ätti.    Serie  11.    Vol.  IV,  faac.  1.    1900.  B». 

Circoio  maUmatico  in  Palermo: 

Annuario.  1900. 

Rendioontu  Tomo  XIV,  Faae.  1—4.  1900.  8^ 

^Kieia     teieme  naturati  ed  eootiomtdle  In  PeiUmo: 

Giornale  di  tdenie  natoraU.  Yol.  XXII.  Anno  1889.  i^. 

Aeadimie  de  mideetne  in  Paris: 

Bapport  stsr  les  vaceinatione  en  1897.  Melnn  1898^  8^. 

Rapports  do  la  commiaaion  permanente  de  l'hygikie  de  rmfaaoe,  pavr 

189Ö.    1898.  50 
Bulletin.    1900,  No.  1-2Ü.  8". 

Aeadime  des  sdenees  in  Paris: 

Compiea  rendua.  Tome  180,  No.  8—28.  1900.  i®. 
Oeurns  d'Angaatin  Oaucby.  II.  S4rie,  Tom.  4.   1899.  4<>. 

Comiti  intemaHonal  des  poids  et  mesures  in  Paris: 
Procte-Terbanx  de  1889.  8<^. 

Monileur  Scientifique  in  Paris: 
Monitenr.  Livr.  698—708  (Ferribr- Juillei).   1900.  4P. 

Musee  Guimet  in  Paris: 

Annales.    Biblioth^que  d'^tudes.    Tome  8.    1899.  8" 
Kevue  de  Thistoiie  dea  r^ligions.  Tome  39»  No.  1—3.  Tome  40,  No.  1—3, 
1899.    1900.  6«. 

JfiM^Mffi  «PAwtotVe  naUui^e  in  Paris: 
Bnlletin.  Ann^  1899,  No.  8-a  1900,  No.  1.  8<». 

j8oet^  d^anOiropoJogie  in  Paris: 
finllttina.  IV.  S^.  Tome  10,  fatc.  9,  8,  6.  1899.  8^. 

SoeiiU  des  Müdes  historip^  in  Paris: 
Benie.  Noav.  S6r.,  Tome  2,  No.  1—8  et  8  Supplement«.  190a 

SoeiHi  de  giograjp^  in  Pom; 
Compt^  rendui.   1899.  No.  7.  8^. 

Bulletin.   VII'  Sdrie,  Tome  20,  4«  trimeatre  1899.   8^  el  aan4e  1900. 

No.  1.  40. 

La  Geographie.  Annee  1900.   No.  2—6.  8". 
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8odM  maOnimaH^  de  Dranee  m  Paria: 
Bulletin.  Tome  87,  No.  4,  1899.  Tome  28,  No.  1.  1900.  8^. 

SoeüU  Bodogique  de  Framee  in  Paris: 
Bulletin.  Tome  XXIV.  1899.  8^. 

Califomia  Paris  Exposition  OommissioH  of  1900  in  Paris: 
Six  map«  of  fhe  State  of  Galiforma. 

AeeuHmis  Imperiale  des  sdences  in  8t,  Peteri^wrg: 
Annnaire  du  Miuäe  loologiqne  1699.  No.  4.  1900.  8^ 

PhysikaiisdH^emi8(^  Gesdlsehaft  an  der  Jeaiserh  üniitersUäi 

in  St.  Petersburg! 

Schunial.  Tom.  81,  Heft  8,  9.  1899.  Tom.  82.  Heft  1— B.   1900.  8^. 

Kaiserliche  Universität  in  St.  Petenfturg: 
Godischni  Akt  1899  (Jahrbuch).   1900.  Bf*, 

Äcademy  of  natural  Sciences  in  I^€idelphia: 
Proceedings.   1899,  part  II.    1899.  S». 

American  pharmaceufic<il  Association  in  Philadelphia: 

ProccedincTs  at  the  47.  annoal  MeeÜog  held  at  Pat-in-Baj.  Sept.  1899. 

littltiuiore  1899.  S^. 

HiAtnricfil  Society  of  ]*ennsijlvanin  in  Philadelphia: 

The  Pennsylvania  Maguiiue  of  liistory.    Vol.  23,  No.  4.  Vol.  24,  No.  1 
1900.  80. 

Mumm  Assodation  of  the  College  of  Pharfnaey  in  Philadelphia: 
Alumni  Report.  Vol.  86,  No.  1—8.  1900.  8^. 

Ämervsan  Association  to  promote  the  teadUng  of  speech  to  the  Deaf 

in  Philadelphia: 

6.  Summer  Meeting  at  Northampton,  Man.  1890.  8^ 

American  Phüosophieei  Sodetg  in  PhHadelplhiia: 

Proceedings.   Vol.  38,  No.  IGO.    1899.  8<». 
Transactions.   Vol.  20,  part  1.    1899.  40. 

7?.  Scanh-r  normale  superiore  di  Pisa: 
Aunali.  Vol.  XXI.   1899.  S». 

Societft  Toficana  di  scienze  naturdli  in  Pisa: 
Atti.   Processi  verbali.    Vol.  XI,  pag.  169-177.  Vol.  XII.  pag.  1— 2a 
1899-1900.  8^. 

Soeietä  Italiana  di  fisica  in  Pisa: 

II  NuOTo  Cimento.  Serie  IV,  tom.  X,  Novembre  e  DIcembre  1899;  tom.  XI 
Gennaio— Marso.  1900.  8^. 

K.  Oynmasiwn  in  Plauen: 

Jahieebericht  fiBr  1899|/1900.  4« 

Aiterthumsperein  in  Plauen: 

Kegeston  zur  Ort«-  und  Fainilienjfeschichte  dt  s  Vo'^lland''^.  Hd  II.  1S98.  8*. 
Mittbeilungen.   18.  Jabreaschrift  auf  die  Jahre  1897/99.    1900.  8^. 
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Zeitachrift.    Bd.  XIII,  3,  4.    Bd.  XIV,  1    4.    180R   99.  8«. 
Hittorische  Monatsbläiter.   Jahrg.  I,  No.  1-3.    1900.  8^. 

K.  geodätisches  Institut  in  Pofs^'hrm: 

Die  PolhShe  TOn  Potsdam.   II.  Heft.    Borlin  19üO.  4«. 

QtseUtdutß  »UT  Förderung  deutscher  Wissenadtafi,  Kuntt  und  Literatur 

in  Prag: 

Job.  Endt,  Beiträge  zur  joniscben  Vasenmalerei.    1899.  4°. 

Ludwig  Pollak,  Zwei  Vaaen  am  der  Werkstatt  Hieront.  Leipzig  1900.  49. 

BibUotfaek  deutscher  Schriftsteller  ans  Böhmen.  Band  X.  1899. 

OeseUsdMß  tur  Förderung  deutscher  Wiseene^ß,  Kunet  und  IMeratur 

in  Frag: 

Mittheilnnff.    No.  X.    1900.  8^ 
itechenschaftsbericht  für  daa  Jabr  1899.    1900.  8«. 

7v.  Böhmische  Gcsdhchaft  der  Wissenschaften  in  Prag: 

Jahresbericht  Ittr  das  Jahr  1899.    1900.  8°. 
Sitzungsberichte  1899.  a)  ClMse  für  Philosophie. 

b)  Mathem.-naturw.  Classe  1899.   1900.  6^. 

Jtfotftemalitdb-jiAysilcaJMcfte  OeeelUi^aß  in  Prag: 

Sbornik.    Öi'slo  II,  III.    1899.  S». 
Öasopis.  Band  29,  No.  1—5.   1900.  8». 

Lese-  und  RedeJutlh'  der  deutschen  Studenten  in  Prag: 
Bericht  Aber  das  Jahr  1899.   1900.  Q^. 

Museum  des  Königreichs  Böhmen  in  Prnff: 
C^ivsopis.    Band  73,  Hoft  2-6;  Band  74  Heft  1.    1899  1900. 
Boh.  Hellich,  Fraebiatorick^  Lebky  v.  techach.    1899.  4». 

K.  J\.  Stcrnirarte  in  Prag: 
Magnet,  u.  meteorologische  Beobachtungen  im  Jahre  1899.    GO.  Jabrg. 
1900.  40. 

Deutsche  Carl-Ferdinands'UniversiUU  in  Prag: 
Oi  diiuiiK  ^Icr  Vorlesungen.   Sommei^Semcster  1900.  8'. 

Verein  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Bohtnen  «1  Prag: 
MilUieilunKt'ii.    Baud  3,  No.  1—4.    1899—1900.  S*. 
Deutscher  naturwiaaemchaftlich-mcdizinisclier  Verein  für  BiHmen  „Loios'' 

in  Prag: 

Sittnniriberichte.  Jahrg.  1898.   1899.  8». 

Abban!ilunK«'n.  Band  I,  Heft  1-3;  Band  11,  Heft  1.  2.  1893-1900.  40. 
Jahrbuch.   Weue  Fol>?e,  Band  XII-XVIH.  Wien  1892-9Ö.  8«. 

Historischer  Vt  rein  in  Megen^urg: 
Verhandlungen.  Band  61.   1899.  S«. 

Xdturforschrr- Verein  m  Biga: 

Arbeiten.    Nouo  FoIrp.    Heft  8,  9.    1899.    4«  O.  8*. 
Korreapondeukblatt.   Nr.  XLIl.    1899.  8^. 
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Geological  Society  of  America  in  Rochester: 
Bulletin.    Vol.  ID.    1899.  S«. 

i?.  Accademia  dei  TAncei  in  Born: 

G.  y.  Scbiaparelli ,   Osservazioni  sulla  topograüa  del  piareta  Marie. 

Memoria  VI.    Koma  1899.  A^. 
Atti.    Serie  V.   Classe  di  scienze  fisiche.  Vol.  IX.  Seme.stre  L  Fase.  1 

bis  UL    1900.  40. 
.\tti.    Ser.  V.  Clasae  di  scienze  morali.  Vol.  V 11,  parte  2.  Notizie  def?li 

scavi  Agosto-Dicembre  1899  und  Indice  per  l'anno  1899.  Vol.  VIII, 

parte  2^   üennajo  und  Febbrajo  1900.  4®. 
Rendiconti.    Classe  di  scienze  morali.    Serie  V,  Vol.  VIII,  Fase.  9—12. 

1899.    Vol.  IX,  Fa.sc.  L  2.    1900.  8°. 
Annuario  1900.  8^. 

Accademia  Pontificia  de'  Nnovi  lAncci  in  Born: 

Atti.    Anno  63  (1899—1900),  Sessione  I— IV.    1900.  40. 

It.  Comitato  geologico  d'Italia  in  Rom: 

Bollettino.    Anno  1899,  No.  L    1900.  09. 

Kais,  deutsches  archäologisches  Institut  (röm.  Abth.J  in  Rom: 
Mittheilungen.    Vol.  XIV,  Fase.  3,  4.    1899.  8^. 

R.  Ministero  della  Istruzione  pulfblica  in  Rom: 

Indici  e  cataloghi.    IV.  J.  codici  Palatini  di  Firenze.  Vol.  2^  Fase. 

1899.  80. 

jR.  Societä  Romana  di  storia  jmtria  in  Rom: 
Archivio.    Vol.  XXII,  3,  4.    1899.  8«. 

Acadcmie  des  sciences  in  Rouen: 
Prt^cis  analytique  des  travaux.    Annee  1897—98.    1899.  S^. 

R.  Accademia  di  scienze  degU  Agiati  in  Rovereto: 
Atti.    Serie  III,  Vol.  5,  Fase.  3,  L  1899.    Vol.  6,  Fase.  L  1900.  8^. 

Naturwissenschaftliche  Gesellschaft  in  St.  Gallen: 
Bericht  1897—98.    1899.  8» 

China  Branch  of  the  R.  Asiatic  Society  in  Shanghai . 
Journal.    Vol.  XXXI,  1896—97.    1900.  8«. 

R.  Accademia  dei  fisiocritici  in  Siena: 
Atti.    Serie  IV,  Vol.  XI,  No.  4-10;  Vol.  XII,  No.  1=3.  1899-1900.  4». 
K.  K.  archäologisches  Museum  in  Spalato: 

Bullettino  di  Archeologia.  Anno  22,  No.  11—12.  1899.  Anno  23^  No.  1  -4. 

1900.  8«. 

Historischer  Verein  der  Pfalz  in  Speyer: 
Mittheilungen.    XXIV.    1900.  80. 

K.  Akademie  der  schönen  Wissenschaften,  Geschichte  und  Alterthumskunde 

in  Stockholm: 

Der  Orient  und  Europa  von  Oscar  Montelius,  übersetzt  von  J.  Mestorf. 
L  Beft    1899.  5'^. 
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K.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Stockholm: 

C.  A.  M.  Lindman,  Vegetationen  i  Rio  Grande  do  Sul.    1900.  8**. 

C.  F.  0.  Noidstedt,  Index  Desmidiacearum.    Berlin  1896.  4®. 

Öfver8igt.    Vol.  5fi  (1899).    1900.  S». 

Handlingar.   N.  F.,  Band  22.    1899—1900.  4». 

Meteorologiska  iaktagelser  i  Sverige.    Band  3fi  (1894).    1899.  A9. 

Geologiska  Förening  in  Stockholm: 

Förhandlingar.    Band  21,  Heft  7;  Band  22^  Heft  1  —  4  und  Register 
zu  XI  -XXI.    1900.  8». 

Nordiska  Museet  in  Stockholm: 

Minnen  fran  Nordiska  Museet.    Band  II,  Heft  6—7.    1900.  Fol. 
Bilder  frfm  Skansen.    Heft  5—12.    1899.  Fol. 
Sagospeiet       Skansen.    1899.  6^. 

Gesellschaft  zur  Förderung  der  Wissetischaften  in  Strassburg: 
Monatsbericht.    Band  33,  Heft  HL  1899.  Band  34,  Heft  1—5.  1900.  89. 

K.  öffentliche  Bibliothek  in  Stuttgart: 
Württembergisches  Urkundenbuch.    Band  VII.    1900.  40. 

K.  Württemberg,  statistisches  Landesamt  in  Stuttgart: 

Württembergiächo  Jahrbücher  für  Statistik,  Landeskunde.  Ergänzungs- 
band L  Heft  2-3.    1900.  4°. 

Deutsche  Gesellschaft  für  Natur-  und  Völkerkunde  Ostasiem  in  Tokyo: 

Mittheilungen.    Band  VII,  Heft  2.    1899.  8« 

Kaiserliche  Universität  Tokyo  (Japan): 

The  Journal  of  the  College  of  Science.    Vol.  XI,  L    1899.  4*>. 
Mittbeilungen  aus  der  Diedicinischen  Facultät.  BandlV,  No.  iL  1691).  4^ 

Faculte  des  Lettres  ä  V Universite  in  Toulouse: 

Mdraoires  de  l'Acade'mie  des  Sciences,  Inscriptiones  et  Belles-Lettres  de 

Toulouse  1827—1898.    ßS  Bände.  8». 
Annales  du  Midi  1889—1899.    1900,  No.  L  80. 

Bibliothfeque  Mt-ridionale.  Tom.  1— 5,  Il^S^r.;  Tom.  1— 5.  1888—1899.  8^. 

Faculte  des  Sciences  ä  V  Universite  in  Toulouse: 
Annales.    IL  S^ric,  Tome  L  Fase.  2-4.    1899.  8» 

B.  Äccademia  delle  scienze  in  Turin: 

Osnervazioni  raeteorologiche  nell'  anno  1899.    1900.  8®. 
Atti.    Vol.  35j  disp.  1—6.    1900.  8f>, 
Memorie.    Serie  II,  Tom.         1900.  40 

Verein  für  Kunst  und  Alterthum  in  Ulm: 
Mittheilungen.    Heft  9.    1900.  40. 

K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Upsala: 
Skrifter.    Band  lU  und  VI.    1900.  80. 

Meteorolog.  Observatorium  der  Universität  üpsala: 

Bulletin  men^uel  de  l'observatoire  mcteorologique.  Vol.  äL  Annöe  1899. 
1899-1900.  FoL 
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K.  Universität  in  Upsaln: 
Urkunder  rOrande  Stockhoima  bistoria  I.    1900.  8^. 
Eranos.   Vol.  III,  No.  4;  Vol.  IV,  No.  1.    1899-1900.  8<>. 

Ilisioriach  Gcnootschay  in  Utrecht: 
Bndrigen  en  Mededeelmgen.  Band  XX.   Amsterdam  1889.  ^» 
Werken.  III.  Serie,  No.  10.  Am«terdam  1899.  8<*. 

Pfüoindal  Utredaa^  OewtoUdutp  in  Utrecht: 

Aanteekenin!?en,  Juni  1899.    1899.  tf*. 
Verala^,  Juni  1899.    1899.  80. 

Phi/sinlogiscfi  Lahoratorium  der  Hoof/cschool  in  ütre^: 
Onderaoekingeo.    V.  Beeks,  I.  Aflev.  2.  1899. 

F.  Istituto  V^enc/n  tji  sciente  in  Venedig: 
Atti.    Tomo  69,  parte  1.  1899. 

Accademia  Olimpica  in  Vicenza: 
AUi.    Vol.  30,  81.    1897-98.  8«. 

Nntinnnl  Acnilemp  of  Sciences  in  Washington: 
Memoirs.    Vol.  VII J,  No.  4.    1899.  4^. 

Bureau  of  Jßducation  in  Washington: 
Reporfc  for  Üie  year  1897-1898.   1899.  €fi. 

Annaal  Beport  of  Üie  Coniminioner  of  Edncat.  Ibr 1897  —98.  Vol.  9.  1899.  8^. 

U,  8,  Depoftement  of  Agrietdture  in  WaMtgton: 
DiTiaiou  of  biological  Siirvey.   Bulletin  No.  12.    1900.  89. 

,        ,         ,  ,        North  .America  Fauna  No.  17.    1900.  S^* 

,        ,  vegetable  Pliysiology.    Bulletin  No.  18.    1899.  8^ 

U.  S.  Coast  and  Geodetic  Üurveg  in  Washington: 
Balletin  No.  40.    1900.  4°. 

Smithsoiäan  Institution  in  WasJUiigton: 
Aimiial  Report  of  tbe  U.  8.  NationaMCmeiim.  Feat  I.  1899. 
Smitheonisii  MiscellaneoaB  Gollectioiw,  No.  1178.  1899.  8^. 

United  Staiea  OetHogieal  Survey  in  Washington: 

Bulletins.    No.  160—165.    1898-99.  8». 

Annual  Report  XIX.  1ÖÜ7— 98.  Part  2—4  mit  Atlas.   XX.  1Ö98— 99. 

Part  1  und  l'art  G  in  2  vols.    1899.  4° 
8arreyMoiiogiaphBXXXII,9,XXXUl,XXXIV,XXXVI-XXXVin.  1899.  4». 

HarMverein  für  GeeeMt^e  in  Wernigerode: 
Zeiticbria  89.  Jahrg.,  8.  Hälfte.   1899.  8^. 

K.  K,  gedogitehe  JteieheaneiaU  in  Wien: 

Jabrbiu  h.  J  ihr^nR  1899,  Band  49,  Hea  3.  1899.  4« 
Verhandluagen.    1899,  No.  11— 18;  1900,  No.  1—5.  4» 

Geographische  Gesellschaß  in  Wien: 

Abhandlungpn.    Hand  1,  Hoft  1—5.    1899.  4®. 
Mittheilungen.    Band  42.  1899. 

K.  K.  (JenlraJanstalt  für  Meteorologie  in  Wien: 
Jahrbücher.  Jahrg.  1897.   Neue  Folge.  Band  84.   1899.  4^ 
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K.  K.  Gesellschaft  der  Aerzlc  in  Wien: 
Wiener  klinische  WocheDscbrift   1900.  No.  2—27.  4<>. 

Anthropologische  Gesellschaft  n<  Wien: 
Mittheilimgen.   Band  29,  Heft  6.  1899.  Band  30,  Heft  1—2.  1900.  4« 

ZoohgktkMmit^  GesdUdtaß  in  Wien: 
Verhuidliingeii.  Bnod  SO,  Heft  IW.  1900.  8^. 

K,  K.  noHuiltisUimdtea  Sofmusetm  in  Wien: 
Atinalen.  Band  14^  No.  8,  4.   1899.  4*. 

Verein  für  Kastauiaehe  AUeHkumahunäe  eic.  in  Wieäbaden: 
Annalen.    Band  30.    1899.    gr.  8^. 

Miitheilonfireii.   1898/99,  No.  4;  1899/1900,  No.  1—4.  gr.  9f*, 

Orient al  Nübiliiy  Institute  in  Woking: 
Vidjodaya.   Vol.  28,  No.  10—12.  Calcutta  1899.  8». 

Herzogliche  Bihliothel'  in  Wolfenbüttel: 
Die  Handschriften  der  herxogi.  Bibliothek  so  WolfenbaUel.  Bd.  7.  1900.  4^. 
Phffsikaliita^mediänisehe  OeseUsehafi  m  W^iUerg: 

Verband lunr^cn.   Nene  Folge.    Band  32,  No.  2,  8.   1899—1900.  8*. 

Sitzun;,'sbf  vi-  hto     Jahrg.  1899,  No.  G,  7.  80. 

Featscbrifi  z  .r  l  eier  ihres  50jäbrigen  i5esteheuä.    180Ü.  4*^. 

Mistori.scher  Verein  von  Unterfranken  in  Würsburg: 
Archiv.    Band  41.    1899.  8^ 
Jahresbericht  fttr  1898.   1899.  8^. 

Sdweigemehe  Meteorotogiedte  Centralanettüi  m  ZüriA: 
Annalen  1897.  84.  Jahrg.   1899.  4«. 

Sdweieerieche  geologisdie  Kommieeion  in  ^Keft: 
Beitrage  K.  Geologie  der  Schweiz.  Geotechn.  Serie,  Liefg.  I.  Bern  1899.  4*. 

Antiquarische  GeaeUscfuiß  in  Zürich: 
Hiitheiinngen.  Band  XXV,  1.  1900.  4®. 

Naturforschevde  Gesellschaft  in  Zürich: 

Neajahrsblatt  auf  das  Jahr  1900.    102  Stück.  4P, 

Yierteljahrsschriftw  44, Jhrg.  1899,  H.  8ii.4;  45. Jhrg.  1900,  H.  1  D.S.  1900. 8^. 

Sdkweiterisehes  Landemuteum  in  Zuritt: 
Anzeiger  für  Schweizerische  Alterthnmsknnde.  N.  F.,  Bd.  I.   1899.  4^. 


Von  folgenden  Privatperaonen: 

Ludwig  Baah  in  Würgburg: 

Znr  Lehre  von  den  Angenniuskellähraungen  and  den  SiOmngen  der 

Pupillenbewefinnf?'.    Leipzig  1899.  S^. 
£xperimentp1)e  T  ntersuchungen  über  den  Verlauf  der  Pupillarfasera. 
Wiesbaden  1099.  8^. 
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Leon  Boll  ach  in  Paria: 
Kurze  Grammatik  der  blaaen  Sprache,  deataoh  tob  A.  L^?7> Picard. 

Paria  1900.  Sfi. 

S'ii'int:^  limuje.  in  ('hristiunia ; 

S.  lljgh,  Norike  üaarln  vn.     1  d  III,  IV.    Kristiania  1900.  8«. 

Palcnlogos  (    (  antlargy  m  Athen: 

GommQmcaUon  uuivereelle  a  Messieurs  icü  savanta  de  notre  plannte. 
Ath^oes  1899.  8». 

Ernst  DümmUr  in  Berlin: 
Jahreabericht  über  die  Heraoigabe  der  Uonumeiita  Qermaniae  hüitoriea. 
Berlin  1900.  8<>. 

Sophus  J^lvius  in  Kopenhagen: 

Minder  fra  Roskilde  Lfttinekole  efter  J.  H.  Lanene  Opt^Koeleer.  KjObea- 
havn  1900.  8<*. 

V.  Fau^Ml  in  London: 
The  Dhammapada.  London  1900.  8^. 

Jlbert  Orünwedel  in  Berlin: 

Buddhistische  Kunst  in  Indien.    Berlin  1900.  8**. 
Mythologie  des  Buddhiamiu.   Leipsig  1900. 

Gottlieb  Haberlandt  in  Graz: 
Briefwechsel  swiflchen  Franz  Unger  u.  Stephan  Endiichnr.  Berlin  1899. 

J''rnsl  Hächcl  in  Jevn 
Kunatformen  der  Natur,  Liefg.  IV.    Leipzig  rjüO.  Fol. 

Krnsf  Hartirig  in  Bamherrj: 
Der  veränderliche  Stern  von  Algoltypua  z  Herculis.  Bamberg  1900.  ö^. 

F.  Ii.  Helmert  in  Potsdam: 
Neuere  ForUchritte  in  der  Erkeuuiniaa  der  mathematiachen  Erdgeatalt. 
Leipzig  190a  8^. 

Fhilijjp  Eb^OaiSm'  in  Budapeai: 
Qiordano  Bmno.  Hiaioriachefl  Drama.  Stnitgart  i.  a.  8**. 

A.  von  KSUiker  in  WurMburg: 

Stur  l*e&trecroi»enient  des  pjmmidei  ches  lee  martnpianx  ei  lee  mono- 

trr-mes.    Paris  1900.  4^. 
Ueber  das  Chiaama.   Jena  1899.  49. 

Karl  Krumbacher  in  München: 
Byzantinische  Zeitachrift,    IX.  Bnnd,  lieft  1—3.   Leipzig  1900.  8**. 

J.  V.  KhU  in  München: 
ßepertorium  zur  Münzlcuinle  liaverna.  I.  Fort^!et7.ung.  München  1900.  6''. 

Marcus  Landau  in  Wien: 
Geechichte  der  italienischen  Literatur  im  XVIII.  Jahrh.  Berlin  1899.  8^ 

Gustacr  C.  Laube  in  Prag: 

Nene  Schildkröten  und  Fische  aus  der  böhmischen  Brannkohlenformation. 
Frag  1900.  A^. 
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Henry  Charles  Lea  in  Pkäaddphia: 
The  dead  Hand.   Philadelphia  1900.  8« 

Kduard  Loire nihaJ  ???  Berlin: 
Uer  Bankrott  d.  Darwin-Uäckcrscben  Entwicklungatheorie.  Berl.  1900.  B^. 

Gabriel  Monod  in  Paris: 

Bevuo  historique.    'I'om.  72,  No.  1,  2,  Janyier- A?ril ;  Tom.  73,  No.  l, 

Mai-Juin.    Paris  lOüÜ.  8« 

P.  Moutier  in  Bouen: 
Eatais  rar  Torfi^isation  ratiomieUe  de  la  comptabilitä  k  parties  dooblei, 
I«n  ^tnde.  Ronen  1809.  8^. 

Fridtjof  Naneen  in  Chrietiemia: 
The  Norwef^ian  North  PoUr-Expedition  1699—1896.   ScienUÜe  Beralts, 
Vol.  I.   1900.  40. 

E.  Pick  in  Strassburg: 

Zar  Kenntniss  der  peptischen  Spaltungsprodukte  des  Fibrins.   Theil  L 
Strasiburg  1699.  6^ 

Omni  Plunketi  m  DutUn: 
The  Jacobite  War  in  Ireland  (1668—1691).  8.  editiOD.  Dublin  1894.  8^. 

Jiexanäer  FongräcM  in  Bttdapeet: 
Tnranische  Sprach-  n.Tolks-Siadien  (in  ungar.  Spradie).  Budapest 1900.  81*. 

Jmon  Bedtenbcu^  in  Wien: 
Die  iteirieehen  nnd  oberOttenreiohiiehen  Redtenbacher.  Wien  1900.  8^. 

Dietrich  Seimere  Vetiagehandlunff  in  Berlin: 
Zeitschrift  fttr  afrikanische  und  oceanische  Sprachen,  6.  Jahrg.,  HeA  1. 
Berlin  1900.  49. 

Seitz  und  Schauer  in  München: 
Deutsche  Praxis  1900.    No.  1—11.    München.  S*. 

Luciati  Schrrmann  in  München: 
Orientalische  Bibliographie.  XIII.  Baad  (für  1800),  1.  H&lfte.  Berl.  1900. 

z;»)/?  Selenka  in  München: 
Der  Schmuck  des  Menschen.    Berlin  1900.  4®. 

John  Shnir  in  San  Francisco: 
Thought  and  its  Basis.    San  Fraiuisco  1899.  S«. 

Michele  Stos.nch  in  Triest: 
Contributo  allo  studio  degli  Elminti.    Trieste  1900.  8*^. 

August  Sturm  in  Naumburg  a.  Sj 

Revision  der  gemeinrechtlichen  Lehre  Tcm  Qewobnbeitsrecht  unter  Berfick- 
nchtigung  des  neuen  deutschen  Beichtrechts.  Leipxig  1900.  6*. 

Qiaeomo  Tropea  in  Meeema: 
Stadl  ragli  Scriptoree  historiae  Augustae  lY.  Hessina  1900.  8^. 

Nikölaua  Weeläein  in  Mündten: 
Buripidii  fabolae.  Vol.  III,  pars  1  Andromacha.  Lipsiae  1900.  8**. 
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Juli  hin  Dezember  1900. 


Die  verebrlicban  QesellscbAft«n  and  InstitoU»  Bit  w«lebeB  OMare  Akadmto  in 
T»tuchverk«lur  «Mitk  w«r(l*D  gtlMtai,  Mchrtahnd—  7«iMlehiilM  «uclateh  aki  BnpftDg«- 
bMt&tigujig  m  WfaMbtn, 


Von  ioigeaüeu  üdsellBchafteii  und  Instituten: 

JRftyal  Society  of  South- Aiistrtdia  in  Addaide: 
Tranaactions.    Vol.  24,  part  1.   1900.  8'. 
Memoirs.    Vol.  I,  part  2.   1900  4«. 

Südülavische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Agrami 

Ljetopia  i9k  godinu.  1899  —  1900.  b®. 
Rad.  Bd.  142.  1900.  8». 

Monumenta  historico-juridica.    Vol.  VII»  2.  1900.  8*^. 

La  Cathe  ir.ile  de  Djakovo.   1900.  fol. 
Zbornik      uarodni  zivofc.    Bd.  V.  1.   liHJO.  8^. 

Ktjl.  krü(ü.'slav(>it.-<lal inntinisches  Landcsarchio  in  Agram: 

Vjeatmk.    Bd.  II,  3  u  4.   1900.  40. 

Utiircrftity  of  the  State  of  New- York  in  Möany: 

ColIe(?e  Dop  u-tm»'nt.    2''iinnual  Repnrt  Vol.  2. 

ProftJSsioaal  K  lucation  in  the  Uniled  ."iLirpH.   19i)ü.  8^. 

K.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Amsterdam : 

Verhandeliogen.  At'd  Natuurkunde  I.  Sectie.  Deel  VII,  No.  1—5;  II.  Sectie 

Deel  VII,  No.  1—8.  1899—1900.  4^. 
Verhandelmgen.    Äfd.  Letterkunde.  N.  Reeks.    Deel  II,  No  8.  1899.  4. 
%ittings?er8la«?pn.    Afd.  Natnurkunde.    Jahr  1099/1900,  Theil  VIII. 
Verslagen  en  MededediDgen.   Afd.  Letterkunde.  IV.  Keeks.   Deel  III. 

1899.  8(». 
Jaarboek  ?oor  1899.  1900.  S'\ 
PrgiTera:  Sosii  fratres  etc.  1900.  S^. 

Vlaamsch  Natuur-  en  QeiMikundig  Congres  in  AtUv>erp$n: 

HandeliDgen.  1899.  4«. 

Wis!<et}.schaftUche  Oesellschaft  in  Ai^n: 

Athena.  Bd.  1 -XI»  XII,  1—4.  1899-1900.  8^. 
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NaturwissemMdkofUieker  Vertin  in  Augtbwrg: 
84.  Behobt  1900.  80. 

Peabody  Library  in  Baltimore: 

Memoire  from  tbe  Biological  Laborator\'.    IV,  4.  1900.  4®. 

Second  CaUlogue  of  the  Library.  Part  III,  IV.  E— K.  lb9ö-99.  4P. 

88tb  and  84«^  umoal  Report  1899,  1900. 

Jt^tis  Hopkins  UniversUy  in  Baltimore: 
Cirenlftr«.   Vol.  19.  No.  149»  148.  1899.  4^ 

American  Journal  of  Mathematica.   YoL  21,  No.  8,  4;  VoL  22,  No.  1. 

1899-1900.  4«. 

The  American  .loamal  of  Pbilology.   Vol.  2ü.  So.  l  -4.  1899.  8« 
American  Gbemical  Joomal.    Vol.  21,  No.  6;  Vol.  22.  No.  1—8;  Vol.  28p 

No.  1-4.  1899— lOffO  ftO 
Johns  Hopkins  Unirergity  iStudies.  Series  XVII,  No.  6—12;  Serie«  XVIII, 

No.  1'~'4.  1899'" 1900.  8'^ 
Bnlletin  of  the  Johns  Hopkins  Hospital     Xo.  98—108.    1899-1900.  4*. 
The  Johns  Hopkins  Hospital  Report«.   YoL  VU,  No.  5-9;  Vol.  VIII, 

No.  1—2.  1899.  40. 

Naturforschende  GeaelUduift  in  Basel: 
Verhandlungen.    Bd.  XU,  3.   1900.  8^ 

Unirergitnttibtblwihck  in  Basel: 
Schriften  der  üüiversitüt  aus  dem  Jahre  1899/1900  in  4«  u.  8«. 

Bntaviaasch  Ofinmtf^ehap  vnn  Künsten  en  Wetensekappen  in  Bataoia: 

Tijdschrift.    Deel  42,  aÜ.  2-ti.  1900.  8«. 
Notulen.    Deel  37,  afl.  4,  5;  Deel  88,  all.  1.  1900.  8. 
Verhandelingen.    De«  1  51,  tink  2—4.  1900.  4*. 
Taalkaart  van  de  Minahasa. 

Kgl.  natuurkundige  Vereemging  in  Nederiand$<A  IndU  8U  Bataoia: 
Natnurkundig  TüdschrifL   Deel  59.  1900.  ^, 

Historischer  Verein  in  Bayreuth: 
Arobir  lUr  Qetchichte.   Bd  XXI.  1.  1899. 

K.  Serbische  Akademie  in  Belgrad: 

Essai  de  biblio^raphie  francaise  sur  les  Serbe«  et  lei  Croatei  1544—1900 

par  Nie.  S.  Pftrovitdi.    IVIOO.  8''. 

OUservatoirc  tistronoinique  et  ineleorologiq^ue  de  Belgrade :\ 
'Bulletin.   Janvier -Juillet,  No.  1—7.  40. 

Museum  tn  Bergen  ( Nortoegenj: 

An  Account  of  the  Crudtacea  of  Norway  by  G.  0.  Sar«,  Vol.  3,  part  5-  10. 

1900.  4*. 
Aarbog  filr  1900.  1800.  4<». 

K.  pretteeisdte  Akademie  der  Witeemduiften  t»  Berlin: 
SHiongsberichte.  1900,  No.  28—88.  gr.  8^. 

K,  geetog,  LanäeeanettUi  und  Bergakademie  in  Berlin: 
Abhandlungen.  Nene  Folge.  Heft  10,  82,  88.  1900.  4^. 
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Oenirta-BiirM»  der  ütitmaihnalen  Erdme8$ung  in  Berlin: 

Ableitung  der  Deolinationen  und  Eigenbewegaof^n  dor  Steroa,  von  Frito 
Cohn.  1900.  4^, 

Deuttehe  ekemiMhe  Qudiatkaf^  in  Berlin: 
Bevichle.  88.  Jahrg.,  No.  12—19  and  Sonderheft  1900^1901.  8*. 

AUgemeine  ElehirieitätsgeseUschaft  in  Berlin: 
Elektrischer  Binzelantrieb  und  seine  WirUchaftliehkeit  1900.  4^ 

Deutsche  geologische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Zettechiifl.  Bd.  62,  Heft  1--3.  1900. 

Deutsche  physikalische  (resfllschaft  in  BerHn: 

Verbandlungen.    Jahrj?.  2,  No.  12,  12a,  13-17.    Leipzig  1900.  8^. 

Phi/sinlofiische  Gesellschaft  in  Berlin: 

Centralblatt  für  Physiologie.   ÜJ.  13,  Inhalt8?erzeichni8,  Bd.  U,  No.  7 — 20. 
j  gOQ  190] ,  30, 

VerhandJungen.   1899-1900,  No.  11—15;  1901,  No.  1,  2.  8<^. 

KaiHitlith  deuts^es  arthäotogitehes  InatUvi  in  BerUn: 

Jahresbericht  über  (las  Jahr  1899.   1900.  gr.  8^. 
Jahrbach.   üd.  XV,  Uea  i,  3.  1900.  4P. 

K,  preuss.  geodätisches  Institut  in  Bmün: 
Veröffentlichang.  Nene  Folge,  No.  4.   Potsdam  1900.  8^. 

K.  preuis,  meteordl<^fisiAe8  InttUid  in  Berlin: 

Regenkarte  der  Provinaen  Westpreassen  and  Poaen,      0.  Hellmann. 

1900  8». 

Deriebt  über  das  Jahr  1891).    1900.  8». 

Ergebnisse  der  'meteorol.  Beobachtongen  in  Potsdam  im  Jahre  1898. 

1 9U0.  4*. 

Verötfiantiichungen.  1899,  Heft  2.  1900.  4«. 

Jahrbttd^  iAer  die  ForUchrUte  der  Mathemaiik  in  Berlin: 
Jahrbacb.   Bd.  29,  Hefb  1-B.  1900.  60. 

K,  UnivertUät  in  BerUn: 
Schriften  aas  den  Jahren  1899/1900  in  4^  n.  8^ 

Verein  eur  Beförderung  dee  Oartenbauee  m  den  preuse,  Staaten 

in  Berlin: 

Oartenaora     Jahrg.  49,  1900,  No.  14>'24;  Jahrg.  60,  1901,  No.  1. 

1900-1901.    gr.  80. 

Verein  für  Qeedtiehte  der  Mark  Brandenburg  in  Berlin : 

Forschungen  r.ur  Branienbargischen  ond  Preassiscben  Geschichte.  Bd.  XIU, 

2.  Leipzig  1900.  8^. 

Naturwissenschaftliche  Woche nschrtft  in  Berlin: 
Wochenschrift   Bd.  XV,  7-12.  1900.  fol. 

Zeite^riß  für  Instrumentenkunde  in  Berlin: 
Zeitschrift,  20.  Jahrg.,  1900,  Heft  7—12.  1900.  4» 

8* 
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Aflffemeine  geathidUsforschende  Oeaellschaft  der  Schweiz  in  Bern: 
Jabrbucti  für  Scbweiseritche  Geachiohto.       Bd.  Zflrich  1900. 

M^emine  Sthweueritf^  Gesellschaft  für  die  gesammten  Naturwiuen- 

schaffen  in  Ifem: 

üieue  Denkschritten.    Bd.  33,  2;  36,  1,  2;  37.   1898-liHX).  4«. 

Historischer  Verein  in  Bern: 
Archiv.    Bd.  16,  Ueft  1.   1900.  8« 

M,  DepuUmon«  di  storia  patria  por  le  Froüüusie  (U  Bom<^na 

in  Boloijna: 

Atti  e  Memoiie.    Serie  III.   Vol.  18,  fivsc.  1—3.   1900.  8«. 

Niedeirheinischt  Gestllschaft  für  Natur-  und  Heilkunde  in  Bonn: 
SiUungäberichte  1900,  1.  Hälfte.  9^. 

Unirrrsitnf  in  Bonn: 
Schriften  aus  dem  Jahr.-  1809/11)00  in  4«  n  6^. 

Verein  con  Alii-rtlimn'^fri  uii'h  n  im  BheilUande  m  Bonn: 
Bonner  Jahrbücher.    H^ft  lo'),   1900.  4<^. 

Naturhistorischer  Vcrrin  der  preussiffchen  Rheinlande  in  Bonn: 
Verhandlungen.   67.  Jahrg.,  1.  llaifte.  1900.  8*^. 

Socicte  Linnienne  in  Bordeaux: 
Aoies.  Vol.  54.  1899.  S«. 

Societe  de  geographie  commer&fiU  in  Bordeaux: 
Balletin.   1900.  Mo.  13—24.  8^. 

American  Academy  of  Arts  and  Sciences  in  Boston: 
ProMdings.  Vol.  35.  No.  10-27;  Vol.  36,  No.  1— 8.  1899—1900.  8<>. 

American  JNtiltiogical  Association  in  Batton: 
TraaMctioBS  and  ProceedingB.  Vol.  80.  1899.  B9. 

Archih  der  Stadt  Braunschweig: 
Drkandenbuob  der  Stadt  Braunvcbweig.  Bd.  II,  Abtb.  8.  4900.  4^. 

OrtBeerein  fSw  Geschichte  und  Altert amfikunde  zu  Brauntdmeig  und 

Wolfenhütlel  in  Braunschweig: 

Braontchwetortocheä  Magazin.    Bd.  5,  Jahrg.  1899.  fol. 

Verein  für  Naturuissenachaft  in  Brattnschureig: 
8.  Jahresbericht  für  die  Jahre  1891/92  u.  99/93.  1900.  8^ 

Meteorotogiache  Station  in  Bremen: 
£rgebiUMe  der  meteorologischen  Beobachtangen  a.  J.  1899.  1900.  4^ 

Naturwiesensäkafäieher  Verein  in  Bremen: 
Abba&dloiigeii.  Bd.  XVI,  8.  1900.  8^. 

SMetiithe  OesMeehaft  für  vaterländit(ke  Cultur  in  Bredau: 
77.  Jabreabericht  1899  ond  EfgAnKungabeft.  1900.  O*^. 
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Deutscher  Verein  für  die  Geschichte  Mährens  und  SMesiens  in  Brünn: 
Zeitachrift.   4.  Jabrg.,  Heft  3,  4.  1900.  gr.  8<>. 

Acadeniie  Boynle  de  midecine  in  Brüssel: 

Mf^moires  couronno^'.    Tom.  XV,  fasc.  6.  6.   IHOO.  8». 
Bulletin.    IV.  St^rie.    Tom.  14,  No.  6-10,   19ü0.  8^. 

Acadänie  Roi/aJe  da?  sciences  in  Brii'^^'rl : 

Bulletin,   a)  Classe  des  lettres  1900,  No.  5-11.  lUüü.  8^. 

b)  Cluse  des  sciences  1900,  No.  5-  11.  1900.  8*. 

Societc  des  Bolliindistf.^  in  Brüssel: 
Analecta  BoUandiana.    Tom.  19.  Fanr.  3,  1.  lOüO.  8°. 

Sociiti  beige  de  (/colofiic  in  Brüsaei: 
Bulletin.    Tome  14,  Fasc.  2— t.  190ü.  8°. 

K.  ungariftche  Akademie  der  Wissenechaften  in  Budapest: 
Almanach.  1900.  8'' 

Nyelvtudomanyi  Kö;lenienvek.    (SprachwissenFichaftliehe  Mitteilnaffen.) 

Bd  XXTX.  3,  1;  XXX,"  1.  2.   1800-1900  9^ 
Tört<^nettud.  Ertekezesek.  (Uistorische  Abhandlungen.;  Bd.  XVIII,  7— 10. 
189»— 1900.  8^. 

Archaeologiai  ErieRit^J.  (Arcbftolog.  AiiMiffer.)  Bd.  XIZ,  8— ß;  XX,  1,  2. 

1809-1900.  40. 

T;ir.-adalmi  l^irtekezd^ek.    (Staatswiaaeuscb.  Abbandlungen.)    Bd.  XII,  4, 
1899.  8®. 

NjeWtudoDiän.  ^rt«^:  ?  '  e>k.  (Spraehwtisenach.  Abhandlangen.}  Bd.  XVII. 

3—5.  1899—1900.  8". 
Hargalits  Ede,  Horv4t  tSrt^elmi  Repertorium.   Bd.  I.  1900.  8^. 
R^thi  L.,  Corpas  nummonim  Hanganae.  Bd.  1,  Heft  1.  1899.  4^. 
Mt^hrlv  L,  MoDOgraphia  ehiropterorum  Hun^rariao.   1900.  gr.  8^. 
Mathematikai  Ertesitö.    (Matbemat.  Anzeiger.)    Bd.  XVII,  3-5;  XVIII, 

1,  2.  1899—1900.  8». 
MathemiifikaiKözlemeii.\>'k.  fMathem.  Mit  feilungen.)  Bd.  XX  VII, 4. 1899.  8«. 
Mathematische  und  naturwicfsenschafil.  Berichte  aiu  Ungarn.  16.  Band, 

1898.  1899.  8°. 
Rapport.  1899. 

B81cfle8Mttodoin4Q7i  Jiirtekezäsek.   Bd.  III,  4.  1900.  8**. 

it.  unffomiAe  geologiidte  ÄnsUdt  in  Budapeet: 

A  Magyar  kir  föMfani  int.^z-t  .'vkönwp.    Hd.  XIII,  4.  1900.  4«. 
Mitteilungen.    Bd.  Xii.  1,  2;  XIII.  3.   1900.  4'*. 
Földtani  Közlöny.    Ud.  30,  1—7.  1900.  8». 

Generalregiater  zu  Jahrg.  1682—1891  des  Jahresbericbte.s.  1899.  40. 
Job.  Böckle  ^^.  'VhomM  v.  Szontagb,  Die  kgl.  ungarische  geologitche 

Laudesanstalt.   1900.  4». 
Die  Tertiftrbildongen  des  Beckens  der  Siebenbttrgischen  Landesteüe  I^ 

Ton  Ant  Koch.  1900.  gr.  B^. 

Mweo  naeumei  in  Buenos  Aires: 
Gomanieadones.  Tom.  I,  No.  6,  7.  1900.  8^. 

Ofjßeina  metenr<tlogka  Argentina  in  Buenos  Aires: 
Anales.  Tomo  XIH.  1900.  4<*. 
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Botanischer  Garten  in  Buitcnzorg  (Javat: 

M.  Hflcihorski,  Paraniiieche  Algen  und  Pihe  .Tava*8.  Tbeil  Iii.  1900.  4^. 
Mededeelingen.    No.  29.  33,  38—41,  43.  .1900.  4^ 
Ver>lag  over  het  jaar  1899.   1900.  4*. 
Balleiin.  No.4  -  6.  1900.  i». 

Ruinn'riinches  mctmroJfujischcs  Institut  in  Bukarest: 

Analele.    Ser.  II.  Tom.  XXI.  1898    ^)9.  Memoriile  «rct.  istorice. 
ßaletinul.   Ser.  II.  Tom.  XXLI,  1899—1900.  Partea  administrativa  Baca- 

reaei.  1900.  4«. 
Diicunari  de  recep^iune.    XXI.  XXII.   1900.  4» 
Indice  alfal  ctic  tu  Vol  XI -XX  der  11.  Serie.  l'.KK).  4^. 
Studiü  aauprii  Pelagrei  de  Joan  Neaf^oe.  1900.  4®. 
StadiY  ifltonce  anupra  ChilieY  §i  CetäliY-AIbe.  de  Nie.  Jorga.  1900.  8*. 
Fragmente  din  I^^tuna  RomSoilor  de  Eudoxin  Baron  de  Honnosaki. 

Tom  III.   1900.  8°. 

Metpnrnlor/icnl  Department  of  fhe  Government  of  Tridia  in  CaJcuffa- 

Montl^ly  Weatber  Review  1899.  Janaarjr— Jalj  1900,  and  Anaual  Sumniar>' 
löül).  1900.  fol. 

Indian  Meteorological  Memoirs.  Vol.  €,  part  6,  7;  Vol.  II,  pari  2;  Vol.  12, 

part  1.   1900.  fol. 
Report  on  the  Adniinisti ation  in  1B99— 1900.   1900.  fol 

Departement  of  Revenue  and  ÄqricuHure  of  ihe  Government  of  India 

in  Calcutta: 

Memorandoin  on  ibe  anowfall  of  1900.  1900.  fol. 

Oec^ogietä  Survey  of  Inäia  in  CatetUta: 

General  Report  1899—1900.  190O.  4*. 

Memoire.    Vol.  29.  30,  part  1.  1899-1900.  f^r.S^. 
PalÄontologia  Indien    S  r.  XV,  Vol.  3,  part  1.  1899  fol, 

Asiat ic  Society  of  Bengal  in  Calcutta: 
BibHotheca  Indica.    New  Ser.    No.  964— 970.  1900.  8«. 
Journal.   No.  884— 386.  1900. 
Proceedinga.   1900.  No.2— 8.  1900.  8^. 

Museum  ofcomparatioe  Zoctogy  at  Harmurd  Cn^egein  CanMdge^  Ma».: 
Bnlletan.  Vol.  86,  No.  1^;  Vol  87,  No.  1,  2.  1900.  tfi. 

Ägtronomieai  Observaiory  of  Heartard  OoRege  in  Canätriige,  Man,: 
Cvcnlara  Ito  60.  1900.  4^. 

The  Adams  Memorial  Committee  in  Cambridge: 
The  ecienti6c  Paper»  of  Jobn  Conch  Adame.  Vol.  n.  1900.  4*>. 

Philosophical  Society  in  CanAridge: 
Proceeding«.   Vol.  X.  part  6.  1900.  Bf>, 

Accrtdewia  Gioeuia  di  adennt  naiurali  in  CtUania: 
Bollettino.    Fa.«»c.  63.  1900.  8». 

Phy.Hknlisch-techniffche  Reichsan!<talt  in  Charlottenburg: 

Wissenschaftliche  A^b  n  iluntr^n.    Bd.  III.    Berlin  1900.  4". 
Die  TbätiKkeit  der  pii^äikaiiscb- technischen  Reichsanatalt  1897/1900. 
Berlin  1900.  4<». 
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K.  sächsisches  meteorologisches  Institut  in  ÜhemwUe: 

Decaden.    Monatabericbfo  Jahr^r  H.  1900.  4^. 

Abbandlangen.   Heft  4.    Leip/ig  1899.  i^. 

Aciuhinu  nf  aetences  in  Chicago: 
Bulletin.    No.  IH,  part  1.  1898.  &\ 

John  Crertir  Library  in  Chicago: 
5th  annoal  Report  for  the  year  1899.  1900.  8«. 

Field  Columbian  Museum  in  Chicago: 
Pablkatdon«.  No.  42—44«  46—49.  1899-1900.  8^. 

Terke»  Obtervatory  of  the  Vmvereüy  in  Chicago: 
Balletin.  No.  1$- 15.  1900.  ^. 

Bedaethn  of  ihe  attrophy^ical  JoumeA  m  Chiea^: 
The  Asirophjsical  Joarnal.  Vol.  XI,  No.  6;  Vol.  XII,  No.  1—4.  1900.  gr.  4^ 

OeeeUsdMft  der  Wiseenschaften  m  ChfisHumias 
Skrifter.  I.  Ifathem-natarwiM.  Klane  1900,  No.  1—4.  IL  Hittor.>filoe. 
KlaiM  1900,  No.  1—6.  4<>. 

Meteoni<^(he8  Institut  in  Christiania: 
Wolkenbeobacbtungen  in  Norwegen  1896— 97  foo  N.  J.  FOjn.  1900.  foL 
Jahrbuch  für  1899.  1900.  fol. 

Kgl.  Nanrerjische  ihnrcr.>ifät  in  Christiania: 
Norway.    Official  Publication  for  the  Pariö  Kxhibition  1900.  1900.  8®. 

Xutnrforsdifnfh  Gesellschaft  Graubündene  in  Chur: 
Jahreabericht.    Neue  Folge.    Bd.  43.   1900.  8». 

Lloyd  Museum  and  Library  in  Cinannati: 
Bulletin.    No.  1.  1900.  8®. 

Stadtarchiv  in  Danzig: 
Des  Sjndicus  der  Stadt  Danzig  Gottfried  Lengnich  Ju^i  „publiewD  eiTiUtii 
GectaoeMis.  1900.  8^. 

We^preiustisdher  GetdnefUeverein  in  Dantig: 

Zeitschrift.    Heft  42.  1900 

Oeflcbichte  der  ländlichen  Ortschafben  des  Kreiies  Thom  >on  Hans 

Maercker.    Lief.  III.    1900.  8» 

Historischer  Verein  für  das  Grossherzogthum  Hessen  in  Darmstadt: 
Quartalblätter.    Jahr^j.  1899.  S®. 

Verein  für  Anhaltische  Geschichte  in  Dessau: 
Mittlieilungtn.    Bd  8,  Theil  6.   1900.  8° 

Verein  für  Geschichte  und  Naturgeschichte  in  Donaueschingen: 
Schriften.   Heft  10.  1900.  TObingen.  8*^. 

K.  sächsischer  Alterthumeverein  in  Dresden: 
Feiischrift  snm  TSjftbrigen  Jvbilftam.  1900.  8^. 

Die  Sammlung  des  k.  sücha.  AltertnmsTerenM,  Schlan  (Tafel  61—100) 

von  0.  Wanckel.  1900. 
Neaea  Archiv  für  sächsische  Geschiebte.    6d.  21.  1900.  8^. 
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Bnynl  Irish  Acadcnitf  in  JJuhltn: 
Fioceedings.    III^».  Series.    Vol.  5,  No.  5;  Vol.  6,  No.  1.  1900.  Sfi. 

Ohsen-afory  of  Trinütj  College  in  Dublin: 
Aitronomical  Observation^  Part  fX.  1900.  4". 

Jffujal  Snricti/  ht  Duhlin  : 

Economic  Proceedintfs.    Vol.  I,  part  1.  1899.  8^. 

Proceedinga.    Vol.  IX,  part  1.  1899.  ^. 

Trtiiaactions    Vol.  VII,  part  2-7.  1899—1900.  4«. 

Index  of  tbe  FroceedioRs  and  Transactions  1877—98.  1899.  6*^. 

PoUichia  in  Dürkheim: 
Festschrift  sar.  60 jfthngen  Stiftungsfeier.  1900.  8®. 

American  Chendecd  Society  in  Boston,  Po,: 
Tbe  Joamal.  Vol.  22,  No.  6-12.  1900.  ^, 

Jtoyai  Society  in  JEd»»Aurs^: 

ProceedintTfl.    Vol.  23,  No.  2.  1900.  8«. 
Tranaactiona.    Vol.  39,  part  2—4.  1899—1900.  4». 

Scott ish  Mirrnsropical  Society  in  Edinburgh: 
ProceedingD.    Vol.  3.  No.  1.   VM)0.  B^. 

Verein  für  Geschichte  der  Graßchnft  Man^eld  in  £Meben: 

Man.'jfeldpr  Blätter.    14.  Jahr??.   19<)ü.  8«. 

Die  geschichtliche  Entwickiuu^  des  Mansfelder  Kupferochieferbergbauee 
yon  Herrn.  OrOssler.  1900.  8**. 

Akademie  gemeinnüUiger  WinetudMften  in  Sr/nrt: 
JahrbQdier.  N.  F.  Heft  26.  1900.  8^. 

K.  Univerdtättbit^iothelt  in  Erlangen: 
Sebriften  m  dem  Jahre  1899/1900  in  4P  u. 

Beate  Äeeadenda  dd  Qeorffoßi  tn  Horena: 
Atti.  IV.  8er.  Vol.  28,  disp.  1,  2.  1900.  8". 

Soeietä  AsitUica  It€diana  in  Ffweng: 
Giomale.  Vol.  18.  1900.  8^. 

PhffeikaHeeher  Verein  in  Frankfurt  afM,: 
Jabreaberichi  fQr  1898/99.  1900.  BP. 

KaturwieaenteJtafUidter  Verein  in  FVan^nrt  o/O.: 
Helios.  Bd.  XVII.  Berlin  1900. 

Societatnm  Liiterae.  Jabig.  XIII.  1899.  No.  1—12.  8>. 

Natur faredhende  QesdUthaß  in  Freibwrg  i.Br.: 
Berichte.   Bd.  XI,  2.  1900.  BP. 

Breitgau-Verein  SdMU'ins'Land  in  Freiburg  i,  Br.: 
«Schan-ins-Laiid.*   27.  Jahrlaaf.  1900.  fol. 

üniversUäitsbiltiiio^k  tn  Firetbwrg  i.  Br,: 
Schriften  ans  dem  Jahre  1899/1900  in     n.  8^. 
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Institut  national  in  Genf: 
BnlletiB.  Tom.  86.  1900.  ef^. 

Olmervaioire  in  Genf: 
L'Eclipse  totale  de  eoleil  du  28.  Mai  1900.  S». 
Obaervations  in^teorologiques,  annde  1898.  1900.  8*^. 

Universität  iti  Genf: 
Scbriften  ans  dem  Jabre  1899—1900  in  4P  n.  8^. 

Societe  de  physi^ue  et  d'histoire  naturelle  in  Genf: 
U^moirea.  Tom.  88,  No.  8.  1900.  4P, 

CTfijMntfdtt  Ml  Giemm 
Schriften  ans  dem  Jahre  1899/1900  in  4P  n.  8^. 

Oberheeaief^  CfoteAtefttsverein  in  Qiessen: 
HittheilnBgen.  N  F.  Bd.  9.  1900.  8^. 

Chtettediaft  der  WissemdMften  in  CfätUngen: 

Göttingieche  gelehrte  Anzeigen.  1900.  No.  5— 11.    Berlin.  4" 
Nachrichten,  a)  Philol.  hist.  Uaaae.  1900.  Heft  1  mit  Beiheft,  üeft  2. 

Berlin.  4". 

b)  Matbem.'phys.  Glasse.  1900   Heft  1,  2.   Berlin.  4^ 

Cp^xhaftliche  MittlieilanK-en.  1900.  H.'ft  1.    Berlin.  4«. 

Abhandlungen  der  philosophisch- bisborisichen  Classe.  N.  F.  Bd.  III,  No.  8; 

Bd.  IV,  No.  1-3.    Berlin  1900.  40. 
Abliandlungen  der  mathemat.-phjs.  Classe.    N.  F.    Bd.  1,  No.  4. 
Carl  Friedr.  Qauss*  Werke.   Bd.  Vlli.   Leipzig  1900.  40. 

The  Journal  nf  Comparntive  Neurohgy  in  QranvUle  fU,  St  AJ: 
The  Journal.   Vol.  10,  No.  3.  1900.  8«. 

Universität  in  Graz: 
Ver«eichni8  der  akademischen  Behörden  1900/01.  1900.  4» 

Na(uniissensdi<if(li<her  Verrin  fih  Sfrirrmark  in  Grat: 
Mittbeilungen.   Jahrg.  1899.    Heft  36.  1900.  8*^. 

migisch-P^nnmerscher  Geschichtsverein  in  Greifswald: 
Pommersche  Jahrbüclit  r.    Hd.  1.  1900.  BP. 

K.  mchft.  Fiir.^ten-  nttrl  Landesschule  in  Grimma: 
Von  dem  850jährigen  Jubelfeste  der  k.  s&cbs.  Fttraten-  ond  Landesschule 

sn  Grimma.  1900.  gr.  8*^. 
Dm  Kollegium  der  Farsten*  nnd  Landesscbole  Grimma  Yon  1849^1900. 

1900.  gr.  8^. 

Jt.  ItMittwitt  «oor  de  Tofü-,  Land-  en  Volkenkunde  tan  Nederlandeeh  Indii 

im  Hann: 

Bijdragen.   VI.  Heeks.    Deel  VII.  atlcv.  3  u.  4;  Deel  VIII,  aflev.  1  u.  2. 
1900.  8^. 

K,  Niederländische  Begierung  im  Haag: 
Die  Triangulation  von  Java     J.  A.  C.  Oudemans.    Lief.  6.  1900.  4^. 

Ministerie  van  Binnenlande  Zähen  im  Haag: 
Nederlandsch  kraidknndig  Arcbief.  III.  Ser.  Deel  2,  sink  1.  Ngmwegen 
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Teyler\s  Genootschap  in  Haarleni  : 
Archivea  du  Mus^e  Tpyl<>r.    Ser.  II  tom.  Vit,  part  l  n.  2.   1900.  4<'. 

Socit'te  HoUandaise  des  Scienees  in  Haarlem: 
Archivea  N^rlandaises.   S6r.  II,  tom.  4,  livr.  1.  1900.  8*. 

Nova  Scotian  Imlitute  of  Science  in  Halifax: 
The  Proceedings  and  TraMactiooa.  Vol.  X,  1.  1899.  8^. 

KttUerl,  jMpcidimeck'Caroiinifche  Deutsche  Akademie  der  Naturforether 

in  Halle: 

Leopoldina.   Hett  36,  No.  6-11.  1900.  A^. 

Deutsche  morgenländische  GeseUi^chaß  in  Halle: 
Zeitschrift.   Bd.  46,  Heft  2  u.  8.   hei\nig.  8«. 

TTv  iversität  Ha  U  e : 
Schriften  aus  dem  Jahre  1899-1900  in  49  o.  8°. 
Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Sachsen  und  Thüringen  in  Hallt: 

Zeitschrift  für  Naturwissenschaften.   Bd.  72,  Heft  6;  fid.  78,  Heft  1—4. 

Stuttgart  1900.  80. 

Thür  in  (f. -Sä  chs.  Gcschichts-  und  Alterthums -Verein  in  Halle: 

Neue  Mittheilungen.    Bd.  XX,  Hett  5,  4.  1900.  8«. 

Deutsche  Seeirarfe  im  Hamburg: 

22.  Jahresbericht  für  das  Jahr  1899.  1900.  80. 

Stadtbibliothek  in  Hamburg: 

Schriften  der  Hambarger  wissenscbaftl.  Anstalten  a.  d.  J.  1899 — 1900  ia 
4°  u.  80. 

Stemwarte  in  Hamburg: 
Mttteilangen.   No.  6.  1900.  8^. 

HieUmedter  Verein  für  Niedersachsen  in  Hanmeer: 
Zeitsehrift.  Jahrg.  1900.  8». 

Universität  Heidelberg: 

Harry  Rosenbusch,  Aus  der  Geologie  von  Heidelberg.  Akademische  Rede. 

1900.  40 

Schriften  der  Univernitftt  ans  dem  Jahre  1899—1900  in  40  n.  Qf». 

HiHorisch'phiheophischer  Verein  in  Heidelberg : 
Nene  Heidelberger  Jahrbfleher.  Jahrg.  X,  Heft  1.  1900.  80. 

Oesehäftsführender  Ausschusfi  df^r  SeiMimeakmnmisaion 

in  Heidelberg: 

Der  Obergermfinisoh  Raetisrhf  Limes.    Lief.  11.  1900.  40. 

Finländische  GesfUsrhuft  der  Wissenschaften  in  II»  hiugfins: 

Bidra?  tül  kännedora  af  Finlands  Natur  och  Folk.  Heft  69,  60.  1900.  8», 
Of?er*igt  XL-XLIT.  1897-1900    1898-1900.  S*». 

CommisHion  qenlogique  de  Finlande  in  Helsingfors: 
Bulletin.    No.  11.  im.  8". 

Carte  göologique.   Feuille  No.  35  avec  texte  explicatif.  1900.  8°. 
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SociiU  finnfhougrienne  in  Heising fors: 

Axel  0.  He«  kel,  Ethnoj^raphiieho  Forschnngeii  II»  Trachten  and  Matter 
der  ^ordvioon.  1899.  4<^. 

Utnrersität  Hehingfora : 
Schriften  aus  dem  Jahre  1B99/1900  in  4»  u.  6^. 

Vereiti  für  sithenhürgisehe  Landesl'uiuJc  in  Hermannstadi: 
Die  Repser  Burg.    Von  Heinr.  Müller.  1900.  4« 

Sifhenbürgiacher  Verein  für  Natuncisgeiischaften  in  Hermannttttdt: 
Verhandlnnfiren  und  MitteiloBgen.   BU.  49.  1900.  eP. 

Verein  für  Meinintßsche  Geschichte  und  LandeiJmnde 

in  Hihltiurghausen: 

Schriften.   35.  u.  3ö.  Heft.   190Ü.  8°. 

Itnyal  Socicfti  of  Taf^moffin  in  Hobart  town: 
Paper«  and  Froceedings  1898—99.   VM  O.  8«. 

XJnrjarischer  Karpaihen'  Verein  in  I^: 
Jahrbuch.   27.  Jahrg.  1900.  8<^. 

Historischer  Verein  ih  It^f^adt: 
Sammelblatt.   Heft  24.  1899.  S^. 

Feräinandrum  in  InH^UCk: 
Zeitschrift.    8.  Folge.    Heft  44.  19oo.  8^ 

Naturtcis8efisc?iaftlich-)ii('(Jiei>iisehe)-  Verein  in  Innsbruck: 
Berichte.  Jahrg.  23  u  26.  1898—1900.  8". 

Journal  of  Physical  Chtmisfr;/  tn  Ithacei,  N,Y,: 
The  Journal.    Vol.  IV,  No,  6-9.  1900.  8^. 

I'nivrrsitr  de  Ja^Sif: 

Annales  scientißques.   Tom.  1,  fasc.  1—2.  i900.  8^. 

Mediciniaeh'naturwiesemchaftliche  Öeg^^Aaß  in  Jena: 

Zoologi^ichp  Forschungen  in  Australien.  Lieierong  18  (Teit  und  Atlas). 

1901.  fol. 

Jenaische  Zeitschrift  für  Naturwissenschaft.    Hd.  33,  34.  1900.  8*. 

O'hhrte  Kxtnische  GeselUchaß  in  Jurjew  (Dor^atJ: 

Sitzungsberichte  1899.  1900.  8« 
Verhandlungen.  Bd.  XX,  2.  1900. 

Nttturfbrediende  GeeefUehaft  bei  der  UniitereHiU  Jutjew  (Dorpat): 
Sitsongaberiohte.   Bd.  XII.  3.  1900.  Bfi. 

Redaktion  des  Pfälzischen  Museums  in  KaiserslaiUern : 
PfftUilcbes  Mttteoin.    17.  Jahrg..  No.  4.  1900.  8*. 

CentraWureau  für  Mctiumlofjie  etc.  ni  h'arhruhe: 
Jahresbericht  des  Centraibureaus  für  das  .lahr  1899.   1900.  4', 

Gronnherzoglich  technische  Hochschule  in  KarisrtJiei 
iSchriften  aus  Uem  Jahre  1899/1900  in  4^  u.  8^. 
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NiUMrwissenschaftlieher  Verein  hi  Karlsruhe : 
VerhudlangeB.   Bd.  XII  und  XIII.  1895->1900.  1900.  8<». 

Socicte  physico-mathematique  in  Kasan: 
Bulletin.  Ii«  SöHe.  Vol.  9,  No.  8,  4;  Vol.  10.  No.  1.  1899—1900.  9*. 

UnivertUät  Kiuan: 

S(  hriften  aus  «lern  .Tahre  1899^1900.  - 
Uodiscbny.   Akt  1900.  BP. 

Verein  für  Naturkunde  in  Kassel: 

Abhandlungen  und  Bericht  XLV.  1900.  8« 

SoeiiU  des  science?}  physico-chimique  n  VUnioerM  de  Kharkaie: 

Travamx.  Tom.  24— 27.  1898—1900.  8«. 

Universiti  Jmpiriale  in  Kharkowz 

Sapiaki  1900.   No.  8,  4.  8». 

Gesellschaft  für  ScMeswig-Hcistein'Lauenhurgiedie  GeatAidUe  in  Kid: 

Zeitwhrift  £d.  80.  1900.  8^. 

KommiMion  tur  wisBensduaftl.  Untersuchung  der  devtsehen  Meere  in  Kiel: 

WiA;;enscb:iftlirIii>  Meere9Qiiter»achuDgen.  N.  F.  Bd.  III,  Heft  2;  Bd.IV. 
Heft  1.  1900.  40. 

K.  Universität  in  Kiel: 
Schriften  ans  dem  Jahre  1899/1900  in  4^  n.  8*. 

Universität  in  Kiew: 
I«weatija.   Bd.  40,  No.  6—9.  1900.  8». 

Geschichtsverein  für  Kärnten  in  K lagen furt: 

.Jahresbericht  über  1899.   1900.  8^ 

Carinthia  I.    90.  Jahrg.,  No.  1—6.   1900.  8°. 

Archiv  fflr  Taterländische  Oeschichte.   19.  Jahrg.  1900.  8^. 

Si^enhürgit^fr  Museumaverein  in  Klaueenlnirg: 

Sttsongsberichte  der  roed»in.-natQrw«  Sektion.  Bd.  XXI,  I.  AbtNlnag» 
8  Hefte.  1899.  8». 

Stadtarchiv  in  Kidn: 
Uittbeilungen.  Heft  80.  1900.  8*. 

Universität  in  Königsberg: 
Sebriften  aas  dem  Jahre  1899—1900  in  4?  u.  8°. 

A'.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Kopenhagen: 
0 versigt.  1900.  No.  4.  5.  80. 

Skrifter.  6.  Serie.  Htfttoriik  afd.  Tom.  6,  No.  1.  1900.  4» 

JT.  2)änisdtes  Kidtusmini^erium  in  Kopenhagen: 
Le  Danemark.  1900.  8^. 

Oeselisehaß  fikr  nordische  AUertliumskunde  in  Kopenhagen: 
AarbOger,  II.  Raekke.   Ifi.  Bd.,  1.  n.  2.  Heft.  1900.  6*. 

Genealogisk  Institut  in  Kopenhagen: 
Studenteme  fra  EjdbenbaTni  Universitet  1860.  1900.  8^. 
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Akademie  der  Wissenschaßm  in  JB^okau: 

Anzeiger  1900.    April  — Juli— October  f^^^. 
Hozpruwy.    1.  iilolog.  Serja  II,  Tom.  13. 

2.  mathemat.  Serya  II,  Tom.  15,  17.  1899-1900.  SP. 
Materyalj  antropologiczne.    Tom.  4.  1900.  6^. 
Sprawozdanie  komisyi  fizvc:Tratir7.rflij.    Bd.  34.   1899.  8^. 
J.  BoBtatmski,  Slowuik.  lüuü.  S^. 

American  Mathematical  Society  in  Laneaater: 
Tranuactiona.    Vol.  I,  No  2.  1900.  4©. 

Uiüiarüicher  Verein  in  Landshut: 
Verhandlungen.    S6.  Bd.  1900.  S«. 

Snri/-(i  Vaudotsr  des  scicnces  mitureUcs  in  Lausanne: 
Bulletin.   IV.  Serie.    VoL  3ti,  No.  137.  1900.  8^. 

Kansas  University  in  Latcrence,  Katisas: 

The  Kan.sius  Univer^itv  Quarterly.   Vol.  VIII,  No.  1,  4.  1699. 
Bulletin.   Vol.  I,  Iso.  2,  3.  1900. 

Maatschiippij  can  Xedcdandsche  Lettei künde  in  Leiden: 

Tijdwhrift.    N.  Serie,  Deel  XIX,  1,  2.   1900.  S^. 
Hiuidelingen  en  Mededeelingen,  jaar  1899—1900.  8^. 
LeTensberichten  1899—1900.  9*. 

K.  Gu^ndiaft  der  WimenM^wflen  in  Leipzig: 

Abliandlungea  der  pbiloL-bist  Classe.    Bd.  XIX,  1,  2;  XX.  2.  1900.  A^. 
Abhiindlunfren  der  mathem.-pbysikalischen  Claase.  Bd-  XX Vi,  3,  4.  1900.  4*^. 
berichte  der  philol.-hiBtor.  Clawe.    Bd.  52,  IV- VIII.  1900.  8^, 
Berichte  der  mathem.  phystk.  Classe.   Bd.  52,  111—71.  1900.  Bf^, 

Fürstlich  Jablonoicski'sche  Gesellschaft  in  Leipzig: 

Preieacbriften.   No.  XXXVI.  1900.  4«. 

JouDinl  für  praktische  Chemie  in  Leipzig: 

Journal.    N.  F.    Bd.  61.  Ueft  10-12;  Bd.  62.  Heft  l~ll.  1900.  S«. 

Museum  Francisco-Carolinum  in  Linz: 

58.  Jahregbericht.  1900.  S^. 

Bibliothekfl^Katalog.  IL  Nachtrag,  1886—1900,  16.  April  1900.  8<>. 

Zeitschrift  „La  Cdlule"  in  Lmwch: 
U  Cellule.  Tome  XVII,  2.  1900.  4<». 

The  English  Histotieal  Review  in  London: 
Hietorical  Review.   Vol.  XV,  No.  58  u.  59;  Vol.  XVI,  No.  61.  1900.  8*. 

Htnjal  Society  in  Ijondon: 
Liat  of  the  Fellows.    80.  Nov.  1900.  4» 

Proceedingg.  Vol.  66,  No.  481— 434  ;  Vol.  67,  No.  435— 439.  1900/01.80. 
PfaiIoso))hical  Tranaactioiu.   8er.  A,  Vol.  192-194^  Ser.  B,  Vol.  191,  192. 

1899/19iK>.  4°. 

Reporte  to  the  Malaria  Committee,  I.— III,  Seriea  1899-1900.  1900.  8®. 

i?.  AstronomiCiü  Society  in  London: 
Moutuly  Noiiced.    Vol.  ö(>,  No.  8—10;  Vol.  Ol,  No.  1.  1900.  8. 
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Chemical  Society  in  London: 

Journal.    No.  453  (Au>{.),  No.  454  (Srpt.)  and  Supplementarv  -  Nuinher, 
No.  400—457  (Oct.-Uec.  1900),  No.  VoS  (Jan.  19i>lj.  IbBi)— liKK).  6^. 
Pfoceedings.  Yol.  16,  No.  227-229.  1900.  8^ 

lAnnean  Society  in  London: 

Proceedings.    112"»  Session  from  Nov.  1809  to  June  1900.  1900.  S^. 
Tbe  Journal.   UotaDj.  Vol.  34,  No.  240,  ;^41i  Zooloffj,  Vol.  28,  No.  179. 
180.  80. 

The  Tnuisactioii«.   Botany.  Vol.  V,  11,  12;  Zoologj,  Vol.  VII,  9—11. 
1899.  4«. 

Mcdical  and  chirunjiccd  Society  in  London: 
Hedico-cbirargical  Transactiona.    Vol.  83    1900.  8^. 

7?.  Microncopical  Soeieiy  in  London: 
Journal.    1900.  part  4-6  8°. 

Zooloyictü  Society  in  London: 

Proceedings.    18«.n>.  part  II,  III.  8«. 
Transactiona.    Vol.  XV,  pari  5.   laoO.  4». 
A  Liat  of  the  Fellowa.  1900. 

Zeitwhnß  „Nature*'.in  London: 
Nature.  No.  1601— 1629.  1900.  40. 

Beate  Aeeademia  di  eeienee  in  Lucea: 
Atti.   Tomo  80.  1900.  8^. 

SoeiiU  gio^ogique  de  B^ique  in  LMHeh: 
Annales.  Tome  27,  livr.  8.  1900.  6^. 

Univertität  in  Lund: 
Acta  UniTeraiUtis  Lmulensis.  Tom.  XXXV,  1,  2.  1899.  4^. 

Hiatoriidter  Verein  der  fünf  Orte  in  LuMem: 
Der  QeiehichtolTennd.  Bd.  65.   Staat  1900.  6<^. 

Soeiite  d'agrieutture  eeienee  et  induririe  in  Lyon: 
Annalet.  VlI.  Särie,  tom.  6.  1898.  1899.  49, 

SoeiiU  LintUenne  in  Lyon: 
Annale«.  Tome  46.  1900.  49, 

Unii  €rsite  in  Lyon: 
Anaalet.   Nout.  S^rie:  I.  S(  ion«  s,  f  isc  3. 

II.  Droit,  Lettres,  fasc.  8.    Faris  1900.  8*^. 

Gorernmetd  ]\lu.seum  in  Madraa: 
Bulletin.   Vol.  VI  11,  No.  2.  lOoO.  8». 

Tin:  (iin  t  i  HiHtht  Obsercatory  in  Madras: 
Report  1899— 19UU.  l'JOO.  tbl. 

Ii.  Äcadeitna  de  la  hintona  in  Mcuirvd: 
üoietin.^  Tomo  37.  cnad.  1—6.  1900.  8». 

Naturwissenschaftlicher  Fcrei»  in  Magdeburg: 
JaHreaberieht  nnd  Abhandlungen  1898-1900.  1900. 
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Fondazionc  scientifiea  Cagnola  in  Maüand: 
Atti.  Vol,  XVII.  1900.  80. 

B.  Istituto  Lombardo  di  scienge  itt  Maüand: 
Rendiconti.    Serie  II.  Vol.  32    1  ^^0.  8'\ 
Memorie.   a)  Clasae  di  lettere.    Vol.  21,  fanc.  1,  2. 

b)  Clasae  di  acienw.   Vol.  18,  fasc.  7-10.  1899--1900.  49. 

R.-Ossercatorio  astronomico  di  Brera  in  Mailand: 
OHwrasioni  meteorotogiche  neir  anno  1699.  1900.  4^. 
PabblicABioni.   No.89.  1900.  4«». 

Sodetä  Itaüiana  di  aeienge  naturäU  in  MaÜand: 
Atti.   Vol.  89.  fMC.  8.  1900.  8«. 

Sodetä  SUniat  Lomharda  in  Maüand: 
AicfaiTio  Storico  Lombardo.  Serie  III.  Anno  XXVII,  faac.  26,  27.  1900. 

ComUato  per  le  anoranie  al  Prof,  JLudani  in  Maüand: 

Ricerche  di  finologia  e  leienze  affini  dedicate  al  Prof.  Lnigi  Luciani. 
1900.  40. 

Literary  and  philosojihical  Snciefi/  in  Manchester: 
Memoire  and  Proceedings.  Vol.  44,  part  IV.  V.  1900.  8^. 

üniveraität  in  Marburg: 
Sehriften  aoa  dem  Jahre  1899/1900  in  40  n.  8^. 

FaetUti  des  sciences  in  Marseille: 
Annales.  Tome  X,  Pr^face  et  fascicule  1—6.  1900.  4<>. 

Henneherffischer  alterthumsforschender  Verein  in  Meiningen: 
Nene  Beitrftge  sor  Geschiebte  deatschen  Alterbhums.  Lief.  15.  1900.  8<^. 

Verein  fikr  GesdndUe  der  8ta^  Meissen  in  Meissen: 
Mittheilnngea.  Bd.  5,  Heft  8.  1900.  8«. 

BoyaH  Society  of  Vieioria  m  Mdboume: 
Proceedings.  Vol.  XII  (New  Series),  part  2.  1900.  8^. 

Aeeademia  Peforttona  in  Messina: 
Atti.   Anno  XtV.  1899—1900.  8^. 

ünioertUät  in  Messina: 
CCGL  Anniveisario  della  Universitä  di  Messina.  1900.  4^. 

Rivista  di  Staria  Änliea  in  Messina: 
Blfitta.  N.  Ser.  Anno  5,  faso.  2,  8.  1900.  8<>. 

Äea^mie  in  Mete: 
Mdmoires.  8«  S^rie  ann^e  27  u.  28.  1897—98.  1900.  &>, 

Observatorio  meteorolögie(hmagnHieo  eentrai  in  Mixieo: 

fioletin  niensiril    Noviembre  7  Diciembre  1889,  Enero,  Febrero,  Marzo, 

Junio  19U0.   1900.  4». 

Observatorio  axtronömieo  nacional  de  Tacubaya  in  Mexico: 

El  Clima  de  la  Republicn  Mexieana  por  M.  Moreno  j  Aiida  y  Antonio 

Gome2  Ano  II.  Mexico  ii>00.  b**. 
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Socieddd  cientißca  „Antonio  Ähate"^  in  Mexico: 
Memoriaa.   Tomo  14,  No.  1—10.  1899—1900.  Q^. 

Mtineo  nacional  in  Monttmdeo: 
Aualeü.   Tom.  2,  fasc.  15—16;  Tom.  8,  fasc.  4.  1900.  4» 

Numismatie  and  AntiqtMfitm  Society  of  Montreal: 

Tbe  Canadian  Antiquarian  and  Namiainatic  JonrnaL   III.  Ser.  Vol. 

No.  2-4.  1899.  8». 

Socitti:  Imperiale  des  Naturaliste»  m  Moskau: 
Bulleiin.    Annee  1891),  No.  IV.  1900.  S^. 

Mathematische  Gesellschaft  in  Mosikau: 
MattiiuaiitscbeBk]^  Sbornik.    Bd.  XXI,  1,  2.  1900. 

Universität  Mo^l'^vi : 
Utacheaia  Sapiiki.    Bd.  XIV— XVI.  1899.  8«. 

Ltcjl:  Observatory  in  Mount  Hamilton,  Califarma: 
PäblicatioilB.    Vol.  IV,  1900,  Sacramento.  1900.  4P. 

Sditi.sdsclir.^  Atut  der  Stftdf  ^fthich"}!: 
Miinchener  atAtistüiiie  .labresübersichten  tür  1899.  1900.  4^. 

K.  Hydrotechnisches  Bureau  in  Mündten: 
Jabrbuch.    2.  Jahr«?.,  Heffc  2,  3.   1900.  4^. 

DetUache  Gesellschaft  für  Anthropologie  i»  Berlin  und  Münekem: 
CoRMpondeusblatt  1900.   No.  5-8.  4P. 

Generaldinlfinn  der  k.  b,  Posten  und  Telegrapken  in  Münchs: 

Verzeichnifl  der  in  und  ausserlnilb  Bayern  erscbeuendea  ZeitungOk 

I.  u.  II.  Abteilung  mit  Nacbtnigen.  fol. 

K.  haycr.  tecint Ische  Hochschule  in  München: 

Personalatand.    Winter-StMuester  1900    19Ü1.  1900.  8". 
Beriebt  für  daa  Jalir  1899/1900.   1900.  4». 
Prognunm  iUr  du  Jabr  1900-1901.  1900.  4*. 

Verlag  der  Hodtschtänadmdiien  in  JtfÜNdlefi: 
Hocbacbulnaehriobten. 

ErzbisehÖß.  Ordinariat  in  MünAem 

Amtablatt. 

Universifäf  in  Mütichen: 
Schriften  ans  dem  .Tahre  1899—1900  in      nnü  Sf^. 
Anitlicbes  Verzeicbnis  dea  PerBonals.  VV  mter-Semester  1900/01.  liMJU. 
Vemiehnis  der  VorlesuDgen.   Winter-Semeater  1900/01.  1900.  A^. 

Äergilither  Verein  in  Miinehen; 
SiUmgaberiebte.  Bd.  IX.  1899.  1900.  8^. 

Hietoriecher  Verein  in  Mündhen: 
Altbayeriaehe  Monaiaacbrift  1900.   Heft  4-6.  4<> 

Verein  für  Naturkunde  in  M^kndten: 
I.  Jabieabericbt  1898-99.  1900.  4<». 
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K,  hayer.  meteorohgtsdte  Zenirti^atio»  in  Mündten: 

Beobachtongen  der  meteorolofi^iacheii  Statiantn  d6«  Kömgreich«  ftijern. 
Jalug.  20  (1890).  Heft  4.  4». 

Westphäl.  Provintidl'Verein  fSKr  Wisaensduiß  und  Kumt  in  Mihuter: 
37.  Jahio8b«richi  flbr  1896/09.  1899.  8«. 

8oeiiU  de$  tdeneei  tn  Nancy: 
Bolletin.  Stfr.  ü,  Tome  16»  fatc.  84;  Sit,  UI,  Tome  1,  Üuc  8.  1900.  8». 

AUi.  Vol.  31.  1900. 
Rendiconto.    Anno  38.  1900.  b^. 

Äccademia  dtlle  scienze  fisiche  e  matematiche  in  Neapel: 
Rendiconto.   Serie  III.  Vol.  6,  fasc.  5—7.  1900.  gr.  8^. 

Zoologische  Station  iu  Neapel: 
Mittbeilimgen.    Bd.  14,  Uett  1  u.  2.    Berlin  1^00.  8^. 

SociH^  des  sciences  natnrefles  in  Neuchat^h 

Bulletin.   Tom.  2G.    Ann^e  1897—98  eb  Table  dea  matiäres  des  tome« 
1—25.   1898.  8". 

The  American  Journal  of  Science  in  New-IIaven: 

Journal.    IV.  Series.    Vol.  10,  No.  55-60;  Vol.  11,  No.  61.  1900.  8°. 

Academy  of  Sciences  in  New 'York: 

Memoirs.    Vol.  II,  part  1.  1899.  40. 
Aluale.  Toi.  XII,  No.  3,  8.  1900.  8^ 

Amman  Jewidt  Hidorieal  Society  m  New 'York: 

Pablieattone.  No.8.  1900.  8> 

American  Mmeum  of  Natural  History  in  Neu/ 'York: 

Bolletin.   Vol.  XII,  1899.  1900.  8^ 
Aatraal  Report  for  the  yesr  1899.  190a  8<^. 

American  Geoyrajphieäl  Sodety  in  New  "York: 
Boüetia.  VoL  83,  No.  8.  4.  1900.  ^, 

Ar^aeohgical  Inetüwt  of  America  in  Norwood,  Mate,: 
Ameriean  Journal  of  Ardiaeology.  IL  Series.  Vol.  4,  No.  1—8.  1900.  89> 

Naiwrineloriedke  ßeeeileehaft  in  Nürtherg: 

Abliandloiigen.  Bd.  Xlll.  1900.  8^. 

Oermamechee  Nallionalmiueum  in  Nürnberg: 

Ameigor.  Jahrg.  1899.  8^. 
MittheamigeD.  Jahrg.  1890.  8^ 

Moyat  Sodety  of  Canada  in  OUaiea: 
Proeeedinga  and  TraDiaetione.  II.  8er.  Vol.  8.  1899.  gr. 

M,  Oeiervalorio  attronomieo  in  Padua : 
Air  A  tronomo  Q.  V.  ScbiapaieHi,  Omaggio  80  Oiugoo  1860  —  80  Giogno 
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Reale  Accademia  'Ii  sciense,  lettere  e  bdle  arti  in  Palermo: 

Atti.    Iii.  Serie.   Vol.  b.  1900.  4» 
Bolletino.   Amii  1894-98.  1899.  4«. 

Cirevrfo  matemaiiM  in  Memo: 

Rendiconii.  Tom.  14,  fMC  6.  1900.  4<*. 

Atti  del  coUegio  degli  ingegneri  1900  Jan.— Juni.  1899.  A^, 

ÄeaäimU  de  rnSdedm  m  Pom: 
BnUetin.  1900.  No.  27-48.  8^. 

Acadimie  des  scietices  in  Paris: 
Comptes  rendus.    Tom.  131,  No.  1—27.  1900.  4^. 

Monitenr  Scit  nli fitste  in  l'aris: 
Monitear.    Livr.  704—709  (Aoüt  1900  —  Janvi*  r  1901).  4» 

Musie  Guimet  in  Pam; 

Annales  in  4^.   Tome  XVI,  4™°  partie  Kecaeil  de  Talismans  Laoticna 
1900.  4^. 

Revue  de  rhiitoiie  des  räligiona.  Tome  41,  No.  1,  3.  1900.  8*>. 

Museum  ffhkUdrt  naturelle  in  Paris: 

Bolletin.   Annäe  1900,  No.  2— 4.  8^. 

Nomllee  Archivee.  IV.  S4rie.  Yol.  I,  &ec.  1,  2.  1899.  4^ 

SoeiiU  d^anümpohffie  in  Paria: 
BnlletiiM.   1899,  faso.  4.  8<^. 

Sociite  des  Hudes  historiques  in  Faris: 
BeToe.    Nouv.  Sdrie.    Tom.  2,  No.  4—6.  1900.  8«. 

SocieU  de  geographie  in  Paris: 
La  Gäographie  iBulletin)  Annee  1900,  No.  7  —  12.  gr.89. 

Societe  mathematupif  >lr  France  in  Pari»: 
Bulletin.   Tome  28,  fasc.  2—4.  lüOO.  8^. 

Societe  zoologique  de  Franee  in  Paria: 
M^ffloirea.  Tome  12.  1899. 

Äeadhme  Impirude  dea  acieneea  in  S^.  PeUrabKr^: 

Oeuvres  de  P.  L.  Tschebychef.    Tom.  I.  1899.  40 

Byzantimi  Chronika.   Tom.  0.  No.  3,  4;  Tom.  7,  No.  1,  2.  1899—1900.  4<'. 
Memoire«,   a)  Claaae  historico-philologique.    Vol.  III,  No.  6:  Vol.  IV, 
No.  1—7. 

b)  Classe  phyflico-mathematique.  Vol.  VIII.  No.6— 10;  Vol. IX. 
No.  1—9;  Vol.  X,  No.  1,  2.   1899—1900.  4«. 
Bulletin.    V«  Ser.   Tom.  lü,  No.  6;  Tom.  11,  No.  1—5;  Tom.  12.  No.  1. 
1899—1900.  4« 

Annnaire  du  Mus^  soologiqne.  Tom.  5,  No.  1—8.  1900k  8*^. 

Comitc  geologiqiie  tfi  5*.  Ptiertibv/rg: 

Bulletin.  Vol.  XVm,  "No.  S— la  1899-1900.  8*. 

M^moires.  Vol.  VU,  No.  8  u.  4;  Vol.  IX,  No.  6;  Vol.  XV,  No.  8.  1899.  4*. 
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ZoftMfl.  dotenweher  Garten  in  St.  PHenUniff: 

Acta  horti  PetropoUtaai.    Tom.  15,  Imc.  2;  Tom.  17,  fiuo.  1,  2. 

18UÖ-1899.  8«. 

Historische  Skizze  des  kai8.  botan.  Gartens.  1899.  8^  (russ.  Spr.) 
Kaiaerl.  juiiieralorfische  Gesellschaft  in  St.  Petersburg: 

Materialien  zur  Geologie  Russlands.   Bd.  XX.  1900.  8^. 
Verhandlungen.  II.  Serie.  Bd.  87,  Lief.  2t  Bd.  88,  Lief.  I.  1899—1900.  8^. 

Kaiserl.  freie  Ökonomische  Gesellschaft  in  St.  Feiersburg: 
Yolltssehiilttatistik  in  Buseland.  1900.  8^. 

I^hysikal. -chemische  Gesellschaft  an  der  kais.  Universität  St.  Petersburg: 
Scbumal.   Tom.  82,  Heft  7  n.  8.  1900.  9^. 

rhysikalisc^huiuthematmche  Gesellschaft  an  der  kaiserl.  Universität 

in  St.  Peters^g: 
Schnrnal.  Tom.  82,  No.  4—6.  1900.  8^. 

PhffsikciliBtheB  €eniräl'(Huervatmum  in  St.  PeUn^g: 

Hiflt  r  de  rObservatoire  pbjs.  central  1849—1699  par  If.  Rykatchew. 

L  1  tie  I.   1900.  4". 
Annttien.    Jahrg.  1898,  Theü  I,  II.   1899.  4». 

Kaifferliche  Universität  in  St.  Peter.^hurfi: 
Obosienye  (Vorlesungsverzeichnis*)  fiir  1900-1901.   1900.  8^ 

Academy  of  piatural  Scirncfs^  in  Philadelphia: 
Proceedings.  1899,  par t  III;  1900,  part  L  8^. 

American  pharmaceuticnl  Asmcintion  in  Philadelphia: 
Proceedings.  48^^  annual  Meeting  at  Hichmond  1900.  Baltimore  1900.  8^ 
Hiitorical  Society  of  Pennsylvania  in  Philadelphia: 

Procpedingfl  nn  tbe  Death  of  Charles  Janeway  Stillt,  President  of  the 

Society.  1900. 

The  Pennsylvania  Hagasine  of  History.   Vol.  24,  No.  2  q.  8.  1900.  6^. 

Alumni  Association  of  the  College  of  Pharmacy  in  PhiladtlpMa: 
Almnni  Report.   Vol.  36,  No.  8—11.  1900.  8« 

American  Philosophical  Society  in  nUladelphia : 

Proceedings.    Vol.  39,  No.  IGl  u.  162.  1900.  8«. 

BrintoB  Memorial  Meeting  held  Janoary  16^  1900.  1900.  8^. 

Soeietä  Tateana  di  eaeme  natwali  in  Piaa: 
Atti.    Processi  verbali.    Vol.  XII,  |>ag.  1—188.  1900.  gr.  8*. 
Aiti.   VoLXVlL  1900.  gr.a». 

Soeietä  Italiana  di  fisica  in  Pisa: 

n  nuoTO  cimonto.  Ser.  IV.  Tom.  XI,  Maggio  e  Qingno;  Tom.  XII,  Luglio 
e  Agoflto.  1900.  ^. 

Carnegie  3fui^eHm  in  PiUaburgh: 
Publioationi.   No.  6  u.  7."  1890  -  1900.  8". 

I[iston.HChr  fi tstHschiiff  in  Po^en: 
Historische  Monatsblätter.   Jahrg.  1.  No.  4-7.  1900.  8° 
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Böhmische  Kaiser  Franz- Joseph- Akademie  in  Prag: 

Roiprawv.    Tn'da  1.  RoLnik  VTI,  HAn  1.  2;  Trfda  II,   Boöoik  VUl; 

Tn'da  III,  Rocm'k  VII,  .'Mo  1.   1899.  ^t.df^. 
Histohcky  Archiv.    Bd.  16.   1899.  gr.  8^. 
Vettnfk.   Bd.  VIII,  No.  1—9.  1899-1900.  gr.  8». 

Almaniich.    T^^r-nik  X.  1900. 

Öenek  Zi'brt,  HiMmirrafie  fleske  hiatnrie,  Theil  I.   1900.  ^t.  8*». 

Sbfrka  pramenuv  iSkuj.ina  I,  l^ada  1.  ci'slo  2.   1899.  gr.  8**. 

Fr.  Nu8l,  l  i  okop  Divis.   1899.  gr.  8»  I 

Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher  Wissenschaft,  Kunst  und  Literaint  I 

in  Prag: 

For^ohoiiKeii  zur  RttiiitA:eachicbte  Böhmens.  Mit  1  At]  s  1900.  fol.  ! 
B>-itr[lge  zur  deutsch-böhmischen  Volkskunde.  Bd.  III,  Heft  1.  1900.  8^.  I 
Mittheilung.    No.  11,  12.   1900.  8«. 

Jos.  Mrha,  Beiträge  zur  Kenntnis  des  Keljphit.    Wien  1899.  8^. 
Jos  Langer,  Untersuchungen  Aber  Biengift  (II.  Mitteilnng),  Sep.*Abdr.  I 
Oand  u.  Paris  1899.  efi.  , 

K.  böhmi^e  Gesellschaft  Jer  Wissenschaften  in  Prag: 
Prager  I^ehoniana  von  F.  J.  Studni6ka.  1^1.  gr.  8*^. 

Museum  des  Knni'qrrichs  Bifhmen  in  Prag: 
Öasopis.   1900.  Bd.  74,  H^ft  1-6. 

K.  K.  Sternwarte  in  Frag: 

Die  Tychonischen  Instramente  auf  der  Prager  Sternwarte  tob  UWeinek. 
1901.  40. 

iJeutsdie  Carl- F^r'lifjnnds-T^niversität  in  Praff:  ( 
Die  leierliche  Installation  de:^  Hrrtor^^  für  das  .Jahr  1899/190O.  1900.  9. 

Verein  für  Natur-  und  Heilkunde  in  Fressburg: 
Verhandlungen.    Bd.  XX.  1900.  8«. 

Naturwissenschaftlicher  Verein  in  Megen^mrg:  I 
Berichte.   VII.  Heft.  1900.  8°.  I 

Naturforscher  -  Verein  in  JSi^a: 
Korrespondenzblatt.   XLIII.  1900.  80. 

Obscrvntorio  in  Bio  de  Janeiro: 
Boletin  menaual  1900,  jan.— abril.  4®. 
Aanuario.  1900.  8^. 

L.  Cmls,  Methodo  p:ira  determinar  as  horas  das  Occnltaooee  de  estrellst 
pela  Laa.  1899.  49.  \ 

Äufiiistiwn  Library  in  Boek  latand,  IU,s 
Publicaüons.   Vol.  2.  1900.  4».  ! 

R.  Accaäemia  dei  Lincei  in  Bom:  I 
Rendiconti.  Clas^P  di  arienze  morali.  Serie  V,  Vol.  IX,  fasr.  h,  6.  19fKy  S"^.  i 
Atti.  Serie  V,  Rendiconti.  Classe  di  scienze  fisiche.  Vol.  IX,  seme«tr«!  1,  j 

läse.  II,  12;  seinestre  2,  fasc.  1—11.  1900.  4*^. 
AtÜ.   Ser.  V,  classe  di  scienze  morali.  Vol.  Till,  parte  2.  Notiaie  di^ 

scnvi  Marzo — Agosto.  1900.  4®.  ' 
Bendiconto  dell'  adunanza  aolenne  del  üiugno.  1900.  4^. 

I 
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JB.  Comitato  pioloffko  d^ItaUa  in  Sm: 
Bolletino.  Anno  1900,  No.  1.  2.  8^. 

Äeeademia  FonHfieia  de*  Nutmi  Xdneei  in  Born: 
Atti.  Anno  58  (1899-1900),  Sewione  7-VlI.  1900.  4«. 

JToiierl.  deutsches  arMohguehea  Inttiiut  (röm»  Ähth^  in  Bam: 
Mittbeilongen.  Bd.  XV,  faac.         1900.  Bfi, 

R.  Ministero  ddla  latruMtone  ptMlka  in  Borns 
Indici  n  atalos^ht.  XV.  Bibliotoca  Riceardiana  di  Firenxe.  Voll,  fascd.  9. 

1900.  8°. 

Ufficio  centrale  metrnrohfflro  üaliano  in  Born: 

Catalojfo  defrli  strumenii  sismici  e  meteorologici  per  Luigi  FascianeUi. 
1900.  8*. 

K,  italienische  "Regierung  in  Rom: 
Le  Opere  di  Galileo  Galilei.    Vol.  X.    Firenze  1900.  4^ 

Tf.  Societä  Romana  di  storia  patria  in  Born: 
Archivio.    Vol.  23,  faac.  1,  2.  1900.  8^. 

Universidit  liostock : 
Schriften  au*  dem  Jahre  1899/1900  in  4«  n. 

R.  Äeeademia  di  scieme  dcjU  Ägiati  in  Roeereto: 
Atti.   Serie  III.   Vol.  6,  fasc.  2,  3.  1900.  8« 

Mufieo  Cirico  in  Rover eto: 
Matpriali  p  r  una  iiihliojjrafia  Hnvcretana  per  Giovanni  de  Corelli.  1900.  b®. 

Tfic  Amern:a)i  Association  for  thf  advancement  of  sciener  in  Sulnn: 
Froceedincrs.   48ii'  nu*etinp  at  Columbus.   Aufsrust  1899.   Easton  1899.  8". 

(/■  ^  ''M  /<a/Y  /ur  Sidzhiirfier  Lcindcshunde  in  Salzburg: 
Mittbeilungeu.    40.  Vereinsjahr.    1900.    Salzburg.  S®. 

Historischer  Verein  in  St.  Gallen:  * 
Neujahrsblatt  für  1900.  40. 

Hitteiltinffen  tor  Taterlftndischen  Geschichte.    Bd.  27,  Teil  2.  1900. 
Maz  Gmfir,  Die  ▼erfaasuDgegeachichtliche  Entwicklung.  1900.  8^. 

InetUuto  y  Observaforio  de  marina  de  San  Fernando  (Cadit): 
Almaaaqoe  nAatioo.  1900.  8^. 

Museu  Paulis  in  Paido: 
Revista.   Vol.  IV   1900.  8^. 

Boenisdt'Herzegovinische  Landesregierwng  in  Sfirnjem: 
Ergebnisse  df>r  meteorologi«chen  Beobachtangea  im  Jahre, 1897,  Wien 
1899.  40. 

Verem  für  mccllenburgische  Geschichte  in  Schwerin: 
Jahrbücher  und  Jahresbericht.    65.  Jahrpr.   1900.  8*. 

K.  K.  archäologisches  Mtiscum  in  Sjtalato: 
Bulletino  di  Archeologia.    Anno  23.  1900.  No.  ö-ll.  8^ 
Nella  Dalmazia  Romaaa  di  Charles  Diehl.  1900.  8^. 
Ant.  Mattia-^^rvtcli -(\aranianoo ,  Riflefl^^ioni  lopra  Tiatoria  di  8.  Doino 
primo  vescoTO  di  Salona.  1900.  8^. 
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K.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Sf'-u':-J:holm: 
Briefe  von  Joh.  Miiller  an  Anders  Ketzius.  1900.  4". 
Statut  et  Reglement  de  la  fondaiion  Nobel.  1900.  8<>. 
Bihmg  til  Hudlingar.  Vol.  26  (1899),  Soetion  1-4.  1900.  8^. 

QeeXogieka  Fßrenmg  in  StoeSMm: 
FOrliuidliiigwr.   Bd.  92,  Heft  6.  1900.  8*. 

NardUka  Muaeet  in  Stoekhaim: 

Meddelanden  1898    1900.  6^. 
Tjugufemirsminne  1873    1898.  1900.  8*. 
6  ventchiedene  kleinere  Schriften. 

Oesellschaft  zur  Förderunfj  der  Wisseufichnften  in  Strasburg: 
Monatabericht   34.  Bd.  1900.  Heft  6  (Juni).  8». 

Kaiserl.  Unirer.^Ufit  Strassburg : 
Schriften  aus  dem  .Tahre  1809    1900  in  4°  u.  8**. 

Württembergische  Ko}nuii.s.iion  für  Landesgesrhieht t  in  Stuttgart: 

Tierieljahreiliefte  für  Landeagescbichte.   N.  F.  IX.  Jahrg.  1900.  Heft 
1  ^~4«  8^ 

K.  WüriUmberg,  statiHisd^  Landeeamt  tn  Stuttgart: 

Beschreibung  dcH  Oberamt«  Rottenburg.    2  Teile.    1899  —  1900.  8P. 
Warttembergische  Jahrbücher  itir  Statistik  und Luideskunde.  Jahrg.  1899. 

Teil  1  u.  II.  1900.  4«. 

Department  of  Mines  and  Agricuiture  of  New-South-WcUes  in  Sydnejf: 

Annual  Mining  Report  for  1899.  1900.  fol. 

Mineral  Resources.    No.  7,  8.  1900.  8^. 

Recordt.    Vol.  6,  part  4;  Vol.  7,  part  1.   1900.  4'^. 

Ihyal  Society  of  New  -  South  -  W'aies  in  Sjfdmg: 
Journal  and  Proceedingt.    Vol.  33.  1899.  S^. 

Ohf^erratotre  n^tronnmique  et  phi/<''iu''  in  TatChkent: 
Publications.    No.  1,  2  et  Atla«.  1899— 19UÜ.  4». 

Farfh<i>i>ike  Investigation  CommüUe  in  Tokyo: 
Publication8.:,Mo.  3,  4.  1900.  40. 

Kaiserl.  Universüät  Tokyo  (Japan): 
Calendar  (1899—1900).  1900.  8*. 

Tbe  Jonrnal  of  the  College  of  Science.  Vol.  Xlf«  part  4;  Vol.  XIU, 

part  1.  1900.  4» 

Mittheilungen  an«?  der  medicinischen  Facultftt.   BJ.IV,  No.7.   1900.  4®. 
The  Bulletin  of  the  College  of  Agricuiture.   Vol.  2,  No,  1—7;  Vol.  9, 
No.  1—5;  Vol.  IV»  No.  1-3.  1894—1900.  8^. 

Gant^üan  In^itfde  in  Toronto: 
Proceedingt.    New  Ser.    Vol.  2,  part  3.  1900.  8». 
IVanaactioiM.    Vol.  VI.  part  1  u.  2    1899.  gr.  S^. 

Universitg  of  Toronto: 
Stodies.    a)  Historv.  Fir^t  Serie«.  Vol.  4.  2«»  Series.  Vol.  I,  p.  77— 166.  4« 

b)  Fsvrhological.  Series  No.  2  u.  3.  1899.  4». 

c)  Ph>hiological.  Sariee  No.  1,  2.  1900.  4<^. 
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Faculte  de»  Seiende*  ä  l'Unw^nUi  in  Thuhute- 
▲anales.  II»  S^rie.  Tome  2,        1,  1900.  4» 

Büaüaeea  e  Musto  eomunaU  tu  Trient: 
▲rchim  Trentiiio.  Atiiio  XV,  fMc  1.  1900.  e*. 

Umoenim  Tftbingen: 
Verzeichnis  der  Doktoren  im  Jahre  1899—1900  4fl 
Sohriften  aus  dem  Jahre  1899/1900  in  4«  o.  8^.' 

Tuftt  Cottege  Library  in         CoU,  Man,: 
ätadiee.   No.  6.  1900. 

B,  Aeeaäemia  deüe  tdenee  in  Turin: 
Atti,   VolSS,  disp.  7-lfi.  1900.  8*». 

K,  OeseUtchaft  der  Wisi^enschaften  in  Upsala: 
Noya  Acta.  Serie«  III.  Vol.  18.  fasc.  2.  1900.  Ü^. 

K.  Universität  in  Upsala: 
Schrifbeu  der  Universität  aus  dem  Jahre  1899-1900  in  4«  u.  80. 

Prodncial  Ulrechtsch  Genootackap  in  ülr^: 
H.  van  Golder,  Geschichte  der  alten  ßhodier.   Haag  1900.  »>. 

Institut  Soyal  MiUmOoifique  des  Pays-Bas  in  Utredii: 
Meteorologisch  Jaarhoek  voor  1897,  49.  Jaar^.  1900.  4^ 

Physiologisches  LabaratoHum  der  Ihrnjeschool  m  Utrecht: 
Oodemekingen.    V.  Beeke.  Tom.  2,  aiiev.  1.  1900.  8« 

B.  Istituto  Veneto  di  aciense  in  Venedig: 
Concorsi  u  premio.  1000.  8**. 

Accademia  di  Verona: 
Memorie.    Vol.  74.  faso.3:  Vol.  75.  fasc.  1,  2.   1899-1900.  S«. 
WO.    Battuta  Pere»,  La  provinzia  die  Verooa  ed  i  saoi  vini.   1900.  8» 
19w!'ti''  *  ^'""^^  •         "^^""^^  ^«W»  P^)vin^ia  di  Verona. 

BedacHon  der  Praee  matem(UyeMno.fisyean€  in  War$duM: 
Prace.   Tom.  XI.  1900.  8^. 

Bureau  of  Eäucation  in  WaOUngton: 
Beport  of  tfae  Gommudoner  of  üdocation  for  1898-99.  Vol.  I.  1900.  8<>. 

U.  8.  Depariemoit  of  AgricuJturc  in  Washington: 

Report  of  tbe  Chief  of  the  Division  of  Soils  for  1900  8» 
\earbook  1899.  1900.  8^. 

Division  of  Biolnfrital  Suivey.    Bulletin,  V    13.  1900.  8» 
riorth  American  Fiiuna,  Xo.  18  u.  19.   IQOO.  8'^. 

U.  S.  Coaat  and  Geodetic  Survey  in  Wa8hin0on: 
Keport  1897—98.  1899.  4^ 
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Harzrercin  für  Gr'irhirhtf  in  Wernigerode: 
ZeiUchrift.    33.  Jahrg.,  1.  Hälfte.  itKM).  Ö®. 

KaUerl.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien: 

Sfldarabische  Expedition.  Bd.  I.   Die  Soniftlie|Mrache  von  Leo  Reinisch. 
1900.  4». 

K,  K,  (jeoloffitdte  Beidwm^t  in  Wien: 

Jahrbaeb.   Bd.  49,  Heft  4;  Bd.  50,  Heft  1.  1900.  4^. 
VerbandlQDg«!!.  1900.  No.  6— 12.  4<>. 

OwgrttfIMatAe  Qen^tf^ft  in  Wien: 
Abhaadlviigeii.   Bd.  II.  1900.  No.  1— 7.  4<>. 

K,  JT.  Qradmeaswng»'C<mm»mon  in  Wun: 

Verhandlungen.   7.  Juli  1899.  8». 
Attronomisclie  Arbeiten.    XI.  Band.  1899.  4®. 

K.  K.  Gesellschaft  der  Aerzte  in  Wien: 

Wiener  klinische  Wochenscbrift.   1900,  No.  28—42,  44-"53,  4<»;  1901, 

No.  1,  2.  4«. 

Anlhropoloyi/iche  Gfsellscliaft  in  Wien: 
Mittheilungen.    Bd.  XXX,  Heft  3-6.  19üO. 

Zoolotpsch-Iinf arische  GfselUrhnft  in  Wien: 
Verhandhiagcn.    Bd.  50,  Heli  5—9.   lüüU.  &«. 

K.  K.  naturhistorij-chrs  Hofnuueum  in  Wien: 
Annalen.    Bd.  XV,  No.  1  u.  2.  1900.  4^ 

K.  K.  Universität  in  Wifn: 

Bericht  über  die  yolksthömlichen  UniveraitatsvortrÄge  1899/1900.  1<»00.  8«. 
Oeflfentliche  Vorlesungen  im  Sommer -Semester  19üÜ  uiui  im  Winter- 
Semester  1900/1901.  80 
Ueb  t  1  1 1  ler  akademischen  Behörden  fUr  das  Studieigabr  1900/1901. 

19<)ü.  bo. 

Die  feierliche  Inaaganttion  des  Bektors  fflr  das  Studienjahr  1900/1901. 
1900.  8». 

Verein  mw  Verbreitung  naturwiseeneehafUidur  Kenntnitee  in  Wien, 
Schriften.  Bd.  40,  Jahrg.  1899/1900.  1900.  8  . 

Naesauieeher  Verein  für  Noturkunde  in  Wie^Maden: 
Jabrhflcher.  Jahrg.  5S.  1900.  8^. 

Phyeikiiliedtrmedieiniedte  OeedUsd^ß  m  Wüirdmrg: 

Verbandlungen.   Bd.  88,  Ko.  4;  Bd.  84,  No.  1.  1900.  8^. 
Sitiungsberichte.  Jahrg.  1900,  No.  1.  8^. 

Sehveiferisehe  meUorohgieeKe  Centrälanetait  in  ZOrteh: 
Annalen  1898.  86.  Jahrg.  190O.  4<*. 

iSdIwtfftreriscfte  gedogiedte  Kommission  in  Züirid^: 

Beitrftge  zut  gHologisehen  Karte  der  Schweis.  Nene  Folge.  Lief.  IX. 
Bern  1900.  i^. 
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Schweizerisches  Landesmusetm  m  ZünA: 

7.  u.  8.  Jahre^^.rr!,  ht.   1898  u.  1899.  1900.  8<>. 

Die  Wandmaiereieu  in  der  Waffenballe  des  Scbweizeriachea  Landee- 

miuetiioi.  1900.  8^. 
AazeigBr  fDr  Scbwetsemeh«  Alteitimuktiiide.  N.  F.  Bd.  9,  No.S.  1900.  4*. 

^emwwtt  in  Zürüäh: 
Astxonomiiche  M itteilongeiL  No.  91.  1900.  8^. 

Universität  in  Zürich: 
Schriften  ans  dem  Jahre  1699—1900  in  4«  a. 


Voü  folgöndeii  ?rivatpei*soüeü: 

Albert  I.  Pnnce  df  Monaco: 

BäsuItaU  des  campagnea  scientiüques.   Fase.  ZIU— XVI  avec  2  carte«. 
1899-1900.  fol. 

Jules  Riebard,  Lea  campagnei  eientifiqne«  de  S.  A.  le  Prince  Albert  I*' 
de  Moneeo.  1900.  S«. 

Jb/t.  Amhr.  Barth  in  Leipzig: 

Beibl&iier  su  den  Annalen  der  Physik.  Bd.  24.  Stack  1— IL  1900.  8<>. 

Francis  Bashforth  in  Cambridge: 

A  eeeood  Supplement  to  a  revised  Account  of  the  Eipertmeufct  made 
"Witb  the  Bashforth  Chronoi^raph.  19U0.  B^. 

Hermann  BnhJnm  Nachfolger  in  Weiviar: 
Zeitschrift  der  Sa?igny-Sfiftuucr.   Bd.  21  (Röm.  u.  Germ.  Abth.).  1900.  8°. 

Johann  Brunner  in  Mündien: 
Daa  Poatwesieu  in  Bayern  in  seiner  geschichtlichen  Entwicklang  von  den 
Anflogen  )»•  anr  Gegenwart  1900.  8^. 

Imigi  Cer^am  in  Münzen: 
Meine  Telegraphie.  1900.  4<^. 

/<»».  AnUm  Endres  m  Begen^burg: 
Fh>beDiu9  Foreter,  Fttntabt  von  Si  Emmeran  in  Regenslmrg.  Freiborg  i.  B. 
1900.  8^. 

Caniille  Gaspar  m  Brüssel: 

Esaai  de  Chronologie  Pimlanqup.  1900.  8®. 

3/1»»«  V**  Godin  in  Gaise  (AisneJ: 

Le  Devoir,  Revue  des  quetttiona  sociales  Ann^e  1898,  1899  a.  1900.  Paria.  O». 

Le  Famtlietbre  Illastrtf  1880—1900.    Paris.  8». 

Robert  Owen  par  Auguste  Fahre.    Nimes  1896.  8®. 

Solutions  aociaies  par  Godin.   Paria  1871.  8*^. 

Le  gOQvernement  par  Qodin.   Parit  188S.  8*. 

Hatualitä  aociale  fiar  Godin.   Paiü  1880.  8<'. 

Lea  sky  scratchera  par  Auer.  FiLr-^     Nimes  1806.  8<*. 

La  concurrence  aaiatique  p.Ar  Aug.  >abre.    Nimes  1896.  8^. 

Le  fdoinleme  par  Ang.  Fabte.  Ninee  1897.  8^. 
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Antonio  de  Chrdon  y  de  Äeotta  in  BtMki: 

La  legillaeiöa  sanitaria  es(  olar.  1900.  8^. 

El  Asacar  oomo  aümeoto  del  hombre.  1899.  8^. 

Bawnspektor  Gugenhan  in  Shätgart: 

Beitrag  znr  Be^timmang  der  frflheren  Aoedehnnng  der  FluMifaAler  dtr 

«chwäbiscben  Alb.  1900.  8^. 

Ernst  Haeckel  in  Jena: 
KanafcforineB  der  Natur.    Lief.  5.   Leipzig  1900.  fol. 

Tferwnnn  ITnhn  in  G-ninpfrald : 
Die  Grabsteine  des  Kloster.s  Werochweiler.    i:ierliii  IdOO.  Ö^. 

Otto  Merninn  n>  B'chyjie-f  ■ 

Die  Forschunj?'?reisen  des  Grafen  Eu^'en  ZiL-hy  m  AsieD,  »dritte  Keite% 
Bd.  I  recenöiert.    Nebst  Nachtrag.   lOOO'.  8'^. 

Friedlich  Ilirlh  in  München r 
SinoloKiüche  Beiträge  zur  Geschichte  der  Türkvölker.    1.  Die  Ahnentafd 
Attila*8  nach  Johannes     ThnnScs.  8t.  Petenbnrg  1900.  4^. 

Georg  W,      Kahlhaum  in  Baad: 
Friedrich  Wöhler.   Ein  Jngendbildnis  in  Briefen  an  Hem.  v>  Meyer« 
Leipug  1900.  80. 

0.  Kars  in  Berlin: 
Der  einstige  zweite  Mond  der  Erde.    Berlin  1900.  09. 

Verl n ff  von  Ktwrr  d;  Hirfh  in  München: 

Rückblicke  und  Erinnerangen  anlässlich  ihres  2& jährigen  Jubiiäami. 
1900.  4». 

Ed,  KJMg  Hl  Bonm: 

Stilistik,  Rhetorik,  Poetik  in  Bemg  auf  die  biUiscbe  Litteratnr.  Lcipiig 

1900.  8». 

KarJ  Ivniwhncher  in  ^fn)lrhen: 

Byzantinische  Zeitschrift.    Bd.  IX,  Heft  4    Leipzif?  1900.  8*>. 

Jlerfhold  Laufer  in  NorilameriT^a: 

PreJim  narj  Note«  on  Explorations  among  the  Amoor  Tribes.  Sep.-Abdr. 
1900.  8». 

Petroglypba  on  the  Amoor.  8ep.-Abdr.  1900.  8^. 

Äbräham  Levg  in  Hawdmrg: 
PbiloBopMe  der  Form.  Berlin  1901.  8<*. 

Chr,  MeMie  in  Keuetaäi  a.  F.; 
Die  Lignrerfrage.  II.  Hitteilmig.  Branntcbweig  1900.  4^. 

Lady  Meux  in  London: 

Tbe  Miracles  of  the  blemed  Virrrin  Mary  and  the  Life  of  Hannä  (Saint 
Anne)  ethiopie  texts  publ.  hy  E.  A.  Wallis  Badge.  1900.  4<*. 

Gabriel  Monod  in  Versailles: 
Revoe  histonqoe.   Tom.  74.  No  1,  2;  Tom.  76,  No.  1.  Paris  190a  6*. 

Bichard  v.  Muth  in  St.  PÖUen: 
Die  Abstammung  der  Bainwaren.  1900.  8^. 


uiyiii^üd  by  Googl 


Verzeichnis  der  eingelaufeHtn  DrucksehrifUn. 


51 


KaH  NtureuOter  in  Mümehen: 

Dm  erste  Jahrhundert  dd»  topographiselieo  BaiMiu  de«  k«  bftysr.  Qeaeral* 
•tobe«.  1900.  8^. 

Kad  Pamperl  in  Buekeriberg  hei  Graz: 

Uaiversalgeld  auf  r.rundlao'e  d&§  metrMchen  OewichtM  und  de»  Mono- 
metallismus.  Graz  1900.  8^. 

Dietrich  Reimer  in  Berlin: 
Zeitschrift  fflr  afrikaaiscUe  und  oceanische  Sprachen.   5.  Jahrg.,  Heft  3. 

iMcian  Sdierman  in  München: 
Orientel  BibUognph j.  Vol.  Xin  (for  1899),  Secoad  Half.  BarlinlSOO.  8». 

SeUt    S^iauer  in  MüwAw: 
Deotsoha  Piazii.  1900.  No.  13-29.  8». 

Emü  Selenica  in  MüMhen: 
MeiMcbeiukffeii.  Lief.  8.  Wiesbaden  1900.  4^. 

A,  Thieuilen  in  Paris: 

Lee  pierres  ß'ixzrr^  k  retoucbes  intentionellee  k  l'^poqae  dn  creniement 

dee  vallötis.  1900.  4'^. 

Jogef  Vincenti  in  Icrea: 

PronoDciation  et  Fhonographie.   Turin  1900.  8**. 

Adolf  Vnl'orid  m  Wieti: 

Erdbeben  und  Magnetnadel.  18<J9.  8^. 

Albrecht  Weber  in  Berlm: 

Vediiche  lieiträge,  No.  8.  1900.  f?r. 

N.  Wecklein  in  Mtwchen: 

Euripidis  fabulae.    Vol.  8.  pars  3.    Lipaiae  1900.  8«. 

Eduard  von  Wölß'Hn  in  München: 

Arohiv  für  lateinische  Lexikographie.   Bd.  XI,  4;  Bd.  XII,  1.  Leipzig 
1900.  80. 


Digitized  by  Google 


Inhaltsverzeichniss 

der 

Sitzungsberichte 

der 

mathematisch-physikalisclieu  Classe 

der 

k.  b.  Akademie  der  Wissenschaften 


Jahrgang  1888—1800. 


Hünehen. 
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—  Uebor  eine  neui*  Erscheinung  bei  elektrischen  Eatladaogen 

in  verdünnt*  u  Oasen.  1898  8,  366—308 

—  (sipbe  Üra«'t/  u  l'omm) 

Frank»'  J.  Tl.,   KuGnliiiaten-Trani^formationen  in  geodätischen 

Dreiecknetzen,  1898  1,  19-36 
Fraanbofer-Objf'ktiv.  da*^.  v.  Merz  1898  1,  75-90 
Frühmittelalterliche  Schädel  und  Gebeine  aus  Lindau,  Hanke 

1897  1,  l«-92 
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Funktion  von  /.w<i  Vorätulerliclien  in  Umgebung  einer  NuU- 

BteWo,  Brill  1891  2,  207  —  220 
Fundamentalgleichungen  der  Flächentheurie,  Voss  1892  2,  247 

bis  278 

OalTanisohe  Kette,  Entstehnog  des  Stromes,  Sofanke  1888  2, 
371—384 

Ganibetto'B  Hirn,  Bftdioger  1887  1,  69-72 
OasbeleuchtaDg,  Wirkung  bei  Ohloroformnarkose,  t.  Pettenkofer 

1890  1,  1  —  3 

Oase  und  Dämpfe,  Ocsundheitsschädlichiccit  mehrerer  hygic-ni  *  h 
und  technisch  wichtiger  G.,  t.  Pettenkofer  1887  2, 

179  —  104 

Gase,  lieber  die  Veran  li'rlichkpit  der  specifischen  Wärme  der 

Gase,  Linde  1897  3,  485—490 
Gftstein.  warme  Quellen.  Gümbel  1889  3,  341  —  408 
Gebirgsniagnetismus,  0.  E.  Meyer  1889  2,  1  17  -  174 
Gehirne  vorschiodener  Hini(i('ra8«^pn,  Rüdinger  1894  2,  249  —  255 
Geodätische  Messungen,  liebtimniung  einer  Fläche,  Lüroth  1892 

1,  27-52 

Gerlaoh  J.      üeber  die  Einwirkung  des  Ifetbylenblaus  auf  die 
HttskelnerTen  des  lebenden  Frosches  (mit  Tafel  1),  1889 

2,  125—136 

Germaniumsulfid  und  Germaniumoxyd,  mieroseopisebe  Formen, 

Karl  Haushofer  1887  1,  133—136 
GcBchmaeksorgao,  Studien  über  den  feineren  Bau  (mit  2  Tafeln), 

Hermann  1888  2,  277-317 
Gewichte,  Ueber  einige  prähistorische  Gewichte  aus  deutschen 

und  italienischen  Museen  I  (mit  1  Tafel),  Lindemann  1899 

1,  71  — 136  (Tgl.  auch  Polyeder  und  Zahlzeichen"! 
Gill  A.  0..  lT(l)(>r  Auflösung  und  Waobsthum  der  KrystaUe, 

1892  2,  803-306 
Gitterspectrum,  ultrarotes,  Phosphorophotographie,  Lommel  1890 

1,  83-88 

Glau  P.,  Em  SpektrObaccharimeter,  1890  4,  513  —  •')22 
—  Theoretische  Untersuchungen  über  elastische  Körper  und 

Etektrhsit&t,  1898  1,  117-125 
Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft,  Studien  Uber,  Boltsmann 

III  1892  Y.  Teil  3,  329—358 
Gleichung  8 X=  XS'^  Symmetrische  und  alternierende  Gl», 

Voss  1896  2,  273—281 
Gletsehererosion,  Blümcke  und  Finsterwalder,  1890  3,  436—444 
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Gliromlichtphänoiiiene,  Zur  Meohanik  der  61.,  Ebert  1899  1« 

23—37 

Godt  W.,  Ueber  den  Fcuerbach'schen  Kreis  und  eine  Steiner'bchc 
Curv(>  vierter  Ordoang  uod  dritter  Klasse,  18d6  1, 

119  —  166 

Gocbei  K.,  lieber  die  Abhängigkeit  der  Blattform  von  C;iujpauula 
rotundifülia  von  der  Liclitiiitcnsität,  1895  3.  :j31— 336 

—  Ueber  Jugendfonufn  von  rHanzcn  und  deren  künbtliche 

Wiederhervorrufung,  1896  3,  447  497 
09t2  H.  n.  A.  Knrz,  EfektrometriBclie  UotenacliangeD  I,  1887 
2,  195—220 

—  Elektrometrisehe  UntertitohnDgett  II,  1888  2,  249 — 255 
OordaD  P.,  Ueber  die  Bildung  der  Discriminante  einer  tertiären 

Form.  1887  3.  477—478 
Qraets  G.,  Ucher  die  Eloktricitätsteitung  Ton  festen  Salzen 
unter  hohem  Druck,  18^6  1,  88-107 

—  L.,  Eine  neue  Methode  zur  Messung  von  iSoibstpotcntialen 

und  Induktionseoefficieiiten,  1893  2.  237  —  244 

—  Ein  tiiektiu(  hcmisches  Verfahren,   um  Wechselfetröme  in 

Gleichstrüine  /u  verwaridcln.  1897  2,  223  —  228 
■—  u.  L.  Foüinj,  Ueber  ein  Instrument  zur  Messung  der  Span- 
nang  bei  elektrischen  OsciHationen,  1893  2,  245—250 

—  —  Ueber  die  Bewegung  dielektrisdier  Kdrper  im  homo- 

genen elektrostatischen  Feld,  1898  S,  275—284 

—  —  Ueber  normale  und  anormale  Dispersion  elektrisoher 

Wellen,  1894  2,  189  -  206 
GraTitation,  Ein  Modell  zur  hydrodynamischen  Theorie  der  Or., 

Korn  1807  1,  197-202 
Groth  Paul,  Ueber  die  Elasticität  der  Krystalle,  1888  2,  256 
Qranerde  vom  Monte  Baldo,  Ueber  die  Gr.,      Gärobel  1896 

1.  545-604 

Gümbel  C.  \V.  v.,    rd'er  die  Natur  und   Bildnngsweise  des 
Glaukonits  (mit  1  Tafel),  1866  o,  417—449 

—  Die  miüi'ünen  Ablagerungen  im  oberen  Donanpebiete  und 

die  Stellung  des  SchliefH  von  Ottnan;?.  1887  2.221  —  ^20 

—  Ueber  das  Erdbeben   vom  22.  Februur  1889  in  der  Um- 

gegend TOD  IJeuburg  a/D.,  1889  1,  79—108 

—  Geologische  Bemerkungen  über  die  warmen  Quellen  von 

Gastetn  and  ihre  Umgebung,  1889  3,  341—408 

—  Geologische  Bemerkungen  Über  die  Thermen  Ton  Bormio 

nnd  das  Ortlergebirge,  1891  1,  79—120 
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Gütnbel  C.  W.  v..  Geologische  Bemerkungeu  übur  die  warme 
Quelle  des  BrennerbadeB  und  ihre  Umgebung,  1892  1, 
U0-18S 

—  Geologische  Mitteilungen  Aber  die  Mineralquelten  Ton 

Bt.  Moritz  im  Oberengadin  und  ihre  NaehbarsehafI,  1898 

1,  19-101 

—  Die  Aniborgor  BisenerzforuiatioD,  1893  8,  298—820 

—  Ueber  die  in  den  lotzten  Jahren  in  Bayern  wahrgenommenen 

Erdbebeu,  1898  1,  3-18 

Ualbebene,  Ueber  die  confornie  Abbildung  der  H.  auf  ein  ein- 
fach zusarnmenhiingendeö  FlächenstUck,  das  von  einer 
algebraitichen  Ourye  begrenzt  wird,  Lindemann  1894  4, 
403—422 

^  Die  Abbildung  der  H.  auf  ein  Polygon,  das  Ton  Bögen 
eonfooaler  Kegelsehnitte  begrenzt  wird,  Lindemann  1 895 

2,  219-288 

Halswirbelsäule,  Zur  Anthropologie  der  IT.,  Beitrag  zur  Entwicke- 
lungsmechanik  der  meosohliehen  K6rperform,  J.  Bänke 

1895  1,  3  24 

Handbuch  der  angewaudtr  n  n^tik  von  Ad.  Steinheil  u.  E.  Yoit, 

Erläuterungen,  Steiuheil  1,  1  —  4 

liartig  K.,  Ueber  die  Verschiedenheiten  im  Bau  des  Eichen- 
holzes. 1894  4,  385  —  389 

—  Ueber  den  Drehwuchs  der  Kiefer,  1ÖÜ5  2,  199-218 

—  Ueber  den  Na(h'lschiittepilz  der  Lärche,  Sphaerella  laricina 

n.  bp.,  1895  2,  279  —  293 
Hau«hofer  Karl,  Ueber  einige  iitikroükopisch-chemttiche  lieak- 
tionen,  1888  1,  70—83 

—  Ueber  die  mikroskopischen  Formen  des  Germaniumsulfides 

und  des  Germaniumoxydes,  1887  1,  188—186 

—  a)  ITeber  eine  Methode  zum  mikroskopischen  Nachweis  Ton 

TanUl  und  Niob;  b)  über  das  Verhalten  der  Silikate 
im  Pho.sphorsalz;  c)  fiber  kflnstlich  hergestellte  Kristalle 
von  Anhydrit;  d)  über  den  Lenzinit,   1889  1,  3 — 16 

Helmholtz'scbe  Wirbel  integrale,  Ueber  eine  Verallgemeinerung 
der  H.  W.,  welcher  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit 
von  mechanischen  Bildern  der  Maxwell'schen  Elektro« 
dynauiik  entspricht.  Schütz  löül  3,  273—295 

Lienoonia.  Versetzung  zu  den  äolanaoeen,  Kudlkofer  1888  3, 
40ö~422 
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Hermann  F.,  Stadien  Aber  den  feineren  Bao  des  Oeaehmaeks- 

organes  (mit  xwel  Tafeln) 

Henler  Fn.,  Heber  Natorgesobichte  der  alten  Inder,  1887  1, 


—  Allgemeine  Uebertiebt  der  Heilkunde  der  alten  Inder,  1887 

1,  187-160 

—  Beiträge  zur  NatnrgeBebicbte  der  alten  Hindu,  1888  2, 

267—276 

—  Generelle  Uebereiebt  der  Heilmittel  in  dem  Ayurveda  des 

Stt^mtas,  1889  2,  168—166 

Jngendformen,  üeber  die  J.  von  Pflanzen  uod  deren  künstliebe 
Wiederberrorrufung,  Ooebel  1896  3,  447—498 

Inder,  Beiträge  zur  Naturgescbiobte  der  alten  Hindu,  Hessler 

1888  2,  267—276 

—  Heilkunde  der  alten  L,  Hessler  1887  1,  137—160 

—  Katurgeschicbte  der  alten  I.,  Hessler  1887  1,  43—62 

lokompressible  Flüssigkeit,  lieber  die  Erbaltang  den  dielek* 
triseben  Zustandes  einer  inkom.  Fl.,  Korn  1898  2,  136 
bis  146 

Innere  Reibung,  Bestimmung  nach  Coulombs  Yerfabren,  Osk. 

£.  Meyer  1887  3,  343—364 
Inneres  Ohr,  Entwicklang  der  häufigen  Bogengänge  (mit  Tafel), 

Radinger  1888  3,  493—502 

Interferenz  durch  circulare  Doppelbreebung,  Lommel  1888  3, 

326—33(5 

Interferenzerscbeinungen  in  den  Spectralfarben,  Objektive  Dar- 
stellung TOn,  Y.  Lommel  1893  2,  133—136 

Interferenzstreifen,  subjektive  im  objektiTen  Speotmm,  T.  Lommel 

1888  3,  819—320 
Interpolntorinche  Darstellung  einer  Funktion  durch  eine  nach 

Kugelfunktionen  fortoebreitende  Reibe,  Seeliger  1890  4, 

499—511 

InTariantonsybleme,  allgenieinere,  L.  Maurer  1888  1,  103—150 

—  Ueber  die  Endliehkeit  der  L.  J.  Maurer  1899  2,  147-176 
Irrationalität  von  s  und  :t,  Ueb(  r  (ii<>  ersten  Beweise  Ton  L, 

Pringsbeim  1898  2,  32ö  -  338 
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Kalkgebalt  der  Knochen  umi  Organe  rhacbititiohür  Kioder,  v.  Yoit 

1889,  437-438 
KatoptrlBche  EigenscIiAften  der  Fliehen  2.  Grades,  Fintter- 

waider  1887  1,  88—42 
Kantor  8.,  Ueber  M-Momente  Ton  Mi  -  Complexen  im  Br,  1896 

8,  531--545 

—  Theorie  der  Aeqniyalenz  Ton  linearen  oo^-Sehaarea  bi- 

linearer Formen,  1897  2,  867—882 
Kegelschnitte,  Die  analytisehe  Fortsetzung  derjenigen  Funktionen, 
welche  das  Innere  eines  KegelBohnittes  conform  auf  die 
Halbebene  abbilden,  Lindemann  1896  3,  401—424 

—  Die  7-85^8^^10  von  K.,  welche  durch  die  B'TÜhrunprspunkte 

der  Doppoltangonten  einer  ebenen  Cur¥e  4.  Ordnung 
^chen.  Tsöthor  189ö  1,  93  —  100 
Ketteabrüche,  Cuiivergenz  unendlicher  K.,  Pringsheim  lS9d  2, 
295—324 

—  Ueber  ein  Couvurgenzkriterium  iiii  KetUiibrüche  mit  posi- 

tiven Gliedern,  Pringsheim  1899  2,  261—272 
Kiefer,  Ueber  den  Drehwuchs  der  K.,  Hariig  1895  2,  199—218 
Königsberger  Leo,  Ueber  die  f&r  eine  homogene  lineare  Diffe- 
rentialgleichung 3.  Ordnung  zwischen  den  Fundamental- 
integralen  und  deren  Ableitungen  stattfindenden  alge- 
braischen Beziehungen,  1887  3,  428—482 

—  Ueber  die  Irredactibilität  der  algebraischen  partiellen  Diffe- 

rentialgU'ichungssysteme,  1891  3,  275  —  280 
Kohlrausch  Fr.,  1.  Bestimmung  der  Selbstinduktion  eines  Leiters 
mittels  inducicrtcr  Ströme,  1887  1,  3  —  10;  2.  über 
die  Herstellung  sehr  grosser  elektr.  Wiilcrstandsverhält- 
nis>p  Ull  i  über  eine  Anordnung  von  Klicostatenwider- 
ständf  n.  1887  1,  11 — 22:  3.  über  die  Berechnung  der 
Fern  Wirkung  eines  Magnets,  1887  1,  23—32 

—  Ueber  den  ubüüluten  elektrischen  Leitungswiderstand  des 

Quecksilbers,  1888  1,  3—14 
Koordinaten  -  Transformationen  in  geodätischen  Dreiecknetzen, 

J.  H.  Franke  1898  1,  19—86 
Korn  Arthur,  a)  Ueber  Molekular-Funktionen ;  b)  ein  Modell 

zur  hydrodynamischen  Theorie  der  GraTitation,  1897  1, 

197—202 

—  a)  Ueber  die  Entstehung  des  Erdmagnetismus  nach  der 

hydrodynamischen  Theorie;  b)  über  die  Erhaltung  des 
dielektrischen  Zustandes  einer  inkompressiblen  Flüssig- 
keit, 1898  2,  129—146 
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Korn  Arkknr,  OrnmlUgen  einer  tneohaoiflehen  Theorie  des  ela- 
siiBOhen  Stosscs  und  der  inneren  Reibung  in  kontinuir» 
liehen  Medien,  1899  2,  223—230 

Kryetaile,  Auflösung  und  Waohstom,  A.  C.  GiU«  1892  2,  303 

bis  306 

—  Elasticität,  Groth  1888  2,  25() 

—  lieber  die  Verteilung  der  Biegunf^bt  lHsricitat   in  dreifach 

syintiiftrischen  Krystallen  (mit  Tafel ),  1888  2,  257  —  266 
Krystallographie,  Einige  Betrachtungen  über  die  Grundfragen 

der  Er.,  r.  Fedorow  1896  8,  499^540 
Kryttailstruktar,  Theorien,  Blasioe  1889  1,  47 — 78 
Kupifer  C,  Ueber  die  Entwicklung  der  Neunaugen,  1888  1, 

71—80 

—  T.,  Ueber  Monorhinie  und  Aniphirhinie,  1894  1,  51  —  60 
Enrz  A.  u.  II.  Götz,  Elektrometrische  Untersuchungen,  1887  2, 

195—220 

—  Elektrometrische  UütersuchiiugeQ ,  lÖÖÖ  II  2,  249 — 245 

Lärche,  Ueber  den  Nadelschüttelpilz  der  L.,  Sphaerella  lariciua 
n.  «p.,  liartig  1895  2,  27D  2Ü4 

Lang  C,  Die  Bestrebungen  Bayerns  auf  meteorologischem  Ge- 
biete im  18.  Jahrhundert,  1890  1  u.  2,  11—34 

Lehmann  K.  B.,  Ueber  die  Wirkung  des  Schwefelkohleostoffs 
auf  den  thierischen  Organismus,  1888  1,  151 — 154 

Lehmann-Filhes  R.:  Ueber  die  Säcularstörung  der  Lftnge  des 
Mondes  unter  der  Annahme  einer  sich  nicht  momentan 
fortpflanzenden  Schwerkraft,  1895  3.  371—422 

Legendro'sche  Polynome.  Bemerkungen  über  /.ahlentheoretische 
Eigenschaften  der  L.  Polyn.,  G.  Bauer  1894  3,  343—360 

Eenzinit,  Haushofer  1889  1,  13  —  16 

Leppla,  Die  westpfälzische  Moorniederuug  (^das  Gebrüch)  und 

da»  Diluvium  (mit  1  Tafel),  1886  2,  137—182 
Leucocytenwanderung,   Ueber  L.  in  den  Bchleimh&nten  des 

Darmkanals  (mit  Tafel),  ROdinger  1895  1,  125—154 
Lieberkfihne,  Drüsen,  Umbildung  durch  die  SolitftrfoUikel  im 

WurmfortoatK  des  Menschen  (mit  Tafel),  Bfldinger  1891 

1,  121-138 

Lienenklaus  E.,  Die  Oi^tracoden  aus  dem  Miocän  ?on  Orten- 
burg  in  Niederbayern  (CoUektion  Eggers),   1896  1* 

183—207 

Linde  C,  Ueber  die  \  «  i  r f nl*  rliehkeit  der  spezifischen  Wärme 
der  Gase,  18Ö7  u,  155—489 
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Linde  C,  Ueber  Vorgänge  bei  Verbrennung  in  fldssiger  Luft, 

1899  1,  65—70 
Lindemann  F.,  Heber  die  eonforme  Abbildang  der  Halbebene 

auf  ein  einfaeb  znsammenbftngendeB  Fliebeniiack,  das 

von  einer  algebraiscben  Cnnre  begrenzt  wird,  1894  4, 

408—422 

Die  Abbildung  der  Halbebene  auf  ein  Polygon,  das  von 
Bögen  oonfooaier  Kegelsoboitte  begrenzt  wird,  1895  2, 

219  —  238 

—  Ueber  die  linearen  Transformationen  einer  quadratischen 

Mannigfaltigkeit  in  sich,  189G  1,  31—66 

—  Die  aoaljÜHche  Fortsetzung  derjenigen  Funktiooeu,  welche 

das  Innere  einee  Kegelschnittes  conform  anf  die  Halb- 
ebene abbilden,  1896  8,  401--424 

—  Zur  Qescbiebte  der  Polyeder  nnd  der  Zahlzeiehen  (mit 

9  Tafeln),  1896  4,  625—758 
Ueber  gewisse  Umkehrprobleme  aus  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Integrale,  1898  1,  37  —  54 

—  Ue^er  die  Drehung  eines  starren  Körpers  am  seinen  Schwer- 

punkt, 1898  2,  181  —  202 

—  Ueber  einige  prähistorische  Gewichte  aus  litutschen  und 

italienischen  Museen  (mit  Tafel  I  i.  1809  I  1,  71-136 

—  Zur  Theorie  der  automorphen  Fuuktioaeu,  1899  j,  -423 — 4ö4 
Lineare  Transformationen  einer  quadratischen  Hanigfaltigkeit 

in  sich,  Lindemann  1896  1,  81 — 66 
Lithionit-Oranite  im  Brzgebirg,  Fiohtelgebirg  nnd  nördlichen 

Böhmen,  1888  8,  428—492 
Lösliehkeit  fester  Körper  und  die  den  Vorgang  begleitenden 

Volum-  und  Energieverändeningen,  Ferd.  Braun  1886 

2,  192—219 

Lommel  £.,  Ueber  die  Beugungserscheinungen  geradlinig  be- 
grenzter Schirme,  1886  1,  84  —  87 

—  Beobachtungen  über  Phosphorescenz,  1886  3,  283  —  298 

—  Ueber  die  Photometrie  der  diffusen  Zurückwerfung,  18ti7 

1,  95-132 

—  Snbjektire  Inlerfefenzstroifen  im  objektiTemfipeotmm,  1888 

8,  319—820 

—  Nene  Methode  zur  Hessnng  der  Drehung  der  Folarisations- 

ebene  die  die  FraunhoferWhen  Linien,  1888  3,  321 

bis  324 

—  Interferenz  durch  circulare  Doppelbrechung,  1888  8,  325 

bis  836 
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Lommel  E.,  Pbosphoro-Photographie  de«  ultrarotbeo  Spectnims 
(mit  Tafel  5),  1888  8,  397—404 

—  Die  Knrren  gleioher  Liebtotftrke  in  den  Azenbildern  doppeU 

breobeoder  Erystalle,  1889  8,  817-328 

—  Ueber  Selbstsebatten  einer  Flamme,  1890  1  u,  2,  5^10 

—  Pho8pboro-Photographie   des  nltrarothen  OiitenpeetiniiiB, 

1890  1  u.  2,  83—88 

—  Ueber  die  Schwingungsriobtang  des  polarisirten  Liobies, 

1891  2,  181  -^188 

—  Siebtbare  Darstellung  der  äquipotentialen  Linien  in  durch- 

«trüniten  Platten.   Erklärung  des  Hall'soben  Phänomens, 

1892  3,  371-376 

—  T.,  Aequipotential-  und  Hagnetkraftlinien,  1893  1, 108  - 109 

—  T.,  Objektive  DantelluDg  von  InterfeiencerseheiDnogeD  in 

Speetralfarben,  1898  2,  183—186 

—  T.,  Aeqnipotential-  und  Magnetkraftlinien.  Zum  Hairiebeii 

Ph&nODieii,  1898  2,  217—222 
»  T.,  Ueber  aus  Kalkspath  und  Qlas  zusammengeietste  Nieol*- 
hchp  IVispion,  1898  1,  III  —  1  1f> 
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